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i. 
Der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks. 

Von 

W.  FtthrnaiR. 


Yorbemerkting. 

Id  neuester  Zeit  sind  Mathematiker  verschiedener  Länder  au 
Eigenschaften  des  Dreiecks  gestossen»  weiche,  obwol  die  Unter- 
snchnngen  verschiedene  Ansgangspnnkte  hatten,  einen  merkwftrdigen 
Zasasamenhang  seigten.  Diesa:  Zusammenhang  wurde  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  und  einen  merkwOrdigen  Winkel  des  Dreiecks 
hergestellt. 

Während  der  Punkt  die  3  Namen :  der  Grebe'sche  Punkt ,  le 
point  de  Lemoine,  the  symmedian-point ,  erhalten  hat,  wird  der 
Winkel  wol  allgemein  nach  dem  Vorschlage  der  Miss  C.  A.  Scott 
(Edncaüonal  Times)  als  der  Brocard'sche  Winkel  bezeichnet  Un- 
swdfelhaft  gebührt  Brocard  das  Verdienst,  die  genauem  ünter- 
anchungen,  die  sich  auf  diesen  Winkel  beziehen,  angeregt  zu  haben, 
dodi  ist  der  Winkel  schon  von  van  Swinden  (Grondbeginsels  der 
Meetknnde  door  J.  H.  van  Swinden  c.  1816)  angeführt  Derselbe 
hat  nicht  nur  die  Relationen 

cot^  —  oota+cot^+^^r 
und 

.J 1,1,      1 

sin**       sin'a  *    sin*^"'"  sin*y 


I,  sondern  auch  die  Punkte,  welche  mit  diesem  Winkel  in 
innigem  Zusammenhange  stehen  und  die  als  Drocard'sche  Punkte 

Aifk  d.  Hslb^ii.  PkTS.   8.  Seihe,  T.  YL  1 
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bezeichnet  werden.  Ebenso  giebt  Desboves  in  seinem  Werke :  Qnes- 
tions  de  trigonom^tarie  rectiligne  die  Gmndrelationen  an.  Die  Unter- 
snchnngen  dagegen  aber  den  Kreis,  der  darch  diese  Punkte  and  den 
vorher  angegebenen  Grebe'schen  Pankt  geht,  rahren  von  Brocard 
her,  weshalb  dieser  Kreis  mit  Recht  als  der  Brocard'sche  bezeichne 
wird. 

Nachdem  Brocard  schon  1880  in  der  Zeitschrift  Ton  J.  C.  V. 
Hoffmann  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
einige  merkwürdige  Eigenschaften  dieses  Kreises  angegeben  hatte,  ver 
Offentlichte  er  eine  darauf  bezagliche  Abhandlung:  Etüde  d'nn  non- 
veau  cercle  du  plan  da  triangle  (Association  frao^ise  pour  Taven- 
cement  des  sciences;  Congr^s  d'Alger  1881).  Andere  Abhandlungen« 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Punkten  dieses  Kreises  zusammen- 
hangen, sind:  Programmabhandlang  von  Kiehl  in  Bromberg:  Zar 
Theorie  der  Transversalen.  1881.  Programmabhandlung  von  Artzt 
in  Recklinghansen:  Untersachanfen  Ober  fthnliche  Punktreihen  aaf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  etc.  1884.  R.  Tucker  in  London:  the 
triplicate  ratio-circlo  im  Qnarteriy  Journal  of  mathematics.  1883. 
Denselben  folgten  andere  von  Brocard  und  R.  Tucker.  Der  letztere 
veröffentlichte  dieselben  in  den  proceedings  of  the  London  mathe- 
matical  society,  während  Brocard  seine  Hauptabbandlung  noch  in  der 
Association  fran^ise  pour  Tavanoement  des  Sciences,  Gongrös  de 
Ronen  und  eine  andere  im  Journal  de  mathAmatiqaes  speciales  er- 
schienen liess.  Kleinere  Sachen  machte  er  noch  in  der  genannten 
Zeitschrift  von  J.  C.  V.  Hoffmann  bekannt  In  derselben  Zeitschrift 
veröffentlichten  noch  mehrere  andere  Mftnner  in  Gestalt  von  Auf- 
gaben geometrische  Lehrsätze,  welche  sich  an  den  Brocard'schen 
Kreis  anschlössen.  Es  waren  dies  ausser  den  schon  genannten  Brocard, 
Artzt  und  Kiehl  noch  besonders  StoU  in  Bensheim,  dann  Böklen  in 
Reutlingen,  Dewulf,  6.  Tarry  in  Algier,  Neuberg  in  Lüttich  und  der 
unterzeichnete  Verfasser,  wobei  an  der  Lösung  sich  noch  andere 
Männer  (Stegemann  in  Prenzlau,  Emmerich  in  Mühlheim  a.  B., 
Oodt  in  Lübeck,  Capelle  in  Oberhausen)  beteiligten.  Kleinere  Sachen 
wurden  noch  in  den  nouvelles  annales  de  roath^matiques  von  Le- 
moine  und  Maurice  d'Ocagne  angegeben;  dieselben  bezogen  sich  be« 
sonders  auf  den  6rebe*sehen  Punkt.  Endlich  ist  noch  eine  Arbeit 
von  Neuberg  hervorzuheben,  welche  mir  leider  nicht  zugänglich  war. 
Nachdem  derselbe  in  der  belgischen  Zeitschrift  Mathcsis  mehrere 
Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  schrieb 
er  in  einer  Zeitschrift,  welche  von  der  königl.  belgischen  Akademih 
herausgegeben  wird,  eine  Abhandlung:  Memoire  sur  le  t^traödre.  Ich 
habe  nur  ersehen  können,  dass  der  Grebe'sche  and  die  Brocard'teho» 
Punkte  hier  eine  grosse  Rolle  spielen. 
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Ohne  behaupten  za  wollen,  dass  alle  Pablicationen,  die  sich  auf 
diesen  Gegenstand  beziehen ,  genannt  sind,  dürften  doch  die  wesent- 
lichsten genannt  sein,  nnd  diese  Angaben  dürften  die  Mittel  angeben, 
am  diejenigen  Werke  ausfindig  zu  machen,  welche  weitere  Unter- 
suchungen darüber  enthalten,  so  dass  ich  hoffen  könnte,  dass  die 
angegebene  Uebersicht  keine  ganz  überflüssige  Arbeit  ist. 

Diese  Untersuchungen  bieten  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik interessante  Besultate,  so  dass  ich  glaube,  dass  die  Sammlung 
derselben  auch  in  weiterem  Kreise  Interesse  einflössen  wird.  Da  die  Ab- 
leitung der  Resultate  auf  elementar  trigonometrischem  Wege  die 
leichteste  ist,  so  schien  es  mir  am  yorteilhaftesten,  die  Eigenschaften, 
die  sich  auf  den  Brocard'schen  Winkel  beziehen,  zunächst  einheit- 
lich zusammenzustellen.  Das  Thema  erhält  dadurch  eine  angemessene 
Beschränkung  und  führt  am  leichtesten  in  die  weiter  gebenden  Eigen- 
schaften ein. 

Der  Uebersicht  halber  teile  ich  die  Eigenschaften  in  2  Teile. 
Der  erste  bezieht  sich  auf  symmetrische  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  des  Dreiecks  und  dem  Brocard'schen  Winkel.  Der  2te  giebt 
Längen  und  Grössen  des  Dreiecks,  die  sich  durch  diesen  Winkel 
ausdrücken  lassen,  sowie  einige  sich  daran  anschliessende  Eigen- 
schaften, also  immer  nur  solche,  welche  mit  dem  Winkel  in  Verbin- 
dung stehen. 

A.  Relationen  zwischen  den  Winkeln  des  Dreiecks  und  dem 
Brocard'schen  Winkel. 

Erklärung.  Das  Dreieck  werde  mit  ABC  (Fig.  1.)  bezeichnet, 
die  Winkel  mit  a,  ^,  y\  die  Seiten  entsprechend  mit  a,  &,  e.  Fällt 
man  von  einem  Punkte  F  das  Lot  auf  eine  Seite  a,  so  heisst  der 
Fnsspunkt  Po^  analog  ist  die  Bedeutung  A,  Pe.  Der  Mittelpunkt 
des  umgeschriebenen  Kreises  ist  J7,  so  dass  die  Mittelpunkte  der 
Seiten  Ha^  Hi^  Ht  sind.  Liegen  mehrere  Punkte  auf  dem  Lote,  so 
erhält  der  einfachste  und  bekannteste  den  Vorzug.  Der  Höhen- 
schnittpunkt sei  H\  doch  bezeichnen  wir  die  Fusspunkte  der  Höhen 
mit  Äa^  Bk,  Cc.  Der  Schwerpunkt  sei  G^  und  G'  der  Grebe'sche 
Punkt.  Bildet  eine  Ecktransversale  mit  einer  Seite  einen  Winkel 
9»,  so  bezeichnen  wir  die  durch  dieselbe  Ecke  gehende  Transversale, 
welche  mit  der  andern  Seite  den  Winkel  9  bildet,  als  Gegentrans- 
versale, so  dass  also  diese  Transversalen  dieselbe  Winkelhalbirnngs- 
iinie  als  die  Dreieckswinkel  haben.  Schneiden  sich  3  Ecktrans- 
veraalen  in  einem  Punkte,  so  bekanntlich  auch  die  Gegentransver- 
sale. Diese  so  von  einander  abhängigen  Punkte  nennen  wir  Gegen- 
punkte in  Bezug  auf  das  Dreieck.    Dass  H  und  H'  solche  Punkte 
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sind,  ist  bekannt,  ebenso  wol  ist  es  anch  von  G  nnd  O*  bekannt 
Erklärt  man  den  Grebe'schen  Pnnkt  anch  als  den  Oegenpnnkt  des 
Schwerpunkts,  so  kann  nuin  darans  die  Eigenschaft  ableiten,  dass  die 
durch  ihn  gehenden  Ecktransversalen  durch  die  Pole  der  Gegenseiten 
in  Bezug  auf  den  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  und  dass  sie  die 
Gegenseiten  nach  dem  Verh&ltniss  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten 
teilen.     Der  Inhalt  des  Dreiecks  wird  mit  J  bezeichnet 

1.  Bestimmt  man  einen  Winkel  9  derartig,  dass  die  Relation 
stattfindet: 

sin(a  — ^)8in(/J-^)8in(y— ^)  —  sin»^ 

und  trftgt  diesen  Winkel  fortlaufend  in  den  Ecken  an  den  Seiten 
nach  innen  an,  so  werden  sich  diese  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Solcher  Punkte  giebt  es  2,  da  man  an  jeder  Ecke  den  Winkel 
an  2  Seiten  antragen  kann.  Diese  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Transversalen  werden  die  Brocard'schen  Punkte  genannt,  sie  sollen 
mit  O  und  O'  bezeichnet  werden.  Die  Punkte  sind  offenbar  Gegen- 
punkte, denn  es  ist: 

OAB  —  OBC  ■=  OCA  =  O'AC  =  0*BA  =  O'CB  =  ^. 

2.  Aus  der  Relation  in  1.  folgt  leicht: 

^^      l  +  cosocos/Jcosy          ^     ,      ^^  ,      ^         a»-f6<-fc» 
COt^  =       \       ^i^a^h =  COta-|-COtÄ+C0ty  =  ^-7-7^ 

sinasinpsiu}'  1       r  1        /  4^ 

Bew.  Indem  man  die  Sätze  anwendet,  welche  ein  Product  von 
2  Functionen  Sinus  oder  Cosinus  in  eine  Summe  oder  Differenz  ver- 
wandeln, erhält  man: 

48in(a— ^)sin(/J  — {^)sin(y  — ^)  —  sin(2a-|-^)+8in(2/J+^) 

+8in(2y+^)— sina^ 
Die  Gleichung  in  1.  lautet  also: 

sin(2a+^)4-sin(2/J+^)+sin(2y-{-^)  — sinSJ^  -  4sin»i> 
Entwickelt  man  die  einzelnen  Glieder  links  nnd  benutzt  die  Formel 

sinS^  — 3sin^— 4sins^ 
so  folgt: 

(sin2tf+sin2/H-8in2y)cos^-f-(cos2«+co82/J4-cos2y)sind^  -3sin^  ■=  0 

oder 

4  sin  a  sin  /?  sin  y  cos  ^ — 2(sin*a  -f-  sin  V + sin'y)  sin  d"  —  0 
also 
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2Bin«8iii/J8iny      ""    Bm2u+^2ß+%m2Y 
£b  ist  femer: 

coflCtt+Z'+y)  ""  c08«oob/Icos/— co8«Biii/l8m/— sinacos/Ssiny 

—  8ina8in|Sco8)f 
ist  also 

80  folgt: 

l-i-owacoBßcosy'^cmamiißüny+sinucosßBiay+Binasinßoosf 

also: 

l4-C08«C08/}C0By  ^       ,        ^^    ,       ^ 

^««n/?riBy      =  cot«+cot/»+coty 
Ferner 

8in««+8in»/H-8mV  ^     a»+&«+<?'      _  fl«+&«4-g« 
28iiia8in/J8iD/      **  Sr'siiiasiii/JBiiiy  ""        4ii 

a    Ans  2.  folgt: 

cot^— cot«  —  cot/J+coty 


also 
oder 
ebenso 


8in(g-^)__  Bin  (|»+y) 
Büittsin^       Bin^siny 

Bln(q-*^)  __     sin*« Bin'« 

Bin^  sin/^siny      Binosin/f  sin/ 

Bin(g-»)  ^     sin'g     ^         8in>/g 
Bin^      **  Binysin«  *"  Binasin/fBiny 


Bin(y— ^)  _     BJnV  sin^ 

sin^  sin«  sin/l  ""  Bin«Bin/}Biny 

Eb  ist  also: 

mn(«— ^):Bin(/?— ^):Bin(y  — ^)  —  Bin'« ;  sin*/? :  sin^y 
4.    Erhebt  man  die  Gleichung: 

cot^  —  coto-f-cot/l-fco^/ 
in^B  Qoadrat  nnd  addirt  1,  so  findet  man : 

1+cot«^  —  cot««+cotV+cot«y4-3 
da 

cot/9coty-(-cotycota+ cot«  cot/1  —  1 
ist:  also  aneh: 

_i ^.  ^_.  _i_ 

sin V      Bin*«  *  Bin*/J  *    Bin*y 
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6.    Aach  durch  die  halben  Winkel  Iftsit  sich  cot^  elegant  ans- 
drücken.    Es  ist 

4cot^-cot^cot-2Cot^  +  cot^tg  \^\+  ^^^^2^2 

+  t«?tg|cot-5 


Bew.  1.    Es  ist 


2cot9>-cot^-  t«  I 


also 


Ferner 


4(cot«+cot/J+coty)  =  cot^+cot |  +  cot|+  (cot^-  tg  ^  -  t^'^^ 

cot^+  cot  2  +  cot|  =  cot •  .  cot  g  -  cot| 

cotj  -  tg  f  -  tg^  -  cot^.tgf  .tg| 
also 

4(cota+cot/34.coty)— cot^.cot^.cot^  +  cot^.tg^.tg^ 

+  cotf.tg|.tg|+cot|.tg|.tgf 
Bew.  2. 
4+4co8acos/Jcosy  =  (l+co8a)(l4.cos/?)(l4-cosy) 

4  (1  +  C08«)(1  — C0S/J)(1  — C08y)  +  (1  — C0S«)(14-C08/J)(1— cosy) 

+  (1  —  cos«)(l  — cos/J)  (1  +  cosy) 
Dividirt  man  durch  sin  a  sin /f  sin  y,  so  erhält  man  die  Formel 


6.    cot^  = 


sin'«  %vo?ß  sin'y 

cosa  cos/}  cosy 

111 


sin'«  sin^/?  sin'y 

sino  sin^  siny 

111 


Bew.  Die  erste  Determinante  kann  dargestellt  werden  durch 
J^sin'acosjS— sin'/Scosa,  die  2te  durch  JSsin'asin/9  — sin>/3sina, 
wo  das  Zeichen  S  bedeuten  soll,  dass  die  andern  Glieder  dadurch 
gebildet  werden,  indem  ß  für  a,  y  fdr  /},  a  fflr  y  gesetzt  und  so 
fortgeschritten  wird,  bis  man  zum  ersten  Oliede  zurflckkehrt 

Es  ist  nun 
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mhteosß—üa^ßcosa  —  macmß(l  —  cos'a)  —  sin  jScosa(l — cos*^) 

—  8iiiaco8/9— GOSoBin/}  — co8acos/I(siiiacoB«  — bIh/IgosA 

—  8in(«-/}){l— €08aco8/?coB(a+/}>} 

—  8iB(«  — A(l-(-C08aC06^COtx) 

Bin*«  Bin  /!?—  mn^ß  sin  «  =  sina  sin  ß  (Bin*« — Bin*/!) 

—  Bi]i«Bin/?Biii(a+/))Biii(«  — /}) 

—  Bia(a— /S)8lllir8ia/}8m)r 

bIbo 

8in*«coB|>—  sin'/?  cos«       l-j-cosacos/fcosy 
sin^Binjf  —  8in*/f  sina  ""      Bin a sin/? Bin r~' ""  ^^^ 

Da,  wenn 

-  =  -  —  -,    auch        T     i      —  - 
ist,  80  folgt  daraoB  der  Satz. 
7.    Wir  wollen  einfthren: 

sin*« + sinV + »m^*/  —  »*» 

8inVnnV+8inV8in*«+Bin*«8in^-  A> 
Bina.Bin/S.Biny  —  1» 

Dann  folgt  ans  der  Oleichnng  in  4. 


8i]l>»s 

an&: 

80  dass  9-  BtetB  Bpitz 

ist    Alao 

Bin^ 
eos^-tg^ 

■tut 

-?• 

»> 

'2»»" 

2A 

■Da 
Da  «och 

»*  —  21cos^  ■ 

C08»»-- 

-  2ficot« 
1« 

Srt,  80  folgt  noch 
•Im 

4ii_ 

-v 

-iX* 

8in*a+8iii*iJ+8in«y  -  2A»— V  -  2(i»-  2(»») 
8.    Ans  den  Formeln  in  7.  folgt  noch  lacht 
Bfai2^  ■■  — jj- 
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also 


cot2<f-      »V    ""2»iBa«iB/rgIiiy(ifa««+BliiV+nn"r) 

-,      sina             |ft 
9.    X^ 


sin(a— ^)      Bin«^ 

IIa  sin«  BJn/f  say      ji_      1 

"^^'  siii(a  —  2^)  —  Bin  a  sin  «■  ■"  bui^  '  sin«« 
also 

_8m«_j      _J!_(__L   .  _1 L-L_f      -JL. 

^  Bin(a-4^)  " Bln^  (Bin'a'^  Bin'jJ"^  Biii»y'  "  sin«* 

10.    i?l5^).2coB^ 
Bina 

B«w.      ^^^^I"     =  cos  4»  —  cot  a  Bin» 

also 

2?  '^"^"""^^  =  ScoB^-cotdBin*  =  2coBi^ 
sin  u 

Bew.    BinaBin(a  >  ^)  —  Bin*acoB^— 8in«coB«Bin^ 
aIbo 

J5Bin«Bin(«— 4t)  —  »«cos«^ ^(BinäBr+Bin2/}+Bin27) 

—  »*cos^— 2ftBin^ 
-»  2|»cot^coB^— 2|»Bm^ 
^2|*cob2^ 
"~     sin^t 

io      v       «"«  Jl(l+4C0B«») 

"•        Bin(a+^)""     ««  — Bin«^t 

Bew.      *"^g"n^^^  -  cosd+cotasin^  -  ~  +  ^cot« 

Bin*a+8M>y+PPV4'^CQg*gtn^Biny 
""  2il 

siny  +  s"^*y 
""  l 

da 

Bin'«  —  sin^/f+s^V'^  28in/^Bin/co8a    ist 
Somit 
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nd 

äa(m+»)  ~  (BiB*/(+MBV)(ibi*r+ai»M(iiB^+tri«'A 
AßA»+2(A»-a>t«)> 

i»(3-t-2cog2»)      A(l-t-4co8«») 
—   !»(»»— Bin»*)  ~   »*— tia«» 

14.    Xiia«iin(«+*)  -  j^ 

Bew.    •in«iiB(«4-^)  —  sin^eos^+'inircosaBiB^ 
•Im 


2f»cot*co«*+2j»  sin»  =  ^^ 


X8in«rin(«4-^)  ~  »'cos^+^ftain* 
—  2f»cot^coB»+9 

Bew.     ""^"j^     —  ootacoB*+sin» 
also 

.-      ,  <»■(«+»)      2  cos  3» 

Bew.         „Vj"     —  cotacoB*— iiii4^ 
also 
_cos(«+»)         ^^      »     o-   a      co8»*-3rinV 

acos^c<w'»-8rin«») 
~  Bin2* 

EbMH  «brataiten  ist: 

17.  2sin«cos(«— -9)  «->  4f(C0B» 

18.  2sin«eos(a+»)-0 
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19.    Xoo6«cos(a-d)-3co8^-?^!i5??2^ 

8111^ 

30.    Xoo8acoB(a4-^)  —  3cos^ ?^ 

l8t  h  eine  po8ittT6  oder  negative  ganse  Zahl,  so  folgt  ebenso 

Bin«  cos« 

^       ^C08(«+W)         C08(Ä  +  1)* 

ciD/Tnii/  "■ 

B^^       8in(/y-<»)«iii(y-») 
ain^siny 

„  8iii(/)  -  «)  si]i(y  —  ^) 

rin^Biny "  "  3co8**+"»n**-2cot*Bln*coB*  -  1 

24.    jBfa(^+»)8in(y+») 
Bin/}  Billy 

—  3coB»*+iin«fr+2cot*8in«eoB«  —  1+4cob*« 

5».    :g«>'(<>-:»)eoB(y~»),3 
8in/?8iny 

2g     ^  co8(g+»)co8(y+^) cosSd 

Bin/Jsin/        " ""       cos^ 

Diese  Beweise  sind  ganz  analog  den  vorigen. 

27.    '^cosacosf/?— d)C08(/— ^)  =  3cos^(cos«co8/Icobxco89 

-^sinosin^sinysin^) 

Bew.    co8aco8(/J— ^)co8(y—  *)  —  cos«co8/fco8ycos^ 

+co8o8in/l8inyBin^+eoB«i»acos^8in^ 
Es  ist  aber  '^      ^         ^^ 


Digitized  by 


Google 


f*iiAr«iafiii:  Dw  Broeantsck^  Wmktl  4U9  DrmtdcM.  H 

-JPcosäcosOJ— ^)co8(y  — ^)  —  Scosacos/JcosycoBV+SficoB^siii* 

Es  macht  keine  Schwierigkeiten,  auf  analoge  Weise  folgende 
Belationen  zu  beweisen. 

38.    Zoo8aeos(/}+^)oos(y+^) 

35  ooB^(deo8«cos/)  cos  }^cos^—fft  sind) 

Oq       T  mßBiüf  2|>COS4» 

^-    ^  siB(^-*)sin(y-d)"    sin«d~ 

30.  2:sin«(a-.d)-38inV+?^~ 

2:cos»(«-*)  =  3cosV-?*!^^ 

31.  278inV+^)  -  Ssin>»+2ficotd 
Xcos«(«+d)  =  3cos^— 2fftcot^ 

32.  Bin(«+*)sin(/J+«') sin(y +*)  —  2fftC08  »—sin«» 

-8in^(»«— sinV) 

33.  cos(«-»)cos(/J-»)cos(y-»)  -  ^  —cos«» 

34.  co8(«+^)co8(/»+»)cos(y+») 

=s  eosftcos/f  cos/cos^— sin«sin^sinfsin«» 

-  —  C09^+  ^  (cos*»  -  sin*^) 
,  ficos2»         ,_ 

35.  Xsin««siB(«-*)-?^i^^?+8^sind 

36.  -rsin»«sin(«+»)-.?^^-.3^sIn» 

Bew.    sin«a  8in(a — »)  «^  sin*«  cos  »  —  sin'ntcoB  «  sin»- 
also 

Xsin'«sin(«— »)  =  cos»(8in*«+8inV+sinV) 

—  sin  »2:  sin*«  cos« 
Es  ist  aber: 
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sin^  4- Sintis + Bin  V  =  2|»»*cot2^  —  4|»*cot2^cot^; 

—  sin*«  cos  «  —  sin*«  cos(/J+  /)  ^  •^^i*«  eos /?  cos  y  —  sin'«  sin  ß  sin  y 

•"  sinacos/^cosy— sin  0  cos  neos/?  cos  y— sin  «sie /S  sin  ysin'o 
also    . 

—  J?sitt*acosa  —  ft->2ftcoBaco8^co8y— ^»' 

—  3^  -2fi(l-f  cosaooB/Scosy)  — 11»* 

=  3^ — 2^»«  -i  3^ — 4f**  cot* 
Somit 

X8in>a8in(o*^)  =r  4fi*(cot24^cot^cos6^— cos*)+3fisin* 

=^^^^^  {cos2*cos^  -  sin  2*sin^)+ 3fisin^ 

Der  folgende  Satz  bedarf  zom  Beweise  nur  einer  kleinen  Ver- 
ftndemng.    Man  erhält  znnftdist 

4ii'  cos  * 

Vco8»     „     .  . 

Leicht  ei*geben  sich  ferner  noch  folgende  Relationen: 

37.    2<in«8in^a+^^-.i2;rin*o+iV3£nn2a 

2,.co»(f-») 
-MCot*+V3^=; jJj^jT-^ 

3a    Zco,adn(a+f)  ==IV3-  ^"'^"(r-^j 

39.  .i„(.+^)rf„(^+»).i„(,+«).!!!!!^l) 

-iV3 

40.    sin(.-f).in(^-5)8in(,-^).tV3-— ^^ 

2^Bin(f-») 


41.    .r8in«C08(«+j)--         ^^ 
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42.     .SBinacoB^«-3J= -^^^ 

43.  c^[*'+iy^{ß+}y4i-^\y—^w^-\ 
..    (  M  A  «^  r  "^  """'C^"^) , 

44.  co8^«-3;co8(/J-gJcoB^y-3j jjj;^^^ -i 

45.  Die  Schwerlinien  eines  Dreiecks  ABC  seien  ta>  <k,  <«  und 
die  Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  <a,  <^  <«  sind,  seien  oto«  ^o« 
]f^    Man  findet  dann : 

a»  =  t(«ft« +/c» + 2<6  <c  cos  «o) 


es  ist  femer: 

also 

oder  da 
nnd 

so  ist 
oder 

Femer 


also 
nnd 
oder 
ebenso 


4tft^c8inao  ""  "*"  d^sin« 
9a*  =  4(/Ä*+<c*)  +  6iccotao8in« 

^csino  =s  2J 

5a«  =  J«+ ü«+12iicotoo 

6a«  =  a«+i«+c«+12iicotao 

a«  —  j«-{-c«  —  2*c  cos  « 
2a»  «  a«  +  *«+c«--4iicota 
—  4ii(oot^— cot«) 


6a«  =  l2ijl(cot^  — cota)  ■«  4i/(cotd+3cotao) 

Scoti^— Scot  «  —  cot*+3cotao 

2cotd  =  S(cota-fcotiio) 

2cot^=s3(cotiJ+cot/Ja) 
2cot*  —  3(coty-fcotyo) 

6cot*  —  3cot«^+3(cotat  +  cotiJo  +  cotyo) 

so  dass  anch 

cotoo+^^^/'o+^^^^^yo  —  cotd^ 

Das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Schwerlinien  eines  andern  Drei- 
ecks sind,  hat  mit  diesem  denselben  Brocard'schen  Winkel. 


also 
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B.    BeBtimmoBg  der  Längen  Ton  Linien  im  Dreieck  nnd   damit 
zusammenhangende  EigenBchaflen  des  Dreiect». 

1.    Ans  Dreieck  ABC  folgt  leicht 

ggin(g  — I»)       2rginygin;(|»— ^) 

Mit  Benutzung  der  Gleichnngen  in  A.  N.  3.  findet  man 
2r8in/}8in^     «.,.,.     ^^»      2rBinyBin^ 


Ebenso 

»^      2r8i 

smp  sin^ 


2r8inyBind'  „^,      2rBino8in^ 


2rsin«8inl»  ,     2r8in/yBin^ 

O-C/  "^  j  CC/  ■■  ———————— 

sin  /  sin  y 

Hieraus  folgt  noch: 

BO.CO' «  CO  AO'  ^  AO. BO'  -  4r»8in«^ 
,       4r*  sin  j?  sin  y  sin*^  _  4r*  sin*^ 
AO.AO^  sin««  -  sin(«-.^) 

4r'8in'^ 
BO.BO'- 


CO.  CO'  — 


sin(/?— ^> 
4r«sin»^ 


8in(y-4^) 

AO.  BO.CO  —  ilO' .  BO'.  00'  —  8r»sin»^ 
^O.^O'sina+BO.BO'stn/^  +  CO.CO'sin}^  — 4rV  —  2J 


CO 

8in(«— *) 

SiB*     ' 

BO' 
AO'  - 

8in(«  — *) 
sin»      ' 

.40 
BO" 

8iii(/J— *) 
sin«     ' 

CO' 
BO-" 

8in(/J-«) 
8in> 

BO 

CO 

8in(y--ff) 
sin«      ' 

Act 

CO   ~ 

8io(y-  «) 
sin«     ' 

BC.CO'^  4r*8in^8in(«  — ^>), 
OO'.ilO  —  4r»sin^8in(^— ^>), 
AO\BO^  4r«8in*sin(y  -^). 

2.    Aus  dem  Dreieck  ilOO'  erh&lt  man: 

00^^  -  5~j~-(sinV+sin«y-28in/Jsinycos(«--a*)) 
petzt  man 
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C08(o— 2*)  —  co8ir+28iQ»8io(a  -1^) 
so  wird  die  Oleichang 

ÖO»  -  -^^-(siii»j8^.giBV- WB/toioycoM--4sin/J8lay8iii^in{a--*)) 

\  8111  0  / 

=  4r>MB>^l— 48iB<i^) 

3.  Et  mfigen  sieh  dbii  BO  nnd  CC  in  A',  CO  vnd  ilC/  iB  B\ 
AO  Bnd  BO'  ia  C  schaeldeB,  dana  bezeichaet  maa  A*B*C'  ala  daa 
Braeard'ache  Dreieck.    Am  der  Goattractioa  folgt: 

^  BOC  -  CCTA  -  180^— y,     COA  -  >40'J3  «  180«  — « 

Wir  aehmea  der  präci8en  Vorgteliaag  halber  eia  spitzwiakliges  Drei* 
eck«>/J>6a»>y  aa). 

Dana  ist  B'OA'=s  B'O'A' '^  y,  also  llegea  A'B'OO'  aaf  eiaem 
Kreise,  tob  dem  sich  ebenso  beweisea  lässt,  dass  er  durch  C  geht 

Der  durch  A'B^C  bestimmte  Kreis,  welcher  als  Brocard*scher 
bezeichnet  wird,  geht  also  durch  die  Puakte  O  aad  O'.  Da  die 
Wiakel  des  Dreiecks  «,  ßf  y  und*  >o  ist  es  ABC  fthalich.    Feraer 

weU  HC  senkr.  aaf  AB  uad  HA'  senkr.  aaf  BC,  A[HC' ^ 
A*B^C'  =  ßy  also  geht  derselbe  Kreis  auch  durch  H. 

4.  Äl'0-9(y>-^,  ebeaso  Äß'O'=90ö-^,  da  über  HO 
uad  IfO'  gleiche  Wiakel  im  Kreise  voa  Brocard  gespaaat  sind,  so 
ist  HO  »-  HO'.    Auch  ist  OHO'  —  2». 

Dies  Iftsst  sich  aach  dnrch  directe  Berechnung  fiaden.  Ans 
AHO  fiadet  maa: 


also 


HO»  —  A0^  +  r^^2rA0cos{HA0) 
Z.HAO  -«-*  — 90»+/J  =  9(y>-y— * 


_^      4r*8ia*/^sia*(^  ,     ,       4r«8in/l8in^8iB(H-*) 
8ia*a         ^  am« 

—  -r-j-  f4sin>/}sin*^-f  8inHr  — 48iBf)8iaasin)f8in^co8^ 

—  48ina8in/9cosy8in*d} 
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Setzt  man  nnai 

sinircoBy  —  Bin /l— cos  «sin }» 
80  wird 

iro«=  ^j^liin««  — 4Mn/JttBy8in^iin{ir  — ^) ) 

-r«(l-48in«*) 

Berechnet  man  HO'  ebenso,  so  findet  sich: 
HO'^  -  r«(l-.4sin«^) 

5.  Die  Ecktransversalea,  welche  die  Gegenseiten  nach  dem  Yer- 
h&ltniss  der  Qi^uirate  der  anstossenden  Seiten  teilen ,  sind  zugleich 
Gegentransversalea  der  Schwerlinien  und  schneiden  sich  im  Orebe'- 
schen  Punkte  G\  Wir  bezeichnen  diese  Ecktransversalen  mit  AG^' 
BGf\  CGy*.  Denkt  man  sich  nna  Dreieck  AGa'C  durch  BOp' 
geschnitten  nnd  wendet  den  Satz  des  Menelans  an,  so  folgt: 

(?'(?«':  AGa'  -  a»:  (a«+*«f  c«)l 
also 

AG':  AGJ  -  (Ä« + c«) :  (a« + &»+  <fl) 
Daraas  folgt: 

AB&i  ABGa'^  (*•  +  «>)  :  (a«4-*«+c«) 
femer 

ABGJ :  ABC  —  c«  :  (ftt+c«) 
also 

ABG' :  ABC  —  e«  :  (a« +  &«  +  ««) 
nnd 


Femer  ist  auch: 

also 
oder 

ebenso: 


^Äö' -«84.514.^=  4  tg^ 


ABiT^'i^^ 


2c.ö'(7c'=c«tg^ 
G'Gc' «^  |tg^  =  r8inytg* 
(?'(?«'— rsinatg*, 


ö'G'k'-rsin/Jtg^ 

Es  folgt  aber  ans  BA'fft  sofort: 

il'i%  — rsinatg^, 

B'Hh  —  rsmßtga 
ebenso 

6'Ä  — rsinytg«^ 
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Daraas  folgt:  Zieht  man  durch  die  Ecken  A\  B\  C  des  Bro- 
card'schen  Dreiecks  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden  Seiten  des 
ursprünglichen  Dreiecks,  so  schneiden  sich  dieselben  im  Grebe'schen 
Punkte  G'. 

6,  Nach  Nr.  5.  ist  Z.  HA'G'  ein  rechter  Winkel,  also  geht  der 
über  HG'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  durch  Ä*-,  ebenso 
geht  er  durch  &  und  durch  C\  und  dieser  Kreis  ist  also  der  Bro- 
card'sche,  von  dem  wir  jetzt  7  Punkte  haben.  Da  HG'  ein  Durch- 
messer ist,  und  Ä^von  O  und  (^  gleich  weit  entfernt  ist,  so  auch 
G .  Ist  dann  8  der  Mittelpunkt  von  00',  so  liegen  also  HSG' 
auf  einer  Geraden.    Es  ist  ferner,  da 

Z.  OHO'  -  2^, 
also 

OHS^^d^    ist, 

HS  «  J70co8^  «  rcos^yi  — 4sin*^ 
G'O  =-  /TOtg«-  «  rtg^Vl— 4siu«^ 

G'S  =  G^'Osin^  -  r  — ^  yi-4sin«^ 

CUSi^ 

^(7'  -  «•  (cos* +?^)  yni»^ = ryniriSi^ 

\  cos  ^/  cos  ^ 

also  erhält  man  für  den  Radius  n  des  Brocard'scfaen  Kreises 

7.  Man  fälle  von  A'  die  Lote  auf  die  Seiten,  nämlich  A'Ha, 
A'Ah^  A*Ac\  dann  ist: 

A'Ha  :  A'A\!  =.  sin^  :  sin(y  —  3-), 
ebenso 

if-ft  :  A'Ac'  «=  sin^  :  8in(/3  —  ^) 
also  ^ 

A'Ah' :  ^'^c  «  sin(y-*) :  sin(i?  -  ^)  «    .  ,^^     ^  :   ,   }    ^, 

"^       '       8in(/J  — «•;  sm(y— ^) 

"*  sin^ß'sin^y' 

Es  teilt  also  AA'  den  Winkel  u  so,  dass  sich  die  Sinus  der  Teile 
umgekehrt  wie  die  Kuben  der  anstossenden  Seiten  verhalten.  Analog 
werden  B&  und  CC*  die  Winkel  /J  und  y  teilen,  so  dass  sich  AA\ 
BB^^  CC*  in  einem  Punkte  D  schneiden,  dessen  Entfernungen  von 

Ax«k.  d.  lUtk.  «.  PhyB.    2.  Seihe,  T.  YI.  2 
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den  Seiten  sieb  umgekehrt  wie  die  Kuben  derselben  verhalten.    Wir 
schreiben  dies  Resultat  in  der  Form: 

^^        ^r.        r.T.  111 

sm*«   sin'p    sin*y 
1  1.1 


"  8in(«— ^)*8in(/J-^) '  sin(y—  ») 

Hieraus  lassen  sich  diese  Längen  leicht  berechnen.    Es  ist  nämlich 

aDDa+bDDk  +  eDDe  —  2J 
also: 

Vsin(a  —>)  ^  sin(/Sf  —  ^)  '   siu(y  — ^)/  '^      ' 

wo  X  noch  ein  unbestimmter  Factor  ist,  es  ist  aber 
„       sin«      _     ft 


also 

somit 
also 


sin(o  -  (f)      8in»4> 
A:«2rsin«^ 


2rsin»(f         ^^         2rsin»<>        ^^         2rsiB»^ 


(sin(«-^)'    "'"'•       sin(/J— ^)'    ^^'      8in(y— ^) 

8.    Es  schneide  AD  die  Seite  a  in  />«,  BZ>  die  Seite  ft  in  £)^, 
CD  die  Seite  C  in  Z>y.    Es  ist  dann 

Dreieck    ABDa  :  ^Z)«C  =  BDa :  i>aC 
femer  auch 

ABDm  :  il/>aC  -=-  csiu(^^D)  :  ftsin(Z>^C) 
e_^h_       1^    1^ 

also 

BDa  *  DatC  ■■■  "g  •  7^ 

Da  teilt  also  i9C  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Quadrate 
der  anstossenden  Seiten,  während  Ga  dieselbe  Seite  nach  dem  Ver- 
hältniss der  Quadrate  teilt;  daher  ist 

BGa'  -  DaC,        Ga'C  «  BDa 
also 

/3 1 n  ^  ^f!_  —     *!j~5?  sinttsin(/?  —  y) 
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Es  verhält  sich  ferner: 

G'A' :  Ga'Da  =  (b^+e»)  :  (a«+Ä«+c«) 


CA'  ^"^^'^"^       ^'+^'  _a(M--c«)_        2r8in»«8in(g-») 


^  r8ln(g— »)8in(ff— y) 
*°"  sinacos^ 

Analog: 

^,^  ^  rsiniß  -^)8in(«~y) 
""  Bin/3cos^ 

sin  y  sind* 

9.    Berechnungen  von  ADa  =  t«,  -ßZ)^  «  n,  6'/>y  =  xe. 

Da  ^«^=-  ^TX;,«  wt,  so  giebt  das  Dreieck  ADaC  leicht: 

«       A8  _L     ^'^*  2a&c*C08y 

^(&'  +  c*)'+o'g^— 2a&c«(ft»+g«)C08y 

6g  +  2&V+Agc*+aV-2&»ac2c08y  — 2fl3g*C08y 

_  b^  +  2b^e^(b  —  q  COS  y)  +g*(^ + o»  -  2a  cos  y) 

Es  ist  aber 

b  =  a  COS  y  +  c  cos  a, 

*«+a«  — 2aÄcosy -ic8 
also  erhalten  wir: 

b*+e^  +  2b^c^co%a 

^  ( sin  V  -f-  Bin*^y  -f-  2  sin^j?  sin^y  cos  a\ 
'"^\  (8in^/J+8in2y)2  j 

Es  ist  femer: 

tin«/}+8in«y  —  (sitf/J+sin^y)^  — 38in2/Jsin?y(8in2/3  +  8in»y) 

Nach  Nr.  12.  in  A.  ist 

'^  '        '  sina  sinasin^ 

«Im 
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8ln*/J4-8in'y  —  — ?~iii-^— * ^ — ^^ — - 

-  ^'^^^-^I«n»(a+^)^38in2^8iii(«+^)} 
also 

^«"  ^^CsiDyTsSÄn'"^^^'"'^''"^^^  -38iii^in(«-K)+2co8«8m«3;, 

Es  ist  dann: 

sln»(a+^)— 88in2d8in(a+^)+2co8«8in»^-sin(a-f^){8in2(«  |  ^)-.Bin2^ 

-  28in2^(8in(a+a)— cosÄsinO) 
=  8is(A-f  d')8inri8in(A-f  2d) — Ssih^^sinocos^ 

=  8ino{sin(a+^)8in(o+2^)— 8in^in2^ 

-8iB2a8m(a+3^) 

Dies  giebt 

4f^8in2«8in^8iny  .   .    ,  .^^ 
'-'-  8in»8inV+^^^'^<^+^> 


oder 
gesetzt, 


8in/?8iny  sin^a 

sin^     ""sinCa  — ^) 

j      4rg8in^g8in(«  +  3^) 
^"  ""  sin«(«+i^)8in(«-'0) 

2r  singttVsinC« + 3^)  8in(a  —  ^) 
*■  "  8in(«+^)8in(«-^) 

10.    Um  AD  zü  finden,  betrachten  wir  Dreieck  ACDay  welches 
durch  BDß  geschnitten  wird.    Wir  finden 

AD         a^^  +  a^(ß 


also 


also 


DDa  *V 

AD  _        e^jl^+iß) 8inM8in«<3+8in«y) 

ADa  ^  l^c*+c^<^+a^b'^  ^  A2 

sin^tt  8in(a + ^)  .^'P  ß  sin  y      8in^a8in(tt4-^) 
"  X^sin^  "    X2sin(«  — d) 

8in(a+J»)siM^ 
""      sin /J  sin  y 

8in(g+^)  sin(a— 0) 
""  sin^tt 
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iZ7  —  2»-  Vgm(«+3^)§iii{«  — *) 
dwnso 

BD  =  7t  y8iii(/J+3^)8m(/l-  *) 

CD  «  2r  ysiii(y+8^)Bin(y— 1^)  , 

Wir  merken  endlich  noch: 

JPJPg  ^  Bin«» 
^D«  ""sin^ 

11.  Indem 'Wir  die  Fl&cheninhalte   der  Dreiecke  AßDm  and 
^'D«  vergleichen,  finden  wir  die  Proportion: 

A'n         <«iiig     __28in/l8iny         2Bintf8in» 
iii?«  :  ^  x^«  -  ^^,^.^^  —  8in«tÄ*  ""  8in(«-*)tg» 

28lnttC08^ 
—  8in(«— *) 
ilso 

AA'  _  28inac08»— 8in(g— »)       8in(g-f^) 
ADa  "^  28in«G08^  "  28ina  cos» ' 

,  ^  rsinal/8in(i»+3^)  ^  r 8ina V 8in(a-f3»)8ing— 5F) 
""  COB*  V  8in(«— ^)    *"  C0808in(a  -<^) 

Qod 

X4[^      gin(«>t-^) 
i'i>«""8in(«  — ») 
Ferner  ist 

Ä'D~ÄD-AA'~  rysiBC+3*)9in(«-*)  {2--^^^^^^} 
-  ^ffiüS)  V8ix.(«-|^)8i»(a-*) 

12.  Berechnung  von  Dff. 

Es  i8t    ii'^ss  A'Hn-^HHa  —  rBinatg^— rco8a 

—  _  rcos(g+^) . 
""  cos^       * 

DH^  -  A'H^'A'lß'^2A'H.  A'Dcob(£H,A'D) 

"^       "^       '    ADu      2r8m»«ygiB(«+3*)8in{«-^) 

8indBin(g+^) 

""  yBin(«+3»)8in(«-^) 
alio 
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,      r^cos^a+a)       AinH(*  -  2^)  8in(a+ 3^) 

2r»co8(«-H)8in(a— 2»)8in»giD(a+») 
'"  co8^^8in(«— *) 

-  cosg^siD'«  ^»){co8g(«-H»)Bin(i«-^)+8ipV-2^)siii(cH-3») 

+2co8(a-|-^)siD(a— 2^)8in^in(a+^)} 
Nun  ist 

8iii2(a — 2i^)  8in(a  +  3^)  +  8in(a  —  2^)  sin  ^  8iii(2a+  2^) 
-  8in(o — 20^)  { 8iii(a — 2^)  8in( « + 30^)  +  8iii(2«  +  20)8in^ } 
=  8iii(«  —  2^)  8in(a — &)  8in(a+40^) 

al80 

=  2^{l+co8(2«  +  2^)+co8  6(^-co8(2«  +  2^)} 
r«C08«3«- 


cos»^ 


13.    £8  ist: 


00a  -=  irO  8111^  — f—3 • 

8m  p 

also 

OOa  +  O'Oa'^  — ^-{sinysiiii^+öinasiii^eos«!^  — sinacos/Jsin^ 

=  2r8iD^{8iiiacos^-f*^8a8in«!^| 
—  2r8in^8in(«-f"*) 

somit  erhalten  wir  fttr  den  Mittelpunkt  S  von  00^: 

SSü  —  rsin^8in(a4-*), 
SSb  —  8in^8in(/J+^), 
88e  «r8in*8in(y+^) 

SSaiSSbiSSe  »  8in(a4-^):8in(/}+^):8in(y-f  ^) 
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14.  Es  ist 

DDa+28Sa  -  2rsm^  {gj^^^+8in(a+*)j 
2r  sin*  sin^a         «    •   ä  • 

Teilt  man  nnn  SD  oach  dem  Yerh&ltniss  1:2  ond  Mt  vom  Teil- 
pnnkte  das  Lot  auf  a,  so  findet  man  für  dasselbe 

DDa+288a      2     .    ^  .  AAa 
1 ^grsm^siny— ^ 

DDh+28Sb       BBh 
3  "3 

DDc  +  288e       CCt 
3  ""3 

Dieser  Pankt  hat  also  von  den  Seiten  dieselben  Abstände  als  der 
Schwerpunkt  Q  des  Dreiecks.  Somit  ist  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks auch  der  des  Dreiecks  DO(y, 

15.  F&llt  man  von  C  das  Lot  anf  A*B*  nnd  von  A  auf  B*C\ 
so  mtlssen  diese  Lote  den  Winkel  ^  einscbliessen ,  woraus  leicht 
folgt,  dass  sie  sich  auf  dem  umschriebenen  Kreise  schneiden  müssen. 
Auch  folgt  leicht,  indem  man  von  ul  auf  i?'C'  und  von  B  auf  C*A 
Lote  fUlt,  dass  sie  sich  ebenfalls  auf  dem  Kreise  schneiden  massen, 
und  da  der  Punkt  durch  ein  Lot  und  den  Kreis  bestimmt  ist,  so 
mflssen  also  die  Lote  von  A  auf  BC\  von  B  anf  C^A\  von  C  auf 
A'B'  sich  in  einem  Punktet  des  umgeschriebenen  Kreises  schneiden. 
Auch  folgt  leicht 

Wkl.  {AN^,  AB)  =  (il'iJ,  A'Bf)  -  » 

nnd  hieraus,  dass  N  in  dem  umgeschriebenen  Kreise  in  Bezug  anf 
die  Ecken  von  ABC  dieselbe  Lage  hat,  als  B  im  Brocard'schen 
Kreise  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Brocard'schen  Dreiecks  A*B  'C 
Daher  ist 

BN'  B^H'-  2:yi— 3tg«0^ 

5V-      2B^£r     ^  _     2rcos(/g>H^)      ^  _  2rcos(g+») 
""yi— 3tg«^'"      cosdVl— 3tg«*  ""      Vi— isin»^ 


Dann  ist: 

WeO  aber 
ist,  so  ist 


NNa  -  BNsm(BN,BC)  =  BNsm(u+m) 
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24  Fuhrmann:  Der  Brocaettscfie   Winkel  des  Dreiecks. 

HC  =  2r6  8Ui(tt+w)  =  rVl-3t«««"8m(«+a)) 

also 

j^^^^       BN.HC^ 2rcOB(g  +  ^)     rc08(y+^) 

rVl  -  3tg2^  yi-48in^   rVl-48ina^ 

_       2rco8(i?+^)co8(y+^) 
""  1— 48in2^ 

Verlängert  man  nun  DH  bis  zum  umgeschriebenen  Kreise,  so 
mag  der  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  mit  P  vorläufig  bezeichnet 
werden.    Da  nach  dem  vorigen: 

DH:  HP  —  co83^  :  cos^ 

ist,  so  findet  man: 

o.  I       ««X     2rsin'ö-cos^ 
rcos«(cos»+cos3»)-    3i^(^^^) 

^^« E5S3^       ■ 

setzt  man  hier 

sin»^  =  8in(o--  *)  sin(/3  —  ^)sin(y — ^), 

C08^+C083^=s  2co8^cos2^ 
so  wird 

PPa  —  -^^  { COS  «  CO»  2*  -  dnOJ  -  *)Biii(y  -  ♦) } 
2rco8(/y+l>)co8(y+^)  _ 

r-4^5^5        -^^^ 

Daraus  folgt,  dass  P  der  Punkt  iy^  ist    Es  li^en  also  die  Punkte 
DHN  in  einer  Oeraden. 

Vom  Punkte  N  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Es  ist 

2rco8(/?+^)co8(y+») 
^^«  •"  r^Tsin^Ä^ 

.  _  ^  2rcos(cf+») 

Vi— 4  8in2^ 
also 

AM  A7        4r2c08(a+^)C08(/g+^) (C0S(7  +0-) 

yi-48iii2^* 
80  dass 
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'AN.ANa  -  BN.NNh  =  CN.NNc  iat 

Bern.    Bei  nnserer  Annahme  liegt  A  in  dem  Bogen,  der  zur 
Seite  AC  gehört.    Man  findet  im  allgemeinen: 

so  dasB  iV  in  dem  Bogen  liegen  wird,  fttr  welchen  das  Zeichen  be- 
treffenden Cosinus  abweichend  ist;  denn  offenbar  mnss  ein  Cosinus 
ein  anders  Zeichen  als  die  andern  haben.    Es  folgt  dies  aas 

2?sin«eos(a+^)=:0 

16     Sowol  HH*  als  SD  wird  durch   G  nach  dem  Verhftltniss 
1  :  2  geteilt,  also  ist  SHl  DH%  ausserdem 


Nun  ist 
also 


DH'^28H 

SH  —  HO  cos^  =  ÄÄTCOS^«^ 
SH  «  rcos^^yi  —  3tg«^  —  COS  ^  Vi— 4slna(^, 
Dir  -  2rcos^yi  —  sin^O^  =  2r  Vcos^cosSd" 

17.  Sind  4  Ecktransversalen  harmonisch,  so  müssen  auch  die 
Gegentransversalen  harmonisch  sein.  Man  denke  sich  nun  den  Spie- 
gelpunkt  At'  von  A'  in  Bezug  auf  a  bestimmt,  ziehe  AtCf  und  At'B 
und  betrachte  AeBC\  Dasselbe  ist  dem  Dreieck  ABC  ähnlich, 
weil  es  im  Winkel  ß  und  dem  Yerh&ltniss  der  einschliessenden  Seiten 
flbereinstimmt.    Da  nun 

ist,  so  also 

^•'^'  =  2^  -  ^' 
Ebenso  ist 

A^'B*  «  AC 

also  AB*AmC*  ein  Parallelogramm,  daher  geht  AM*  durch  den  Mit- 
telpunkt Ha*  von  B'C\ 

Es  ist  femer  AC'B'  «>  AOO'  in  umgekehrter  Lage;  in  AOO* 
ist  nun  A&  die  Schwerlinie,  also  ist  die  Schwerlinie  AHa  in  AB*C* 
die  Gegentransversale  von  AS  in  Dreieck  AO&y  und  da  AO  und 
AO'  in  ABC  Gegentransversalen  sind,  so  ist  die  Linie  AJ3U  oder 
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AAa'  die  Oegeotransversale  von  A8  in  ABC.  Bestimmt  man  nun 
B,\  Q'  analog  wie  At\  so  ergiebt  sich,  dass  AAe\  BB^\  CCJ  sich 
in  einem  Punkte  S*  sehneiden,  welcher  der  Oegenpunkt  von  8  ist. 

Es  sind  nun  AA\  AHa^  AAjy  AH*  4  harmonische  Strahlen, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  AD^  AG^  AS\  AH\  also  auch  die  Gegen- 
transversalen  derselben;  nennen  wir  nun  Z^  den  Oegenpunkt  von  1>, 
so  sind  also  AD\  AG\  ^iS,  ^^  4  harmonische  Strahlen.  Von  diesen 
liegen  H,  5,  G*  auf  einer  Geraden,  also  geht  Aiy  durch  den  4ten 
harmonischen  Punkt  von  /T,  6\  G\  Da  wir  fflr  Ecktransversalen 
aus  B  und  C  dasselbe  folgern  können ,  so  ist  also  der  G^enpnnkt 
von  2>  der  4te  harmonische  von  HSG\  conjugirt  zu  8.  Da  ferne 
Oo'  senkrecht  zu  HG*  ist,  so  ist  D'  der  Pol  von  0(y  in  Bezug  auf 
den  Brocard'schen  Kreis. 

18.  ABC  und  XB'C  haben  denselben  Schwerpunkt  Wir  bo- 
weisen  dies  leicht,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  2  Dreiecke  den 
selben  Schwerpunkt  haben,  falls  sie  nur  eine  Schwerlinie  mit  An- 
fangs- und  Endpunkt  gemein  haben. 

Nun  haben  ABC  und  AA'A»  die  Schwerlinie  AHa  gemeinsam; 
BA*Ab*  und  A*B'C*  haben  aber  die  Schwerlinie  A'Ha'  gemein,  also 
hat  ABC  mit  AA*A»    und  dieses  mit  A'B'C*  denselben  Schwerpunkt- 

19.  Es  ist: 

H8  :  SG'  =  HD'  :  G'D% 
G'S  -^  G'O  sin  &^  2nmfi» 
H8  —  äOcos^  =s  2r6COsa^ 

Setzt  man  nun  G'D'  =  2;,  so  heisst  die  Proportion: 

also 

2r6Siu2^     ,,      ,  2rfcC082^ 


X  «» 


cos2j^ 


^^*+^"-^2-F' 


Da  nun: 
so  ist 

Ferner: 


«i,=t^yraaP5 


DH*  =  2rcos^>l— 4sin** 
DH'i  ifD' =2cos2*:l 


C08^+  C083{^ 

NH:  ND  =  =  1:         ZIa         -  1  ^  20082«' 

cos* 

also 

NH:ND  =  Hiy  iDH' 
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Da  die  letzten  Liiuen  parallel  sind,  and  NHD  in  einer  Geraden 
liegen,  bo  auch  ND'W, 

20.    Da  D'  Gegenponkt  von  D  ist,  so  folgt: 

DDJ  ;  D'Dh'  :  D'Dt  =  8in(ft  — ^)  :8in(iJ  — ^) :  8in(y  — ^) 
oder 

lyüa'  =a^8in(a-0^), 

D'Di!  =aJ8in(/»— ^), 

lyDJ—  «8in(y-^) 
Aasserdem: 

oder 

*r{8ina8in(a— ^)+8in^8in(^— ^)+siny8in(y— ^)}=  d  =  2r3^ 

oder  nach  A.  N.  11. 

__  rsin^ 


also: 


,_  rsin^slnCa--^) 

_  r8in»8in(y— ») 

21.  Man  lege  nun  dnrch  G'  die  Parallelen  zn  den  Seiten, 
welche  dieselben  dann  in  A,  2^,  ilfi,  Af^,  jV],  i^s  treffen  mögen.  Um 
den  Index  festzustellen,  halten  wir  die  cyklische  Reihenfolge  der 
Seiten  abea  ...  fest;  diejenige  Seite,  welche  nach  dieser  Reihenfolge 
Toran  geht,  erhält  den  Index  1.  Es  schneidet  also  die  Parallele  za 
c  die  Seite  a  in  i^  nnd  b  in  M^  die  Parallele  zn  a  schneidet  b  in 
Ml  nnd  c  in  N^^  die  Parallele  zu  b  schneidet  c  in  i^^  nad  a  in  2^. 

Die  Symmediane  AOa  wird  durch  die  andere  in  G'  so  ge- 
schnitten, dass 

Ga'G'i  Ga'A  =  a«  :  (a»-f  ä3^c2) 
ist,  ebenso 
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Daraus  folgt: 

^^1  =  «^^;:^  etc. 

Es  folgt  daraus: 

B2^  :  BN^  =  c :  a 

ebenso: 

jö^i :  BL^  '^cia 

also  sind  BL^N^  und  BN^L^  ähnlich  unter  sich  und  dem  Dreieck 
ABC.  Durch  l^i^s,  NiL^  iässt  sich  also  ein  Kreis  legen,  fttr  wel- 
chen £]2V^  und  2^2V|  antiparallel  sind,  daher 

(L^B,L,N,)^a,    (N^B,N^L^)=^r 
Da 

ÄLi ac^ 

BA  ""0^4-63^^2 
so  ist  also 

L^N^  ab 

BA    ""oa+Äa+c« 
oder 

V  o^c  2rsingsin|>8iny 

^1^«  -  aSL|^2+^  -=  Bin2i>sin8^+sin»y  "  *** 

Es  ist  also  auch 

Die  Entfernungen  der  so  bestimmten  Punkte  auf  je  2  anstoisenden 
Seiten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1  dem  letzten  Buchstaben  nach 
der  cyklischen  Reihenfolge  gehört. 

Die  Stacke  auf  den  Seiten  selbst  verhalten  sich  wie   die  Kuben 
der  Seiten.    Es  ist 

c^ ^    sin^g rsin(«— J^) 

^1^  -=-  a^+b^+e^  —  ^'''  8in2«+8ina/J+8in«y  ""      cosd      ' 

^1^  -  a^+lß+<?  -  ^^  sinaa+sitf/J+sin^y  cos^      ' 
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N  AT  ^  ^         _  o,  «pV r8ia(y— J^) 

22.  /^Xig^ii^s  liegen  aaf  einem  Kreise;  da  non  LiM^WAB 
nod  LiMf  =  N^M^  ist,  so  liegen  anch  L^N^N^Mf  auf  einem  Kreise, 
der  'dnrch  I^N^  N^  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  mnss  anch  dnrch 
iV,  Ni  ü/,  Ml  gehen,  so  dass  die  6  Punkte  Z,  X^  ^i  ^2  ^1  ^2  ^»^  einem 
und  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  Tucker  der  triplicate- 
ratio-circle  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  3ten  Potenz  zu 
abersetzen).  'Er  heisst  jetzt  der  erste  Kreis  von  Lemoine. 

Darans  folgt  noch  sofort: 

dass  also  die  Dreiecke  L^M^N^  und  L^M^N^  einander  oongrnent 
sind.    Es  ist  dabei 

Wkl.  N^M^L^^  N^M^L^^  M^N^A=zy 

ans  analogen  Schiassen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
L^M^^N^  ß  und  a  sind,  so  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
ähnlich  sind. 

Es  mögen  sich  ferner 

Li  Ml  und  LfN^  in  A^^ 
MiNi  „  L^M^  in  J»4, 
N^Li      „      M^N^    in    C^ 

schneiden,  dann  folgt  ans  dem,  was  oben  von  l^L^MiM^N^Nf  ge- 
sagt ist,  dass  die  Dreiecke  A^L^L^^  B^M^M^^  Ci^i^i  gleich- 
schenklig sind,  und  dass  die  Winkel  an  den  Grundlinien  immer  die- 
selben sein  massen,  da  sie  als  Peripheriewinkel  auf  denselben  Bogen 

stehen,  z.  B. 

Wkl.  L^LiMi  =>  L^M^Mi 

23.  Li^  fS^^^  dnrch  0\  also  auch  durch  C.    Nun  ist 

r*r*  -  ^^'^^'>      G*L'  -BN  ^ — 

also 

Da  femer  AN^  |  LC^  ist,  so  dass  AN^  L^C  ein  Parallelogramm  ist, 
da  ^C  mit  AB  den  Winkel  d-  bildet,  auch  L^N^  mit  N^B\  die 
gleichschenkligen  Dreiecke  A^L^L^,  B^M^M^^  C^N^N^  haben  also 
an  der  Grundlinie  den  Winkel  d. 
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24.  F&llt  man  das  Lot  G'Ga  auf  a,  so  ergiebt  sich  fQr  die 
L&nge  L^Ga  offenbar: 

r   ^  f         ryr^  a  O*öC08/J 

L^Ga'  -  G'L,COBß=^_^^J^^ 

Ferner 
also 

Es  ist  also  der  Mittelpunkt  von  £j  X|  auch  der  Ton  H^Ga.  Elr- 
richtet  man  im  Mittelpunkt  von  L^Lf  das  Lot,  so  geht  dasselbe 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  der  3ten  Potenz,  wahrend 
das  im  Mittelpunkte  von  HaGa  errichtete  Lot  durch  den  Mittelpunkt 
des  Brocard'schen  Kreises  geht  Da  diese  Schlnssfolge  fflr  alle  Seiten 
gilt,  so  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  denselben  Mittelpunkt  haben. 

Dieser  Mittelpunkt  sei  Z,  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Po- 
tenz ist  ZLj.    Es  ist  nun: 

ZZa  =  i{rsinatg^-|-rcoso} 
—  ycos(tt  —  ») 
2cos^     • 
L^Lß^  r8in(a — d-) 
~2~  ""        2c08^ 

also,  wenn  n  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Potenz  ist, 

3  _  rg{  cosg(«  —  »)  +  8in«(a  —  »)}  _       r« 
^*  —  4cos«^  ""  4:Q0^& 

oder 

r 

•■'==  2co'8^ 

25.  Betrachten  wir  noch  die  Dreiecke  LiM^N^  und  L^M^X^ 
n&her:  L^M^N^  congr.  L^M^N^  ähnl.  ABC,  Die  Seiten  der  ersten 
Dreiecke  bilden  mit  den  entsprechenden  des  andern  Winkel  =  ^. 

es  ist  ferner 

Wkl.  N^MiG'=MiN^A  =  & 
ebenso 

L^N^G*'^  NiLtB^^ 

also  G'  der  erste  Brocard'sche  Punkt  des  Dreiecks  M^N^L^,  Da 
femer  Z  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  M^N^L^  umschriebenen 
Kreises  ist,  so  liegt  Z  auf  dem  Brocard'schen  Kreise  dieses  Drei- 
ecks, und  dreht  man  ZG*  um  2d,  so  ist  die  dadurch  bestimmte  Lage 
von  &  der  2te  Brocard'sche  Punkt,  es  ist  nun 
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V 

alflo  0*  der  2te  Brocard'sche  Punkt  dieses  Dreiecks. 

Im  Breieck  N^L^M^  sind  ebenso  Onnd  G*  die  beiden  Brocard*- 
scben  Pnnkte. 

Es  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  BO\L^M^^  CO\\M^N^, 
AO\^N^L^^  80  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  L^M^  N^  den  Ecktrans- 
renalen  dnrch  O,  dagegen  die  Seiten  des  Dreiecks  L^M^N^  den 
Ecktransrersalen  durch  O'  parallel  sind. 

26.    Berechnung  von  NH\ 

Es  treffe  das  Lot  von  N  auf  die  Höhe  AAa  dieselbe  in  A', 
dann  ist 

-  NA*'-{AX'-H'X){AX+H'X)  =  NA^^-AH'.iAX  +  H'X)-, 

H'X^  H'Aa^  NN.  -  2rCOsPcosy+  ^S!^?^^±^. 
AW^  2rC0Sff, 

Vi  -  4  sin*i> 
Es  ist  also: 

„„,,       4r*cos*(o4.^)      .,              /tf       X     8r*COS«C08(/?+^)COS(y1^ 
^^  "  -     l>-4sin^ 4rtcos«cos(P-.y) i^4sin4 

4r* 

-  j:zSÜ?^{«>»*(«+^)-cosacos(/J— y)(l-4sinV) 

— 2co8«cos(/J-f^)co8(y-f^)} 

cos*(tt4^)  >-  eo6'oGOs*^sin*o8in*^--2sinacosa8in^co8a^ 

2«oi«co8(P-H")co8(j4-^)  —  2cosaco8/3co8ycos'^-2cos«r8inasin^cos^ 

-|-2cosasin/?sin)fsin'^ 
also 

. t  i4^i 

liW  «  j3j^^{cos*«— 2cos«cosjJcosy— co8ccos(/J— y) 

-f-sin*d'(8in*a— cos*«-+4cosoco8(/J-  y) 
4-2co8«rco8/Jcosy— 2cosasin/3siny ){ 

41^ 

—  j3^gr^{— 4cos«cos/5cosy-|-(l+8cosacos/Jcosy)sin*^ 
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32  Fuhrmann;    Der  Broearettche  Winkel  tle»  Drekbks. 

=  j37j-7-g^{--8cosflfC08j?co8y+(l-}-8co8aco8/Jco3y)(l  --C082^)} 

2r* 

"*  l~48in>^<'  -(l+8co8aco8/Jco8y)co82*} 

— ö^  {(1  — 8cosac08j5c08y)cos^— (l+8C08aC08j5c08y)C083^} 

27.  £8  Iftsst  sich  nun  ans  dem  Dreieck  NH'H  der  Winkel  tp 
berechoeu,  den  die  Enler'sche  Linie  HH'  mit  der  Linie  ITN  bildet. 
Setzt  man 

co8«cos/3co8y  =  g 
so  ist  

'HH''^=rHl--'Sg) 
also 

{1— (l+%)cos2^}=r*(l-8^)+r«-2r«  VT^,  cos  q> 


1  — 48in*(^ 

Hieraus  folgt  nach  einigen  Umformungen: 

1-6 
(1  — 48in««^)yi— % 

Ebenso  leicht  der  Winkel  V',  den  DN  und  Z>/7'  bilden. 

Man  findet  aus  Dreieck  DHH' 

1  — co82a-+2co84a'+4flr 

cos  ^     «     y  — -ä • 

2co8^yi  — 48inV 
28.    Es  war  gefunden: 

Diese  Längen  können  angesehen  werden  als  Diagonalen  von  Parallelo- 
grammen J9iV^(?'i^i,  N^ÄM^O^  M^CL^Q-,  Zieht  man  also  durch  den 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  Q*  die  Parallelen  zu  den  Linien,  so 
sind  die  Stücke  dann  innerhalb  der  betreffenden  Dreieckswinkel  ^, 
a,  y  doppelt  so  gross,  also  unter  sich  gleich,  nämlich  -»  2rtg^.  Be- 
schreibt man  also  mit  rtg^  als  Radius  den  Kreis,  so  werden  je  2 
Seiten  immer  unter  dem  Durchmesser  geschnitten.  Nennen  wir  die 
Schnittpunkte  entsprechend  Xj^,  L^  auf  a,  If^,  M^  auf  &,  iVJi,  2^4  anf 
0,  so  ist  also  z.  B.  L^N^  ein  Durchmesser,  ebenso  ^3^49  N^^^- 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  L^M^N^^  sowie 
die  von  L^M^N^  senkrecht  zu  den  Seiten  von  ABC  stehen.  Diese 
Dreiecke  sind  also  zu  ABQ  ähnlich,  und  da  sie  demselben  Kreise 
einbeschrieben  sind,  so  sind  sie  einander  congruent 
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Da  der  Badios  rig»  ist,  lo  ist  tg^  das  YerhfthiÜBS  der  Seiteg 
dieses  Dreiecks  sa  den  Seiten  des  vnprftni^ichen  Dreiecks. 

Bern.  Dies  Besnltat  konnte  direct  aas  den  Eigenachaften  des 
Grebe'schen  Punktes  G*  abgeleitet  werden,  wenn  man  noch  bemerkt, 
dass  die  resp.  Durchmesser  M^N^y  ^s^^«  ^^i  den  Seiten  des  Höhen* 
fusspnnktdreiecks  parallel  sind. 

29.  Man  lege  fortlaufend  an  den  Ecken  eines  Dreiecks  Gerade 
an ,  welche  mit  einer  anstossenden  Seite  den  Winkel  9  bilden;  es 
soll  untersucht  werden,  wie  sich  das  neu  entstandene  Dreieck  A^B^C^ 
zum  aKen  ABC  verhält 

Es  soll  sein 

{AB,  A^Bi)  -  {Ba  B^C^)  -  {CA,  C^A,)  -  9    (Fig.  2). 

Znnftchst  ist  leicht  einsusehen,  dass  die  Winkel  des  neuen  Drei- 
edu  denen  des  alten  gleich  sind,  die  Dreiecke  sind  also  einander 
ähnlich.    Es  ist  femer 

^  ^       frsin  y  csin(/>+y) 

also 

toin(>siny^>csin<rsin(g^-y) 
^1^»  ■"  sinosin/} 

2r  {sin*gsiny+singsinysin<?cosy  4"*in«sinycos/hiny} 
"■  sinasin/9 

-  SäiSiSTn^^ 

csinC^p-M*) 
=  c(cos9+sin  ycotd) ^1^5— 

Analog 

*»  *^» Hn*      '     *'•    •  ~       Bin » 

siii(a)+») 
Dfts  AehnliehkdtsTerhlltniss  ist  also      ^^^    • 

Ist  9  —  »,  80  ist  dies  Terbftltniss 
sin  2»      -       ^ 

übereinstimmend  mit  dem  Resultat  in  B.  N.  24. 

Setzt  man  femer  9^  —  90^,  so  ist  cotS*  das  Aehnlichkeitsver- 
hftitniss. 

▲s^  4.  Mftfh.  «.  ny».   2.  lUil&e,  T.  TL  8 
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34  Fukrmanni  Der  Broear^sdU   WiitM  des  Dniedu. 

.    Ist  9  s  —4^,  80  ist  das  neae  Dreieck  0,  die  3  Limes  achnei- 
deo  sich  sich  in  einem  Punkte»  wie  bekannt    bt  noch 


so  giebt  dies: 


* 

V  — - 

2 

•4 

sin«"" 

1 
3CM 

2 

Zeichnet  man  endlich  2  Dreiecke,  von  denen  das  eine  das  be- 
stimmte A^B^C^  ist,  während  die  Seiten  eines  2ten  A^B^C^  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks  A^B^C^  senkrecht  stehen,  so  ist 

_  sinVy  +  ») 

Ax  Bi  Cj  —  ABC»       ^^     ' 

A  B  C  ^  ABC  ^Q«'<y+») 
il,Ä,Ci-  ABC.       g.^,^ 

also 

A^BfCi  +  A^B^Cf  -■  jjjiji^ 

30.  Man  ftlle  von  G'  die  Lote  anf  die  Seiten,  also  O'Ga',  G'Oh\ 
G'G'c^  wodurch  man  das  Dreieck  GaGh'Ge  erhält.  Das  Dreieck 
zerftUt  in  die  8  TeUe  &GiJGc\    G'G^'&a,  G'Ga'G^'.    Da 

(?«'(?'— r  sin  «tg^ 
ist  etc.,  so  ist 

G'GtGe'  =  jtg'^sin/Jsin  ysma 

denn  der  Winkel  an  G'  ergänzt  a  zu  2  Rechten;  also 

G'Gb'G/  -  G'Gc'Ga'  -  G'G^'Gh*  -  iA  tg*^ 
und 

Da  durch  G'Gm,  G'Gh\  G*Ge  das  ganze  Dreieck  in  3  gleiche  Teile 
geteilt  wird,  so  ist  G*  der  Schwerpunkt  Ton  GaGt'Ge. 

Man  hat  also  auch  umgekehrt:  Errichtet  man  in  den  Endpunkten 
der  Schwerlinien  eines  Dreiecks  die  Lote  zu  denselben,  so  ist  in  dem 
neu  entstandenen  Dreieck  der  Schwerpunkt  des  ersten  Dreiecks  der 
Orebe'sche  Punkt  des  andern.  Das  Verhältniss  der  Flächeninhalte  ist 
}tg*^.  Auch  folgt  leicht,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  Gt!G{Gi* 
den  Schwerlinien  des  Dreiecks  ABC  proportional  sind. 
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FäUt  man  vom  Schwerpunkte  G  die  Lote  OGa^  GGh,  GGc  auf 
die  Seiten,  so  erb&lt  man  ein  Dreieck,  dessen  Inhalt 

Af  =  J^sInasinjJsiny.cot^ 

ist   Die  Seiten  desselben  sind  proportional  den  Prodncten  ans  Seite 
und  zngehOriger  Schwerlinie  des  nrspranglichen  Dreiecks. 

31.  Zieht  man  ferner  die  Transversalen  AGa\  BGß',  CG^  durch 
G\  so  bestimmen  die  Punkte  Ga  Gß'  Gy  ein  neues  Dreieck,  dessen 
Inhalt  sich  leicht  bestimmen  lässt. 

Da  GV  die  Seite  a  nach  demVerh&ltniss  <^:&'  teilt,  so  findet 
man  leicht,  indem  man  die  Dreiecke  AG/Gy\  BGyGa\  CGa*Gß* 
vom  ganzen  Dreieck  abzieht,  für  das  gesuchte  Dreieck 

^'' "                                   (b*+e*)  (c«+fl»)  (a«+5>) 
2/^sin*c8in*/?sin'y 


~  (8in*ß-f-sin*y)(sin*y+8i"i*«) (8in*«+sin*^) 

2^8in»^ 

~"  8in{a+^)8in(/3-f-d)8in(y+^) 

Denselben  Inhalt  giebt  das  Dreieck  DaDßDy^  welches  durch  die 
Ecktransversalen  nach  dem  Punkte  D  erhalten  wird,  wie  daraus 
leicht  folgt,  dass 

BGa'=  DaC 
etc.  ist. 

32.  Construirt  man  Ober  den  Seiten  eines  Dreiecks  (Fig.  2.) 
ABC  die  gleichseitigen  Dreiecke  BCA^^  OAB^,  ABCi,  so  sind  die 
L&ngen  AA^j  BB^^  CC^  einander  gleich. 

Man  erhält: 

^V-  C4i«+Cii«  — 2CM.CiliCOs(600+y) 
-.  a«+&«— 2aÄcos(60ö+y) 

=  a^-f"^*"*ö*  cosy-{-  absin yV^ 
nun  ist 

a«4-i*— oicosy  -"  — —ä- — * 

absiny  »  2j 
also 

Ebenso  also 

3* 
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Constrairt  man  die  gleichseitigen  Preieclce  BCA^,  CAB^^  ABC^ 
welche  mit  dem  Dreieck  in  demselben  Fli&chenteile  liegen,  so  findet 
man  ebenso 


also 


AA^  =  jBÄ,«  -  CC^^ ^  ,^^       (1- V3tg{^) 


AA^.AAt  -  ^^1  •  ^^t  =  CC^CCt  -  2  (1  — 3 tg«^) 

33.  Diese  Greraden  AA^y  BB^^  CC^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P,  was  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist  Die  Winkel 
am  Pnnkte  P  sind  alle  einander  gleich  und  betragen  also  120^.  Be- 
kanntlich hat  ferner  Punkt  P  d^e  Eigenschaft,  dass  PA+PB-^-PC 
ein  Minimum  ist,  wenn  kein  Winkel  grösser  als  120^  ist 

Construirt  man  femer  durch  A^  B^  C  die  Lote  zu  den  Linien 
APy  BPy  CPy  so  schliessen  dieselben  ein  gleichseitiges  Dreieck  ein, 
welches  zugleich  das  grösste  ist,  welches  um  ABC  construirt  werden 
kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  folgenden  Satz  voran,  der 
leicht  zu  beweisen  ist.  Von  allen  Secanten,  welche  man  durch  deta 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  legen  kann,  giebt  diejen^e  die  grösste 
Sehnensumme,  welche  parallel  der  Centrale  ist.  Nun  schneiden  sich 
die  Kreise  durch  ABC^  und  ACB^  in  A  und  P,  also  ist  AP  die 
Chordale  jener  Kreise,  die  Centrale  ist  also  zu  AP  senkrecht,  und 
die  Secante  durok  A  senkredit  zu  AP  giebt  die  grOsste  Summe 
der  Sehnen,  d.  h.  die  grösste  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks  um 
ABC. 

Wir  setzen  nun: 

dann  ist 

APib^  sinUJ?jP):sin600 

ferner  folgt  ans  dem  Dreieck  ABB^^ 

sin(ilBiP):sin(60ö+«)  -  c:  A 


also 


h.9in(ABiP)  _  ft.gsin(6(y+«) _  q^sin(6(y+  a) 
^^"^      sin  60»      ""  Z.  sin  60«      *"        aA.sinßO« 

_  4rA8in(6(y+«)       2JBm(W^+a) 
"^  2r.X.sinasin60o  ""    Xsin«sin60<> 
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Ebenso 

^_,      2^8m(6(y+g) 

^^""     Ann /?  sin  600 

^         2^sin(6(y+y) 
A  sin  y  sin  60^ 

Bezeichnet  man  nun  das  grösste  nmgesch  riebene  gleichseitige 
Dreieck  mit  AmBmCm^  so  ist  zunächst  FBm  ein  Durchmesser  des 
Kreises  um  ACB^  odor  ACBm*    Derselbe  ist  also 


8in6(/> 
Dann  ist 

wir  können  aber  setzen 

5«  —  ^P'+CP'+ilP.  CF 

also  

^Ä«'  -  i(ÄP^'\- CP^+AF. CP)'-AF^ 

=  i(ilP+2CP)« 
also 

ilB«  -  ^\{AP+2CP) 
ebenso 

^CU  -  ViMP+2J?P) 
also 

B„»ft.  «  2VK^P+ÄP+CP)  =  2yjA 

wo  ^wC;»  die  Seite  des  ungeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
ist  Es  verhält  sich  AA^  zur  Seite  des  gesuchten  Dreiecks,  wie 
Höhe  und  Seite  im  gleichseitigen  Dreieck« 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also 

=  2^(l+^)  -  2^(l+cot«cot60<^ 
2^cog(eO»-») 

Bemerknag.   Da  fDr  AP=sx,  BP^»,  <7P  —  •  die  GleichaqgeB 
bestehen : 
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38  Fuhrmann:  Der  Brocarctschg   Winkel  des  Dreieeks. 

30  sind  diese  Oleichongen  hierdurch  aufgelöst,  da 

sin«-^,    8iD^-2w    "**y==i 

gesetzt  werden  kann,  r  aber  ans  der  Oleichnng  bestimmt  wird 

abe 

34.  Ist  ein  Dreieck  zwischen  2  ähnlichen  and  ähnlich  liegenden 
Dreiecken  beschrieben,  so  dass  es  dem  einen  umgeschrieben,  dem 
andern  eingeschrieben  ist,  so  ist  es  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
beiden.  Ist  daher  ein  Dreieck  von  bestimmter  Gestalt  das  grösste, 
welches  nm  ein  anderes  beschrieben  werden  kann,  so  ist  das,  welches 
jenem  ähnlich  nnd  ähnlich  gelegen  und  dem  Dreieck  eingeschrieben 
ist,  das  kleinste  von  jener  Gestalt.  Das  kleinste  gleichseitige  Drei- 
eck also,  welches  einem  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann,  mnss 
Seiten  haben,  welche  eben&Us  zn  AA^yBE^y  CC^  senkrecht  stehen. 

Da     gin»Bin6QQ     ^^^  Inhalt  des   grössten  nmgeschriebenen  ist,  so 

mnss  -^ — /fioo^^  ^^  Inhalt  des  kleinsten  eingeschriebenen  Drei- 
ecks sein  nnd  die  Seite  desselben 


V- 


008(60^—^) 


Bemerkung.  Das  kleinste  gleichseitige  Dreieck  sei  AqBqCq. 
Dann  müssen  sich  die  Kreise  um  ABqCq^  BCqA^^  CA^B^  in  einem 
Punkte  P'  schneiden.  Da  AqBqCq  das  kleinste  Dreieck  mit  den 
Winkeln  60^  ist,  so  ist  ABC  das  grösste  um  AqBqCq  mit  den  Winkeln 
o,  /?,  X,  daher  sind  die  Seiten  den  Centralen  der  genannten  Kreise 
parallel!  also  sind  die  Seiten  resp.  senkrecht  zu  F^A^y  F'B^  B'Cq, 
Verbindet  man  also  P'  mit  il,  P,  C,  so  gehen  diese  Linien  durch 
die  betrefienden  Mittelpunkte  jener  Kreise.  Da  nun  die  Höhen  und 
die  Durchmesser  der  umgeschriebenen  Kreise  an  den  Ecken  eines 
Dreiecks  Gegentransversalen  sind,  so  folgt  also,  dass  die  hier  be- 
stimmten Punkte  P  und  P'  Gegenpunkite  des  Dreiecks  ABC  sind. 
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IL 
Die  Lissajoos'schen  Curven. 

Von 
Herrn  Dr  N.  Ekama 

in  Amersfoort. 


Li88igoii8  ')  hat  schon,  als  er  diese  Cnrven  beschrieb,  etwas  Aber 
die  analytischen  Eigenschaften  poblicirt,  jedoch  sehr  nnvoUständig. 
Es  scheint,  dass  nach  ihm  aber  diese  Sache  wenig  oder  nichts  her- 
ansg^^eben  ist,  bis  1884  an  der  Universität  zu  Göttingen  eine 
Dissertation  von  A.  Himstedt  erschien,  betitelt  „lieber  Lisssgons'sche 
Curven^'.  In  dieser  wird  noch  genannt  eine  Dissertation  von  Wilhelm 
Braun,  betitelt:  „Die  Singnlarit&ten  der  Liss^jons'schen  Stimmgabel- 
cnrven/^  Nach  Hirostedt's  Andeutung  ist  es  mir  nicht  gelungen,  diese 
Dissertation  in  einer  Bibliothek  zu  finden,  und  ich  weiss  nicht,  wie 
Braun  die  Lissajous*schen  Curven  behandelt  hat. 

Himstedt  betrachtet  gleich  wie  Lissajous  nur  den  Fall ,  wo  die 
beiden  Schwingungsrichtungen  senkrecht  zu  einander  stehen ;  ich  habe 
versucht! diese  Curven  so  allgemein  wie  möglich  zu  behandeln  bei 
der  Annahme,  dass  die  Schwingungsrichtungen  einen  Winkel  tu  mit 
einander  machen,  so  dass  wir  »  —  90^  oder  co— 0  setzend  die 
Lissajous'schen  oder  die  Himstedt'schen  Formeln  bekommen. 

Die  Amplituden  der  beiden  Bewegungen  seien  a  und  h  und 
nehmen  wir  an,  dass  in  der  Zeit,  in  welcher  die  eine  Bewegung  n 
Schwingungen,  die  andere  m  Schwingungen  macht,  indem  diese  Zeit 
so  klein  genommen  wird,  dass  n  und  m  ganze  Zahlen  sind,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 


1)  Ann.  de  Chimie  et  de  PbyBiqne  III  ^e  S^rie  LI*  p.  47. 


Digitized  by 


Google 


40  Ekamai  Dk  Littaf&tu^tekm  Ouvm, 

Die  beiden  Schwingangsrichtongen  soUen  die  GoordinatenAchaen 
sein,  dann  haben  wir  ein  scliiefwinkliges  Ck)ordinaten8yBtem,  bei  wel- 
chem der  Winkel  zwiichen  den  Achaen  m  ist 

Den  Augenblick,  von  welchem  wir  die  Zeit  rechnen,  können  wir 
willkOrlich  wählen;  nehmen  wir  an,  dass  in  diesem  Augenblicke  der 
Punkt  sich  auf  der  Y  Achse  befindet,  so  werden  nach  einiger  Zeit  t 
die  Goordinaten  des  Punktes  sein : 


«,  —  asin2iv^    und    y^  —  6sin2» {-jT,  +  r) 


(1) 


In  dieser  Formel  ist  p  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  Richtung 
der  F  Achse  schon  beim  Anfang  der  Zeitrechnung  zurflckgolegt  hat,  also 
ist  p  Phasendifferenz  der  beiden  Bewegungen.  Weiter  ist  T  die  Schwin- 
gungszeit  und  l  die  Wellenl&nge  der  Bewegung  der  X  Achse  entlang 
und  T'  und  V  die  entsprechenden  Orössen  der  Y  Achse  entlang. 
Durch  Elimination  der  t  finden  wir  die  Gleichung  der  Gurre,  doch 
erst  werden  wir  die  Formeln  vereinfachen.  Wir  wissen,  dass  nT— m7' 
und  lU-iia'  ist 

Wir  wissen,  dass  nT=  mT'  und  tU  »  mV  ist,  also 
«,— a8in2ff  =%   und  y^  —  Äsin2ji-f-  +  ^j 


Sei 


«--««    und    2»^T-* 


so  wird 

x^  —  O8in2ii0    und    y^  =  &sin(2m6+^)  (2) 

Aus  diesen  Formeln  muss  S  eliminirt  werden;  dies  gibt: 

e=:^arcsm-^ 
also 

y, -isin{^arcsin^  +  ^j  (3) 

Diese  Formel  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  LissQjous*schen  Gnrven 
in  dem  oben  gegebenen  Goordinatensysteme.  Yorl&ufig  werden  wir 
jedoch  die  Formeln  (2)  gebrauchen. 

Die  Curve  wird  durch  den  Goordinatenanfangspnnkt  gehen  i   f&r 
fl^  =s  0,  yi  —  0,  also  fllr  2n0  —  kn  und  2m0-f  ^  =  In. 

Durch  Elimination  der  9  finden  wir 
Es  war 
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ilflo  ist 

nl  h 

k  oDd  P  sind  ganze  Zahlen;  l  kann  alle  Werte  von  m  bis  1  haben 
and  k  alle  Werte  von  n  bis  1.  Wenn  l  grösser  als  m  ist,  lo  ist 
die  Pbasendifferenz  einige  Wellenlängen  nnd  irgend  ein  Bmch 
solcher,  so  dass  wir  dieselbe  Cnrye  finden,  als  wenn  die  Phasen- 
differenz jenem  Bruche  gleich  w&re.  h  wünle  anch  n  Werte  haben 
können,  allein  ans  der  Formel  geht  henror,  dass  wir  nnr  verschiedene 
Pbaseodifferenzen  für  2;  -»  0  nnd  ib  —  1  finden  werden.  Also  gibt 
es  2»!  Pbasendiifcrenzen ,  bei  welchen  die  Gurve  durch  den  Coordi- 
oatenan&ngspnnkt  geht. 

Der  Z&hler  kann  alle  Zahlen  von  1  bis  2»»  sein,  also  muss  sein 


oder  weil  k  —  -l\ 


^-2;i^ 


P  —  qI* 


worin  B  alle  Werte  von  1  bis  2n  hat  Die  Curve  wird  also  immer 
bei  einer  Phasendifferenz  gleich  0  oder  gleich  ^A  oder  ^V  durch 
den  CoordinatenanfiiDgBpnnkt  gehen. 

Aus  den  Formeln  (2)  folgt,  dass  o-i  nie  grosser  sein  wird  als  a 
and  nie  kleiner  als  -a;  ebenfalls  dass  y^  nicht  grösser  als  b  und 
nicht  kleiner  als  — b  sein  wird.  Die  ganze  Curve  wird  also  in  einem 
Pmlletogramme,  dessen  Seiten  2a  nnd  26  sind,  und  dessen  Winkel 
tt  ist,  eingeschlossen  sein.  Wir  werden  jetzt  untersuchen,  wann  die 
Carve  darch  die  Ecken  dieses  Parallelogramms  geht.  Nennen  wir 
die  Ecke,  wo  d^  =  a  und  yi  —  i  ist,  P\  wo  «j  —  — a  nnd  yi  —  6 
ist,  Q;  wo  «j  —  — a  und  yi  =  —  6  ist,  Ä,  und  wo  «j  —  +  a  und 
y,  5=  —6  ist,  S. 


Soll  die  Gurve  durch  P  gehen,  so  muss  sein 

nU    1^  mp       41 


t        4Jß+l        ^     nU    ,   fnp       41+1 


kmil  sind  wieder  ganze  Zahlen. 


1)  Oefter  werden  k  und   l  io  dieser  Weise  gebraucht  werden,  jedoch  he- 
Mkt  iwtscfaen  den  Tonchiedeaen  k^s  nnd  l's  keine  Besiehnng. 
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oder 


«1 


I*        4 


4<-t-l 
4 


,.{«±i_.«±i},=  .=«±i_«±.j.. 


»  kann  sein 


4r+l 
4r+2 
4r+3 
4r 


nnd    m  — 


4.+  1 

4f+3 
4« 


r  and  «  sind  ganze  positive  Zahlen. 

Diese  Yerschiedenen  Werte  in  obiger  Gleichung  Babstituirt  geben 
die  Phasendifferenzen,  bei  welchen  die  Cnrve  dnrch  P  geht.  In  einer 
Tabelle  zusammengesetzt: 

fii=s4#4-l.   m-4#4-2    m  — 4t+3      m  —  4f 


i»-4r-fl 
n-.4r+2 
n  =  4r+3 
tt  =  4r 


0 
il  oder  iV 


fUlt  wegi) 
fiUlt  weg 


ik'  oder  |Z 

JA 
0 


JA 

filllt  weg 

fiÜlt  weg 


In  dieser  Tabelle  sind  gleich  wie  in  den  folgenden  nor  die  wich- 
tigsten Phasendifferenzen  aufgenommen. 


Die  Curve  wird  dnrch  Q  gehen  fOr 


also 


t  _.4ib+3 
T         4 


.    tfU    .   mp 


«+1 


(4H-3      n   4i  +  l\   ,         fm4*+3      41-4-1  \„ 
»*=  \~4  m  ~r"l  *~  \«    —4 4~]^ 


Die  Werte  von  n  nnd  m  sobBtitnirt,  gibt 


"»  =  4«+l 

i»  =  4H-2 

m  =  4H^ 

»  =  4* 

i.  =  4i4-l 

11  oder  ir 

ü' 

0 

ik' 

i.  =  4r-|-2 

ii 

ftllt  weg 

l^ 

ftUtweg 

n  =  4r+3 

0 

il' 

iloderK 

fi' 

n  =  4r 

i» 

fUlt  weg 

fi 

fUlt  weg 

1}  Weil  n  mid  m  «1060  gemeinicliaftUehsn  Faetor  haben. 
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SM  die  Cnnre  durch  R  gehen,  so  man  sein 


43 


T=—r-    nn*  i^+^=-r- 


abo 


_  <4fe+3     H  ti+3\  ,  _   f»  4t+3      ^+3\  ,, 
'"  1     4      ~«.  ~r")  *~   \n    "1  4~i  * 

Dnrch  Snbstitntion  der  Werte  von  «  und  m  finden  wir: 


TO  =  4H-1 

w  =  4H-2 

w  =  4c+3 

fn  =  4« 

»  =  4r-|-l 

0 

fi' 

iA'  oder  ^k 

ii' 

n  =  4r+2 

ii 

out  w% 

il  ' 

Ollt  weg 

,  =  4r-|-3 

ii  oder  iV 

}i' 

0 

ii" 

«  =  4r 

Ji 

Mt  weg 

JA 

ftUt  weg 

Die  Corve  wird  durch  S  gehen,  wenn 

*        4*+l  .     nU    ,   mp       4Z+3 

(4ifc  +  l       n    4i  +  3)    ,  im  4ifc  +  l       4«+3)  , 

Durch  Siihstitation  bekommen  wir: 


TO=4#+1 

)»  =  4*4-2 

«»  =  4*-|-3 

«.  =  4. 

«  =  4r-|-l 

il  Oder  \V 

!i' 

0 

iA' 

«  =  4^2 

fi 

ftllt  weg 

!i' 

Mt  weg 

a  =  4r-f3 

0 

«i' 

^A  oder  \V 

iA- 

»  =  4r 

ü 

fiuit  weg 

ii 

fällt  weg 

Die  Cnrve  wird  dnrch  P  und  Q  gehen  fttr 

" ""  ,    ,  „  "*  ""  ,1  To  1   bei  U'  Phasendifferenz 

j»  =  4r+3       „       m  =  4*-t-2  ) 


»=4i4-l 
n=4r+3 


n 
1» 


m  =  4« 
m  : 


=  4«  ) 

__  .    >  bei  |i'  Phasendifferenz. 

Sie  geht  dnrch  R  nnd  8^  wenn  die  Phasendifferenz  |il'  grösser  ist. 


Im  aUgemeinea  geht  die  Cnrve  aar  durch  P  und  Q  oder  durch 
EvbbA  &,  wena  n  ungerade  und  m  gerade  ist 

SoU  die  Curve  durch  P  und  JS  geben,  so  muss  leia 
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n  =  4r-|-l  and  m  =  49-1-1  die  PhasendiffereDs  =  0 

n  =  Ar+3  „  m  —  is+l  „  „  =  JA  oder  ^V 

n  =  4f4-l  n  fn  =  4ß+3  „  „  —  \l  oder  JA' 

n  =  4r+3  „  w  =  4f-|-3  „  „  =0 

Soll  die  Cnrve  durch  Q  and  ß  gehen,  so  mfissen  die  Phasen- 
differoDzen  in  derselben  Folge  sein:  ik  oder  i^;  0;  0  and  )A  oder 
ik\  Dass  die  Gorve  dorch  die  gegenttberlicgenden  Ecken  des  Pa- 
rallelogramms geht,  ist  nar  mdglich,  wenn  n  and  «»  beide  angerade 
sind. 

Endlich  wird  die  Garve  dorch  P  and  8  gehen  fOr 

«-^2     „     "»  =  4*+«}    pbasendiffereDz  =  ii 
n  =  4r  „      m  =  4#-j-3  J  * 

Die  Cnrve  wird  darch  Q  and  -R  geben,  wenn  die  Phasendifferenz 
ik  grösser  ist.  Dieses  ist  nar  möglich  flkr  n  gerade  and  m  angerade. 

Um  die  Schnittpankte  der  Corvo  ndt  der  Y^  Achse  za  finden, 
moss  ^1  —  0  sein,  also 

worin  k  alle  ganze  Zahlen  von  1  bis  2n  sein  kann,  wir  finden  also 
2n  Schnittpankte  mit  der  T^  Achse.  Die  Werte  der  y^  fftr  diese 
sind 


yi-6sin^^*«+tp^ 


Bei  den  Schnittponkten  mit  der  X  Achse  moss  jfi  —  0  sein,  also 

worin  l  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  2m  sein  kann,  also  2t»  Schnitt- 
pankte mit  der  X^  Achse: 

^""2»      2m 
.'.aj,-«siB~|iÄ  — *| 

Oft  fallen  einige  dieaer  Schnittpankte  zosammen.  Geht  die  Corre 
dorch  2  Ecken  des  Parallelogramms,  so  ist  die  Zahl  der  Schnitt- 
pankte mit  der  X^  Achse  m  oad  mit  der  Y^  Achse  «i,  von  diesen 
können  noch  wieder  einige  zosammen  fallen. 
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Nnn  werden  wir  bestimmeo,   wenn  x^  den  Wert  4-a  hat;  dazu 

sein,  worin  k  alle  Werte  von  1  bis  n  haben  kann,  also  berflhrt  die 
Cme  diese  Seite  des  ParaUelogramms  n  mal.    Fflr  diese  Punkte  ist: 

ar,  wird  gleich  —  a  flir 

Dod  80  ist 

yi=*8in|-  — ^„+^J 

Soll  Pi=h  sein,  so  mnss 

2m«+^  =  ^^  n 


MID. 


fÄry,  —  — Ä  ist 
QDd  also 


.    n  (4/4-1  \ 

.'i-",n-J-^«-*J 


2  kann  alle  Werte  von  1  bis    m  haben,  also  berührt  die  Gnrve  jede 
der  Seiten  des  Parallelogramms,  welche  gleieh  2a  sind,  m  mal. 

Bei  verschiedenen  Phasendifferenzen  werden  wir  jedoch  dieselbe 
Gnrve  finden.  Wir  müssen  zwei  F&Ile  *naterscheiden,  das  heisst, 
die  Sichtang,  in  welcher  die  Gnrve  dnrchlanfen  wird,  bleibt  die- 
selbe, oder  die  Gnrve  ändert  ihre  Form  zwar  nicht,  wird  aber  in 
einer  Bichtnng  entgegengesetzt  jener  im  ersten  Falle  durchlaufen. 

Wir  haben  gefunden : 

«1— asin29s^    und  yt'^h%\ii2n(p'\-^\ 
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Sei  p  —  -  —  - 

Nach  einigen  ganzen  Schwingungszeilen  T  wird  x^  wieder  dasselbe 
sein,  also  genügt  x^  der  Gleichung 

asj  —  asm  2fr     'y 

in  welcher  /  eine  ganze  Zahl  ist 


oder 


So  ist  in  einem  Zeitpunkte  t-^/T 


y^=b  sin  2«  (  y7  +  ^;  +  1/c  -,  j 


&sin29K^ 


Also  ist  die  allgemeine  Formel  far  die  Phasendifferenzen,  bei  wel- 
chen die  Cnrve  dieselbe  ist,  und  in  derselben  Richtung  durch- 
laufen wird,  ( 1/c-j —  fjl\  in  welcher  n-^  f"^  1  ist,  dieses  ist  in 

Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedrückt  (l/<'+~'^  )  ^f   ^^ 

welcher  g  eine  ganze  Zahl  von  1  bis  m  ist 

Ist  die  ursprüngliche  Phasendifferenz  =  0,  so  wird  diese  Formel 

-pA,  was  übereinstimmt  mit  der  vorher  gefundenen  Bedingung,  dass 

die  Curve  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen  soll,  wein  in 
dieser  ä?  —  0  ist 

Wird  die  Cnrve  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen,  so 
hat  man: 

t                         2 
04  —  a8in27s- »  iisin27r ^ '- 

und 

2/4-1 
Substituiren  wir  in  p^  für  t  den  Wert      ^     y— <;  so  hat  man 
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^  .  o    {      2                    2     ^n^'      l/ek' 
yx-Ä8in2»| Ys iT- 

oder 


yi  —  ^8in2» 


(  2"  "•  1?  1 


BBd  abo  ist  die  erforderte  Phasendiffereius  gleich 

n(2y+l) -(2/^+1)»-.- 

1  li 

3fi  ^ 

in  welcher  g  and  /  wieder  ganze  Zahlen  sind. 

In  Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedruckt  findet  man 
die  Phasendiierenz  gleich 

m(2/+l)-(2*+l)«-^ 
2m  * 

DicM  Formel  wird  flir  l/<f  ss  0 

m(2/-fl)-n(2^  +  l) 

2«  * 

oder 

nnd  weil  f  keinen  Einfloss  hat, 

g  kann  m  Werte  haben,  also  finden  wir  hier  anch  m  Phasendiffe* 
renxen;  diese  kommen  flberein  mit  den  frtther  gefnndenen,  wenn 
ib  -  1  ist 

Die  Formel  (3)  gibt  die  Carre'  in  einem  schiefwinkligen  Goor- 
dinatensy Sterne,  wir  werden  sie  jetzt  anf  ein  rechtwinkeliges,  von 
welchem  die  X  Achse  mit  jener  des  nrspranglicben  Systems  zusammen 
ftUt,  und  also  die  Y  Achse  anf  dieser  senkrecht  steht,  übertragen. 

Nun  ist 

X  «•  ficj^-yicos  M    und    y  —  y^sin  0» 

.  • .  xsxj-f-ycotgai 
aber 

AT,  —  asin2n9    und    y^  —  6sin(2m9-)-^) 
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.  '  •    y  »  &sintt8in(2fii9-|~^) 


und  also 


-asin^jarcsin^-^-^J+arcotgi 


(4) 


Diese  ist  die  allgemeine  Formel  der  Lissajoas'scheo  Corveo  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme.  Nennen  wir  den  Winkel^  welchen 
die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Corve  mit  der  XAchse  macht^ 
T,  so  ist: 

(5) 

dx       na        n  (        .         y  \  1  , 

cotgT  —  :r  ■"  "~co8-(arc8inri5^^ ^IrTTiiiüri irrcotg» 

^         dy       m        m\  ftsinc»       ^/y(ö"8in"«  —  y')  •       ® 

Wir  werden  diese  Formel  gehrauchen,  um  die  Richtung  der  Tangente 

fQr  den  Coordinatenanfangspunkt,  wenn  die  Curve  durch  diesen  Punkt 

geht,  zu  bestimmen.    Dann  muss,  wie  wir  gefunden  haben,  ;>  «  0 

fit 
oder  —  i  i  oder  JV  sein,  also  i^  —  0  oder  — n.      Diese  sind 

die  wichtigsten  Phasendifferenzen,  die  ttbrigen  hierzu  geforderten 
Phasendifferenzen  kann  man  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  finden. 
In  dem  Coordinatenanfangspunkt  ist  x  »  0  und  y  »  0.  Substituiren 
wir  dieses  in  der  Formel  (5),  so  finden  wir  r,  allein  auf  diese  Weise 
können  wir  nicht  über  das  Zeichen  der  2ten  Seite  urteilen,  dafür 
bringen  wir  die  Gleichung  in  die  Form: 

cos  -  ( aresin ;  -**  * 


na         m\            ftsin  m 
cotg  t  —  cotg  «ö  «  ^ 


cosarcsin 


&sini 


Ist  y  ■=  0,so  kann  aresin,  .^     =  0  oder  «=  mit  sein:  also  fQr 
o  Bin  itt 

^«0  finden  wir  im  ersten  Falle 


COtgT  —  COtg  00  =  —z—' — 

im  zweiten  Falle 

^     ,        ^  na      cosfiff 

Ist  n  oder  m  gerade  und  das  andere  ungerade,  so  wird  die  letzte 
Formel 

cotgr'— cotgflo  -= 7—' — 

die  beiden  Tangenten  machen  einen  Winkel. 


Digitized  by 


Google 


Eicamai  DU  Lu*tnfou$*§chen  Otrven.  49 

Sind  n  und  m  beide  nugerade,  so  wird  diese  Formel: 


die  beiden  Tangenten  fallen  zusammen. 
Ist  ^  *-  —  -n.  so  ist  im  erMen  Falle 

COtgT-COtg»--;;;^^ 
im  zweiten  Falle 

eotgT-^colg»-^^.^^      cosi^^ 

Ist  fi  gerade  und  m  ungerade  oder  nmgekebrt,  so  wird  die  letzte 
Gleicbnng 

Diese  Tangenten  machen  einen  Winkel,  aber  sie   fallen   mit  den 
zuerst  gefundenen  zusammen. 


IKnd  n  und  m  beide  ungerade,  so  ist: 


na 


die  beiden   Tangenten  fallen   wieder  zusammen,  allein   sie  machen 
einen  Winkel  mit  denjenigen,  welche  wir  fAr  ^  =  0  fznden. 

Beatimmen  wir  den  Winkel  J^  welchen  die  Tangenten  mit  ein- 
ander machen. 


tgi*  -  tg(T-T')  = 


n'a' 


o,>  .  1 cotg*«-- 1 

na 


—  «no- 


.  •  .    tg2l  =  sin»  tg  l2arctg  —  | 

mb 
2arctg —  ist  der  Winkel,  welchen   die   Tangenten  machen,  wenn 

»  »  90^  ist.   Verschiedene  Teile  der  Gurve  werden  einander  schnei- 
den; auf  folgende  Weise  können  wir  diese  Doppelpunkte  finden. 

Ank.  d«r  lf»«h.  n.  Plij«.   2.  Reihe,  Teil  TL  4 
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In  einem  Doppelpunkte  mnss  ac;i  —  a8in2n9 -«  a8in2n9'  nnd 
y^  —  5sin(2me4-^)  =  ft8in(2me'4-^). 

Dem  genügen: 

2fie  —  2t»e'+  2qn  und    2mB + ^  »  2me'  +  ^+299^ 

2«e  -  (2|>  — 1)»  — 2*1«'  9»«+*  a=  (%>-!)«— 2m^—^ 

oder: 

e- «•-?».  .  .  .(a)      e— e'-^»  .  .  .  .(y) 


Ans  (o)  nnd  {i)  findet  man  aus  (/))  nnd  (4) 

^-      4m    "^      2m  +  2n"   I  ^  ""      4n     ''+2m'' 


Ä'-^^=i«       ♦.«..("  Q'_»"-^^       g   j,    ^" 

^  "     4m    ''""2m""2n*   )  ®  4«     ''2m" 

Himstedt^)  hat  die  !Zahl  der  Doppelpunkte  der  LissiJons'BcheB 
Garven  bestimmt  nnd  er  fand,  dass  diese  !Zabl  im  allgemeinen 
2mfi— (m-f-n)  ist,  aber  in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Gnrve  dnrch 
die  Ecken  des  Parallelogramms  geht,  ist  die  !Zabl  nnr  \{m  — l)(fi— 1). 

Die  Formel  (5)  können  wir  auch  schreiben 

na  COS2n9 

cotgT-cotg»  -  ;;^i^eo8(2me+^) 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  Werte,  welche  9  nnd  B'  in  einem 
Doppelpunkte  haben,  so  finden  wir  für  I: 

na      "^«{(^"'-»)^+g"l 

cotgr.-.cotg«  -  ^rin«       (2p->l ,  ,  m     ^\ 

cos|^«^jr  -*  +  -«»+♦  J 


na 


C085«C0S  -  ( -^^  «  -  tfi  j 


misin  CO  ,   2p— 1       .    m 

8in-*V*-«8in -fl« 


*      1)  Diu.  pag.  19. 
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na 


n/S^-1         ^\ 
COS  g;r  ^^~\2^  «  -  *^ 


«i&sin  M         ,   2p  — 1       .1» 


cos 

COtgTrf  — COtgflO  «■ 


m^sinio 

COS 


S^-1 


n+lqn\ 


2p— -If»     ,         ,      i 
— 2" -'»+«»+ *| 


.   2!p— 1       .    n 
2  m^ 


COtgTrf'—  COtg  »  —  ^ 


COS  ^^«=2~  ~  »+^^C0S2« 

(2p>-l      ^n       \ 
cosj-y-^-i-g«] 


SlIK 


.    2p-l  ,   n 
sm  -^-g —  sin  -  qn 


mb  Bin» 


/m2p— 1      .      \ 
COS  (  -     2 —  n-^-ypJcoBqn 

Ako  ist  immer 

COtg  td+  COtg  td  —  2cotg  M  (x) 

Wenn  man  in  einem  Doppelpunkte  die  beiden  Tangenten  zieht, 
80  ist  die  Smnme  der  Ck>tangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer 
der  Achsen  machen,  gleich  zweimal  Cotangens  des  Coordinaten- 
winkeb. 

Ist  M  =  90^,  so  wird  diese  Formel 

tgTrf-ftgTrf'-O 

welche  mit  der  von  Himstedt  gefundenen  Formel  übereinstimmt. 
Weiter  folgt  hierans,  dass  die  Linie,  welche  den  Doppelpunkt  ver- 
bindet mit  der  Mitte  der  Achsen- Strecke,  die  zwischen  den  beiden 
Tangenten  liegt,  der  anderen  Goordinatenacbse  parallel  ist. 

Sei  A  der  Doppelpunkt,  in  welchem  AC  und  AB  die  Tangenten 
Mien.  Nehmen  wir  CD  »  BD  und  sei  Wkl.  ADJ9  —  |,  so  ist,  weil 
WU.  CAB  —  td'^u  ist,  in  A  ÄDB 

4» 
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iCBiAB  «  ainW  — {) :  sini 
oder 

CB:AB'^2  (sinrrf'cotgf  —  cos  t^) :  1 

In  A  ABC  ist 

CBiAB^  8iii(rii'— Ttf)  :  sioT^ 

=  sinrtf'cotgTtf  -  co8T<i' :  1 

.  •  .    2siiiT<i'cotg|  — 2cosTii'  —  8inT4'cotgri(  — co8T<{' 

2C0t^$  —  C0tgT||-)-C0tgT/ 

also  nach  (x) 

was  zu  beweisen  war.  Anf  dieselbe  Weise  wie  vorher  Ar  den  Winkel, 
den  die  beiden  Tangenten  dnrch  den  Coordinatenan&ngspnnkt  ge- 
zogen mit  einander  machen,  kann  man  jetzt  im  allgemeinen  für  jeden 
Doppelpunkt  beweisen ,  dass  der  Tangens  des  Winkels ,  welchen  die 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  an  die  beiden  Teile  der  Curre 
gezogen  mit  einander  machen,  dem  Tangens  des  Winkels  zwischen 
den  Tangenten,  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  war,  mit 
dem  Sinus  des  Coordinatenwinkels  mnltiplicirt,  gleich  ist 

Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  müssen  wir  (5)  nochmals 
differentiiren,  so  finden  wir: 

d^x       na 

-  -  Vä»  sin*  »-- y*  sin  Marc  sin  j-^~t^)+y  COS  H  yu) 

Vi» sin«»  -y« 

Fflr  einen  Wendepunkt  muss  ^  "°  0  sein,  also 


(6) 


oder 


«tg- (arc8.n  j^5^  -  V  "  y^rin»— ? 

Aendert  sich  der  Wert  des  n,  so  wird  der  Wendepunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  yj  beschreiben.    (Fig.  2  und  3.) 

Führen  wir  in  61.  (6)  die  B  wieder  ein,  so  wird  sie: 

n  tg2n©  «  m  tg  (2m©  +  ^)  (7) 


Digitized  by 


Google 


Ekamai  DU  JUisafauB'sehw  Otrvmi,  53 

Dnrch  Bestimmiuig  von  S  aus  dieser  Gleichung  finden  wir  die  Zeit- 
pnakte,  in  welchen  der  Punkt  dorch  einen  Wendepunkt  geht.  Diese 
Zeiten  sind  unabhängig  von  n. 

Dieser  Gleichung  werden  unendlich  viele  Werte  der  S  genügen, 
QQter  welchen  jedoch  nur  eine  bestimmte  Zahl  verschiedene  vor- 
kommen, die  Zahl  der  verschiedenen  reellen  Werte  der  S  muss  man 
bestimmen,  um  die  Zahl  der  Wendepunkte  zu  wissen.  Wenn  wir  die 
Formel  (7)  in  Potenzen  des  Sinus  der  S  entwickeln  und  die  irra- 
tionalen Functionen  durch  Qnadrimng  fortschaffen  ,  so  bekommen 
wir  dne  algebraische  Gleichung  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  sin  9. 
Die  Zahl  reeller  Wurzeln  zwischen  -|-1  und  —1  giebt  die  !Zahl  der 
Wendepunkte.  Auf  diese  Weise  werden  wir  es  jedoch  schwer  finden, 
und  durch  die  Quadrirung  ffthren  wir  Werte  für  9  eia,  welche 
Dicht  der  Formel  (7)  genttgen. 

Die  Gurve  hat  an  jeder  Seite  der  r,  Achse  n  mal  ihre  grOsste 
^itfemung  und  an  jeder  Seite  der  J^  Achse  m  mal  Geht  die  Curve 
von  einem  Punkte,  wo  sie  ihre  grösste  Entfernung  von  der  F,  Achse  hat, 
nach  einem  solchen  Punkte  in  Bezug  auf  die  X^  Achse  oder  umgekehrt, 
80  hat  die  Curve  keinen  Wendepunkt;  dies  ist  zwar  der  Ftdl,  wenn 
der  Teil  der  Curve  zwei  Punkte,  welche  die  grösste  Entfernung  von 
derselben  Achse  haben,  verbindet  Nun  sei  n  grösser  als  m,  so  wird 
die  Gurve  2  (n—m)  Teile,  welche  Punkte  mit  der  grössten  Entfernung 
von  der  y^ Achse  verbinden,  haben;  demzufolge  hat  die  Curve  2{n-^m) 
Wendepunkte.  Die  Formel  (7)  hat  dann  auch  2(n— i»)  reelle  Wur- 
zeln fttr  sin^.  Geht  die  Curve  durch  zwei  Ecken  des  Parallelogram- 
mes,  so  fallen  die  Wendepunkte,  mit  Ausnahme  deijenigen,  welche 
gerade  in  den  Ecken  liegen,  je  zwei  und  zwei  zusammen,  und  ver- 

schwinden  also  -^^ — g Punkte,  dann  hat  die  Curve  in  diesem 

spedeUen  Falle  nur  »— m-f-l  Wendepunkte. 

Ans  (4)  und  (6)  folgt  durch  Dividirung: 

^-y^^/    .??tg»/arcsinr^^ »V^«sin»a>-^y« 

nnd  wenn  wir  (6)  gebrauchen: 

g — ycotg»    _  5*      ^         ag/y— cotg»        OT^ 
COtgT— cotg»  ""n*  ^        ^'   cotgt  — colg«  *"n* 

Bringen  wir  die  Curve  auf  Polarcoordinaten,  so  ist 

ds -•  rcos9    und    y-^rsin^ 
nnd 
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COtg<p— 'COtgflp       m* 
COtgT  — cotgo»  "  n* 
oder 

gin(»— y)  _  m«  sin  {m  -  t) 

sin  9     ""  n«        ginT  ^^^ 

Diese  Formel  lehrt  nns  die  fieziehung,  welclie  in  einem  Wende- 
punkte zwischen  dem  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  X  Achse 
macht,  nnd  der  Anomalie  besteht 

Geht  die  Cnrye  durch  den  Goordinatenanfangspankt,  so  ist  dieser 
Punkt  auch  ein  Wendepunkt,  jedoch  dieser  Punkt  genügt  nicht  der 
Formel  (8);  der  Grund  dafür  wird  spftter  gegeben. 

Wir  werden  jetzt  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  in 
jedem  Punkte  der  Curve  bestimmen.  In  dem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensysteme  war 


xi  =  a8in2ii9    und    yi  —  ft  8in(2m9-)-^) 


wo 


ist,  also 


und 


e- 

n  i 
n    T 

dx  ' 

n 
'  nT 

<iyi  dB       2m  bn       .«   ^  ,    ., 


dB  d$  nT 

die  Geschwindigkeit  ist 

Sei  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  X  Achse  P, 
so  ist: 

Vx;       sin(«  — y) na  cos  2n6 sin(w  — t) 

vy^ ""       siny       ""  mdcos(2m©+tf»)  ""       sin» 

Die  Gomponenten  der  Beschleunigung  sind: 

dv«.  dS  4»»a  .    .  ^  In* 

und 


dvy,  de  4jg«  bm*    .   ,o   Ä  I     X  -       *** 

und  also  die  Beschleunigung: 
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Sei  die  Bichtang  der  BescUeanigang  zur  X  Achse  9,  so  ist: 

Part        sin  (« —  j)  ii'asin2ng        _  n»g| 

py,  ""         sind         *"  in^(sin(9m9-f-^)  ^  w?^ 

ij^  Bin(» — y) 

m*       siny 

Diese  Formel  gibt  die  Beziehung  zwischen  der  Anomalie   and  der 
Richtung  der  Beschleunigung. 

Sollen  die  Richtungen  der  Oesdiwindigkeit  und  der  Beschleuni- 
gung zusammen  fallen^  also  in  einem  Wendepunkte,  so  muss  sein 

na  cos  2n9  n^aan2nB 


mbcos(im  S+^)  "■  i»>5sin(3f»e+<>) 
oder 

mtg(2w«+^)  =  ntgSne 

Diese  Formel  ist  der  Formel  (7)  ähnlich. 

Ist  die  Phasendifferenz  so  gewählt,  dass  die  Gurre  dntäk  den 
Coordinatenanfangspunkt  geht,  so  ist  in  diesem  Punkte  fh,  und 
p^^  =  0,  folglich  ist  die  Beschleunigung  in  diesem  Punkte  auch  0. 
In  allen  abrigen  Punkten  ist  die  Beschleunigung  grösser  als  0.  Die 
Geschwindigkeit  ist  in  den  Ecken  des  Parallelogramms  0. 

In  einem  Doppdpunkte  ist: 

sin(»— d)       »«g,  siii(»— y)  _  n^x^' 

sind       ""«»yi    ^^  sind'       ""  •» V 
aber 

»t^^'    md    pt  =?  yi  also  auch    d  —  d' 

was  uns  lehrt,  dass  in  einem  Doppelpunkte  die  Beschleunigungen  in 
den  beiden  Teilen  dieselbe  Richtung  haben. 

Jetzt  werden  wir  den  geometrischen  Ort  der  Wendepunkte  aller 
Gurven  bestimmen,  welche  bei  bestbnmten  n  und  m  yorkommen. 

Die  Gurre,  welche  diesen  geometrischen  Ort  gibt,  werde  ich 
die  Curve  der  Wendepunkte  nennen. 

Aus  (7)  folgt  durch  Substitution  der  Werte  (2) 

oder 

(fi»-«i«)«iV-«V**-»*yi*«*  (9) 

Diese  Formel  enthält  niöht  die  %  also  ist  diese  Gleichung  jene 
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der  gesachten  Curve  in  dem  Bchiefwinkligen  GoordiDateiisjsteine. 
Die  Cnrve  ist  vom  4ten  Orade  and  symmetrisch  za  den  Achsen. 
Sie  geht  dorch  den  Coordinatenanfangsponkt  nnd  durch  die  Ecken 
des  Parallelogrammes.     Fig.  2  nnd  3. 

Bringen  wir  die  Cnrve  anf  Polarcoordinaten,  so  ist 
^  sino  »"»     w        ging, 

r«  =  "x^— §{«***  cosec*  9'— m'a>cosec'(«  —  9')} 

Soll  r  reell  sein,  so  mnss  sein : 

»•Ä'cosec'y'  >  i»*a*cosec*(»— 9') 
oder 

nbüa(m^tp')  >  fnasiny' 

,  n&sin« 

•    -^^   <n5cosc»+ma 

Die  Anomalie  ist  bei  dieser  Cnrve  nnstetig. 

Für 

« _•       ti^sin» 
^^  '^  fibconm+ma 

ist  r  »  0,  also  geht  die  Cnrve  dnrch  den  Coordinatenan£uigspnnkt 

Sei  der  Winkel,  welchen  eine  Tangente  dieser  Cnrve  mit  der 
X  Achse  macht,  tj,  so  ist 

*■  ij'  ^  -;iiZ:;;i,W***cos^i'coiecV4^««^x)fl(«-v')oeie^^ 

Dnrch  Snbstitntion  dieses  Wertes  nnd  des  Wertes  von  r'  in  die 
Formel  ftr  tgr^  findet  man 

^  la'g'sinV  {cetg((tt— yplgy^+l} 

^  '  ""  nVsin«(a -9'){cotg9'+tg9'}-fmV8in«9'{cotg(«  - 9»')-^'} 

»«6«  sin»(«-9') 
.•.co1gt,-col«»  =  ^,^5P^^  (10) 
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Nack  (8)  ist 

Mii(»—  y)       1^  8in(a>— t) 
tmtp       ""  n*       eint 

also  weil  in  eiDom  Wendepunkte  «p  -•  7'  ist 

iin(«— T^)  _   m^b*  gin*(»— t) 
Sinti      ""  «*a*         8in*t 


(11) 


Diese  Formel  gibt  nns  die  Besiehnim;  zwischen  den  Winkeln^ 
welche  die  Tangentesr  in  einem  Wendepunkte  an  die  Cnrve  and  an 
die  Gurre  der  Wendepunkte  gezogen,  machen. 

Formel  (8)  gilt  nicht  im  Coordinatenan&ngspankt;  hier  ist 

.  «      d^ -1-^1  cos«  «1      , 

01  asinSwd 

cotgy-cotg«-^^j^  =  ^an.^2me 

Für  9—0  wird  die  rechte  Seite  —  %  dveh  Differentaatk>n  findet  man 

_  Stiacos2fi9 
liw  ftr  e  —  0    ist 

Nach  (6)  ist  ftr  e  —  0 


.  * .  im  CoqrdiBatenanfuigBpankt  ist  9  =  t. 

Bei  der  Cnnre  der  Wendepunkte  haben  wir  fftr  r  =  0  gefunden 

gin(ttf— yp  ma 

siny'       ■"  nh 

snd  nach  (10;  ist 

sin  (•  —  Tj)  __  ma 

sittTj      "^  ni 
also 

»1  =  ^' 
Weiter  folgt  ans  diesen  Formeb 


2m»sina»C082m9 

sin(ftf— y) 

na 

sin  9 

■"•»5 

-0 

aln(«i~t) 

na 

sint 

"■«6 
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giii(«  — T,)      1»*^  an^w-*T) 

Formel  (11)  gilt  also  in  der  Tat  im  (ToordinatenanfaDgspaiikt. 

Fflr  X|  —  a  imd  ^i  =  &  oder  y  —  6  sinoi  ist 

a :  *  =  8in(a»— 9>') :  sin^' 
also 

8in(»  — fj)        n^b*  g^       n»  g 
Biot,        —  mV  ft»  ""ii?6 

Ans  (5)  folgt 

COtgT  -  cotgoi  =  % 

Die  Differentiation  der  rechten  Seite  gibt: 
n        .     n/       .         y  \ 1 


Vi«  Bin«  Ol— y« 

nnd  dieses  wird  ftr  y  =  ftsin m  gleich  ^^  . 

also 

sin(T  —  m)      »'g 
sinr  m*ft 

folglich  haben  wir  in  der  Ecke  des  Parallelogramms  x  ^x^i  daas  die 
Formel  in  der  rechten  Seite  %  ^"^  i^^  ^^  möglich,  wenn  die  Werte 
«1  =  ±g  nnd  yj  —  ±ä  der  Formel  (3)  genügen. 

Die  Formel  (9)  gibt  nnr  den  Ort  eines  Wendepunktes,  wenn 
a  >  «1  >  — o  oad  *  >  yi  >  — Ä  ist  Die  Cnrve  dehnt  sich  jedoch 
weiter  ans.  Sie  wird  eine  Asymptote  haben,  wenn  x^  bei  einem  be- 
stimmten Werte  der  y^  oder  umgekehrt,  unendlich  gross  ist 

Sei  »,  wie  wir  angenommen  haben,  grösser  als  m. 

Ans  (9)  folgt 

myig myg 

*^  ^  y{6V-(n«-m«)y,«}  "*  yi^n>sin««-(««^««)y«J 

also  ist  47^  =00  f&r 

isini 
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Fflr  eine  Aqrmptote  mius  r  unendlich  groes  werden  brt  einem 
bestimmteii  Werte  von  q>\  dieses  wird  der  Fall  bei  ^'  =  0  (denn  bei 
9'—  «  wird  r  imaginftr),  also  ist: 

cotgT|— ootgo»«"QD    nnd  also    ri=0 

Die  Aqrmptoten  sind  der  JT  Achse  parallel  nnd  die  Gleichnng 
der  Asymptoten  wird  also  sein 

bn 

In  Fig.  (3)  sind  die  Linien  00*  nnd  PP'  die  Asymptoten;  hier 
iit  n  —  6  nnd  m  =  3,  also  y  =  ±  ^Ubitan. 

Um  den  Erflmmnngsradins  jedes  Punktes  der  Gnnre  zu  finden, 
haben  wir  die  Formel 

m+im''-  {(%M%)V' 

dt    di*  ~  iU  dfi  de  d9*       d»  de« 

Nnn  ist: 

y  =  »8i]i«sin(2fiie+^)    nnd    x '^  a^^S+he&Bmaa{2m»^) 
^=  2«iBinswoB(2»^+*)  =  21»  y*«sin«a)  — y«  =  ^mORtO^V^p 

5^  =  -.4m% sin «Hrin(2fii«+*)=  — 4mV  -  — 4i»Vi8iÄ» 

dsß 

^  SS  2fMico82fi^+2iii&COSiMos(2m^+^) 

=  2nVa«-  («  — ycOtg«)«+2mcotg»y&«sin««— y« 
=  2n  Va«— »1«  +  3mcos»  VÄ«^* 

^  =  —  4»*asin  2fi^  — 4m5  cos  mein  (2iii^+ 4") 
=  — 4ii'(«— y  GOtg  a) — 4mVootg  » 

X — yCOtgw  =  »1 
od 

yjSmo=y 
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Für  o  =  90®  geht  diese  Formel  über  in 

Für  «9  —  0  sind  alle  Erflmmongsradien  anendlich  gross.  In  den 
Wendepunkten  mnss  p  anendlich  gross  sein;  dieses  ist  aach  der  Fall, 
denn  nach  (5)  ist  dann 

FOr  Pnnkte  in  den  Seiten  des  Parallelogramms  ist  x^^^  ±0,  also 


^       mn 
and  für 


^       mnsin  »     nal/Ä*— yi*  »*siac» 


n»      a«— V 


y,»±i    ist    P-;;?gj„^      , 

Wir  haben  gefanden:  dass  in  einem  Wendepunkte 

nBin2n6  cos2n6 

m8iii(ame+^)  "■  oot(2ma+^.) 
ist,  anabhängig  vom  Werte  des  «. 

Sehen  wir  was  dieses  bedeutet,  wenn  0»—  0  ist.  Der  Punkt 
bew^  sich  dann  längs  einer  geraden  Linie,  und  es  kann  dann  nicht 
Yon  einem  Wendepankte  die  Bede  sein.  Das  Verhiltniss  der  Ge- 
schwindigkeiten jeder  der  beiden  Bewegungen  ist  in  jedem  Punkte: 

v^^  mb cos (2mS -f-^) 

und  das  Verhältniss  der  Beschleunigungen: 

pxt  n*a  sin  2n6 

^  ""  f»«isin(2f»ö+^) 

Stellen  wir  in  die  erste  Formel  den  Wert,  den  S  haben  mnss  für 
einen  Punkt,  der  fibereliistimmeii  wird  mit  einem  Wendepankte,  so  ist: 

v»i  n*a  sin  2n9 pxi 

v^       m'6sin(2inO-|~^)  ^  Pwi 

Der  Wendepunkt  wird  im  Falle,  dass  c»  «0  ist,  ein  Punkt,  wo 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  dem  Verhältnisse  der   Be- 
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scUemiigiuigeii  der  beiden  Bewegungen  gleich  ist  Wir  werden  anch 
im  allgemeinen  2(n— m)  solche  Punkte  finden.  In  Fig.  2  sind  diese 
Punkte  durch  ^o  angegeben;  die  osciUirende  Bewegung  findet  Iftngs 
der  JT  Achse  statt. 

Die  Gurve  der  Wendepunkte  schneidet  die  Gurre  in  mehreren 
Punkten  und  zwar  in  4n  Punkten,  denn  2n  Teile  der  Gurve  liegen 
zwischen  den  Seiten  des  Parallelogrammes,  welche  der  F^  Achse 
parallel  sind,  nud  jeder  Teil  schneidet  die  Gurve  in  2  Punkten. 
2(«-{-m)  von  diesen  Punkten  sind  Wendepunkte,  da  bleiben  also 
noch  2(n'—m)  Schnittpunkte  übrig,  und  im  spedellen  Falle,  dass  die 
Gnrve  durch  zwei  Ecken  des  Parallellogrammes  geht,  gibt  es  nur 
n-\-m — 1  Schnit^nnkte.  Dass  wir  diese  Punkte  auch  finden,  hat  sei- 
nen Grund  darin,  dass  wir  die  Formel 


qnadrirt  haben.     Zieht  man  ans  der  Formel  (9)  die  Wurzel,   so 
bekommt  man  nach  lünfllhning  der  9: 

mtg(2me-f  ^)  —  ±  ntg2ne 

das  positive  Zeichen  giebt  die  Wendepunkte^  das  negative  die  flbrigen 
Schnittpunkte. 

Fftr  ^  —  0  genfigt  6  —  0  in  beiden  Beziehungen ;  die  Gurve  geht 
dann  durch  den  Goordinatenanfangspunkt,  folglich  genügt  dieser 
Punkt  der  Bedingung  eines  Wendepunktes  und  der  eines  Schnitt- 
punktes. 

Wir  finden  fftr  das  negative  Zeichen: 

eoBmS  nsin2n6 


cos(2fi»6-|-^)  mBin(2m6-f  ^) 

Nach  Multiplicirung  mit  -t>  finden  wir  durch  Substitution: 

^n  Pn 

In  den  Schnittpunkten  sind  also  auch,  wenn  man  das  Zeichen  nicht 
aehtet,  das  Verhiltniss  der  Geschwindigkeiten  und  das  der  Beschleuni- 
gungen dnander  ^doh,  jedoch  hat  dne  dieser  4  Grössen  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  der  3  anderen. 
Nun  ist 

vxt      sin(«— y)  .      p«i      sin(ö— d) 

—  ,^  — . — L,     nim     —  ^  — . — _ — 

vpi  sin/  ppi  sind 

also 
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Biny      "~  8ia4 

dies  giebt 

cotgY+cotgd  —  2cotg« 

Diese  Formel  lehrt  uns  die  Besiehnng,  welche  in  «Ben  SchnittiNnkte 
der  beiden  Corven,  der  kein  Wendepunkt  ist,  zwischen  den  Richtun- 
gen der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  bestehen  mnsa. 

Far  o  —  900  wird 


Die  Una^out^echen  Cwrvtn  umd  du  g<miometiri$eksn  FkmeUonen 
vielfaeker  Bogen, 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  Coordinnten  eines  Punktes  einer 
Lissajous'schen  Curre  sind: 

as  »  asin2ne    und    y  —  bün(Skne+if) 

Setzen  wir  26  —  17,  so  wird 

a  —  asinn^    und    p  r*  &sin(fiii}-|-^) 

Aus  diesen  Gleichungen  mnss  17  eliminirt  werden,  um  die  (Heichnng 
der  Gurve  zu  finden. 

m  und  fi  sind  ganze  Zahlen,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  dass  wir  also  folgende  Fälle  unterscheiden  können: 

I  n  gerade  m  ungerade 

n  n  ungerade  m  ungerade 

in  n  ungerade  m  gerade 

Sei  die  Phasendifferenz  gleich  0,  so  ist 

X  —  asinni}    und    p  —  dsinm^ 
Nun  ist 

sin  m  (nni)  —  sin  n  (mti)  (1 ) 

Ist  es  möglich  sinm(n^)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  üanii 
und  sinfi(m^)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinm^  zu  entwickeln, 
so  haben  wir  die  gewünschte  Gleichung  der  Gnrve  gefunden.  Nun 
ist  Jedoch  die  Entwickelung  des  Sinus  eines  vielfachen  Bogens  in 
Potenzen  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  nur  möglich,  wenn  das 
Viel&ch  ungerade  ist') 


I)  S«hlAaiUch.    Alg.  Analyiii  pag.  189. 
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Nor  im  Uten  Falle  wivd   die  Entwickeliiiig  möglich  sein,  and 
wir  bekommen: 

f   ^     '      1      2  3      ...    2a-l  ""^    •"'' 

I  /.>-! «*<"*'  -l*)(»»*'-3«)...  {m«~(»-8)«}  «»-» 
I         '^     1         2  3       ...    ^—1  o*-» 

-  I    (  n.-.»»('''-l*)(«»'-3«)...{n«-(2g-3)«}  >»>-' 

Die  Carre  ist  Ar  «  rom  mten  Onde  and  fDr  y  Yom  itten  Grade. 

la  den  beiden  andern  Fallen  ist  eine  der  Seiten  der  Formel  (1) 

ni«itwickelb«r.    Erhebt  man  die  Formel  (1)  in's  Quadrat,  so  be- 

rir: 

Bin'f)i(iii})  —  8in*i»(mi}) 

Wir  mflssen  nnn  ontersnchen,  welche  die  Reibe  a^,  weidie  wir 
bdununen,  so  wir  die  2  te  Potenz  eines  Sinns  eines  viel&chen  Bogens 
eitwiekehi  in  eine  Reihe  von  Potenzen  des  Sinns  des  ein&chen 
Bogens. 

iio«i  —  iisin{cos"-'{— *     g        T— sin»gco8»-«t 
^n(n-l)(n-2)(n-3)(,-4)^.^^_,^ 

-  n(.-l)(n-2)(n-8)(,--4)(n-6)(n-6)^,g^,,.,^  ^ 
llW 

!««•{  -  ««sin'lcos»-«  J-  '''^" ~^^^g  ~-^sin*{cos»»-«{ 


+ 12«    — W^  sin»{co8*^$ 


18        4        5       6       7  *^       *  •  •  • 
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_  n«(n-l)«(,-.2)«(n--3)(n-4)  ^..,^^ j  . . . 

Setzen  vir  1  — sin*!  für  cos'f,  so  können  vir  die  Pottnten 
nach  dem  Binomiom  Newton's  entwickeln,  nnd  weil  in  der  Formel  bot 
ganze  positiTe  Potenzen  vorkommen,  werden  wir  endliche  Beiben  finden. 

8in»n{  =  n>sm*| 1~~3      "^  *+2i~8i — ^ — 5 ""^ 

n»(««  —  1»K»»— 2»)(«*— 3«) 


13»  5  7 


^•in<>$  . 


<  t  »       1  /2  ,  .  -^     4. 3 »«(»»— 1«)  ,  ., 
8in»n{  =  I  I  j-«»»8in«J--  j-g  j-^^-gi-- 8in*{ 


6.S.4n«(>«-l«)(.>»-2«) 
^1.2.81        3»  5»       ""  * 

8.7.6.5  hV-1«)(»«-2«)(i.»-3«) 
■"1.2.8.4  1      8«         5»         7»       '"  * 


(3) 

.     ri„.„t_il./    i^f-.  c  or*'(n»-l')(«'-2«). ..{»«-(P-I)'}  .^^ > 
.    .8m»nS-|^(-l)^  «CpVj       p  gj      ...  (2i»-l)»    ""    ' 

Sei  «-f— 

Bin'n(^_«) 

_li(-l)F     <^*j— p  5»      ...  (2^.-1)»       '^^U      V 

l8t  *  gerade,  M  ist: 

Fflr  fi  ungerade  ist 
oder 

^■^-.-«i,-..-^.-'---x--n..(.^^j.>-|^ 
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Wenden  wir  (3)  auf  die  Gleichung 

8in'm(ni})  =»  sin*  n(miy) 
an,  80  bekommen  wir: 

i£(^)P  iq,2pj _j ______  sinaPn, 

oder 

-  -^(-l)f     C^j        g,  5*      ...    (25-1)«        ^2,         W 

Die  Cnrve  ist  also  fttr  x  ?om  2m  ten  Grade  und  fttr  p  vom  2n  ten 
Grade.  In  der  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  y  und  der 
z  ?or«  deswegen  wird  die  Corve  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide 
Achsen  sein. 

Wir  werden  jetzt  die  speciellen  Fälle  untersuchen,  dass  tf;  —  9(y, 
180^  oder  270^  ist,  was  flbereinstimmt  mit  einer  Phasendifferenz 
gleich  iV-,  il'  und  }r. 

Ist  if  =  90^,  so  werden  die  Gleichungen,  welche  die  Stelle  des 
Punktes  geben: 

X  =:  aBinnri    und    y  «—  ^sin (mfi-^-in)  «  b cosmi^ 

Gebrauchen  wir  das  Axiom 

cos  m(ni7)  =  C08n(9»i}) 

Der  Cosinus  des  vielfachen  Bogens  kann  nur  in  einer  Reihe  von 
Potenzen  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden,  wenn 
das  Vielfach  gerade  ist^)  Er  kann  immer  in  einer  Reihe  von  Po- 
tenzen des  Cosinus  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden.^)  Die 
Gleichung  der  Curve  wird  im  III ten  Falle,  das  ist  wenn  n  ungerade 
und  f»  gerade  ist: 


1)  SchlömUch.     Alg.  Analjsia  pag.   188. 
«)         n  „  n  ,      192. 

Lnh.  aer  Math.  a.  Flija.    2.  Seih«,  Teil  VI. 
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-  i  J(2  COSlfliy)*  -  j  (2  C08  f»1?)"-2^  ^^— (2C08«1?)"-* 

i»(n— 4)(n— 5)  ,^  ,     .  I 

-  j-5-^-^— (2co8miy)— «     u.  8   w.[ 

oder 

,   ,ij?     ,.,m«(m«-^2»)(m»-^4»),,.{m«^(2j>-^2)»}(B»y 

(2*yi>      n2*-2y*-g      n(n  — 3)  2'»-^y''-^ 
""*(&••        l     ft*-2     +1       2  Ä«-* 

n(n-^4)(n-5)2'>-<^y«'-^  \ 

12  3  ^-«  u.  8.  w.j  Ki) 

Die  Cttrve  ist  fftr  x  vom  mten  Grade,  für  y  vom  nten  Grade. 
D  dieser  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  x  vor,  also  ist 
die  Cnrve  symmetrisch  zor  y  Achse. 

Im  Uten  Falle  sind  m  und  n  ungerade,  also  ist  C08n(mi7)  an- 
entwickelbar  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinnii,  wir  massen 
wieder  gebraachen  die  Formel: 

8in'm(ni7)  -=  8in*n(miy) 

Werden  diese  Functionen  entwickelt  nach  den  Formeln  (3)  und  (5), 
80  finden  wir: 

tf(-.»-c^f'-3-7"nT''':::'~Y»^iTj^  .^., 
-  .-ii(-.,^.c^;'"';""-;^:::'-',-'i-;'it..^., 

oder 

Diese  Cnrve  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Achsen  und  sie  ist 
für  X  vom  2fiiten  und  für  y  vom  2nten  Grade.  Sie  geht  nicht  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt. 

Ist  nun  im  Iten  Falle  n  gerade  und  m  ungerade,  so  finden  wir 
bei  der  Entwickelung: 
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x!p/     tu   w,on«(n«~l»)(n«-^2«)...{n»-fq~l)»} 
-  4-S(-.l)«-iCV2«j 3i ^ — (2g-,i)«     cos^gfniy 

oder 

-^(-1)P     ^»^1    ,     32  51       ...         (2p-l)«      ^ 

Diese  Gleichung  ist  der  Formel  (6)  gleich ;  die  Curve  wird  in  diesem 
Falle  dieselbe  sein,  als  wenn  die  Phasendifferenz  gleich  0  wäre. 
Ist  Hf  =  I8(y>,  so  wird 

X  —  asinnti    und    y  ■=»  b sin (mti-^-Tt)  «■  —  isinnti} 

Im  ersten  und  dritten  Falle  finden  wir  dieselben  Gleichungen 
für  die  Curven,  als  wenn  die  Phasendifferenz  0  wäre;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Gleichung  (2) 


m-fl 
l  ,     ,,,   ,m(m«-n(m»~3»)...{f>.«  - (2;i - 3)«}  ar^P-^ 
t   (— IF-  1  2  3        ...         2|>-1  a«P-i 

n+1 
2  ,,     .n(n^-^l^)(«»-3«)...{n»-^(2g^3)«}(-y)^^-^ 

Die  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite  vorkommen,  sind  un- 
gerade, also  haben  diese  Glieder  das  entgegengestellte  Zeichen  wie 
in  der  Formel  (2).  Hieraus  folgt,  dass  die  Curven,  welche  bei  den- 
selben n  und  m  entstehen,  bei  einer  Phasendifferenz  gleich  0  oder 
gleich  ik'  Spiegelbilder  von  einander  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  die  Phasendifferenz  f  A',  so  finden  wir  im 
ersten  und  zweiten  Falle  dieselben  Curven,  als  wenn  die  Phasen- 
differenz  j  k*  wäre.    Im  dritten  Falle  finden  wir  jedoch,  weil 

X  =  asin  nij    und    y  —  ä  sin  (wiy  -}-•/,«)  —  —&  sin  mri[ 
ist 

im 

2p 

.-3)2— <(-sr)«-* 


.Jst     .^.»*("»»-t«)(B»«-2»)■.!|m«-(2p-2)»|i^ 
l+£(-l)P- _ _ _ 


(2»(-y)"      n2»-2(-y)«'-»     n(«-3) 

~*\       4»  1         S«-«         "T"!       2  b*-* 


n(n— 4)(n  — 5)  2»-«(— y)»-« 

12         3  J»-«         "•     "•  ' 

6* 


••■! 
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Da  n  ungerade  ist,  so  sind  alle  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite 
vorkommen,  ungerade,  also  haben  diese  Olieder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  derselben  Olieder  in  der  Formel  (7),  also  sind  die  Curven, 
welche  im  3  ten  Falle  entstehen,  bei  der  Phaseudifferenz  }A'  wie  bei  i  V. 

Im  ersten  Falle  bekommen  wir  also  bei  jeder  der  genannten 
Phasendifferenz  dieselben  Curven. 

Wir  könnten  jetzt  noch  untersuchen  die  Fälle,  dass  di3  Phasen- 
differenzen H)  i^  w<l  l^  waren,  aber  wir  würden  dasselbe  finden, 
als  wenn  wir  n  und  m  mit  einander  wechselten.  Fig.  4  zeigt  die 
Richtigkeit  des  Abgeleiteten.  Diese  Betrachtungen  gelten  eben  so 
gut  fttr  ein  schiefwinkliges,  wie  fflr  ein  rechtwinkliges  Goordinaten- 
system. 

Schiedam,  Juli  1886. 
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m. 
Erweiterung  zweier  Sätze  auf  n  Dimensionen* 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.    Bermann'scher  Satz. 

In  Schlömilch's  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XXXI.  S.  381 
enthalt  ein  Aafsatz  flbenchrieben:  ,^in  Minimamproblem^^  Von 
0.  Bermann —  einen  Satz  Aber  die  BerfihrnDgsebene  einer  Flache 
der  nebst  seinem  Beweise  nichts  von  seiner  Einfachheit  verliert, 
wenn  man  ihn  sogleich  anf  beliebig  viele  Dimensionen  erweitert  Er 
lautet  alsdann: 

Jhs  n  dehnige  (n-f-l)eck  begrenzt  von  n  (n—l)  dehnigen  n- 
ecken,  deren  eins  eine  feste  krumme  (n— l)dehnnng  berfthrt,  wah- 
rend die  übrigen  in  festen  linearen  (n  — l)dehnungen  liegen,  ist  bei 
variirendem  Berühmngspunkt  ein  Minimum,  nur  wenn  der  Berührungs- 
punkt Schwerpunkt  jenes  berührenden  necks  ist'^ 

Zum  Beweise  bedarf  es  zunächst  eines  passenden  Ausdrucks  für 
den  Inhalt  eines  n dehnigen  (n4-l)ecks  V,  Sind  die  von  einer  Ecke 
anigehenden  n  Kauten  r„  r,,  ...  r»  samtlich  normal  zu  einander,  so 
ist  offenbar 

nr,  ...  rn 

Gibt  man  nun  der  Kante  r^  gegen  die  Kante  rj,  dann  der  Kante  r, 
gegen  die  Ebene  r^r^^  dann  der  Kante  r«  gegen  den  Baum  r^r^r^ 
u.  8.  1  eine  Neigung,  so  multiplicirt  sich  jedesmal  bei  unveränderter 
Bads  die  Höhe  von  F,  mithin  auch  V  selbst  mit  dem  Sinus  des 
Ndgungswinkels.    Da  alle  diese  Winkel  von  der  Lage  des  (n-)-l)ten 
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necks,  welches  den  Ansgangspnnkt  der  r  nicht  enth&lt,  anabhftogig 
sind,  so  kann  man,  gültig  für  beliehige  Neigungen,  schreiben: 

wo  C  gegen  alle  Yerändcrangen  der  r  and  der  dnrcb  ihre  Endpunkte 
bestimmten  (n  — l)dehnung  constant  ist 

Der  Schnittpunkt  der  n  festen  linearen  (n  — l)dehnangen  sei 
Anfang  der  orthogonalen  Coordinaten  a;,  x^,  x^  ...  xn-\*  Sind  nun 
^,  P], ...  ph-1  die  Richtungscosinus  der  Normale  der  krummen  (n — 1)- 
dehnuug  Sl  im  Punkte  (x,  . . .),  (,  £^,  ...  $h~i  die  Coordinaten  eines 
Punkts  der  berahrenden  linearen  (» — l)dehnung,  und  setzt  man 

M-  Spx  (2) 

so  ist  die  Gleichung  der  Berührenden; 

-Sp?  -  M  (3) 

Sind  ferner  a*,  a»,  a;k2,  ...  die  Richtungscosinus  der  &ten  Kante  rjk, 
mithin  rk  a«,  etc.  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  mit  der  Berühren- 
den, so  ist  nach  Gl.  (3) 

rkSpak^M  (4) 

daher  das  Volum  des  n  dehnigen  (n-|-l)ecks  nach  G!.  (1) 
woraus : 

Da  nun  £pBx  =  0  ist,  so  hat  man  nach  GL  (2) 

dM  =  Sxdp 

Die  Differentiale  cjp,  etc.,  welche  jetzt  allein  vorkommen,  hangen 
bloss  durch  die  Relation 

ZpSjp  — 0 

von  einander  ab.  Soll  also  V  ein  Minimum  sein,  so  ist  erste  Be- 
dingung: 

nx       „     au  , 

M         '  2pau        " 
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Muliiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  p,  pu  ... 
Pn-h  80  ergibt  ihre  Somme: 

n—Sl'^l    oder    X  =  0 
and  man  hat: 

M„    au 

Die  Coordinato  der  ifeten  Ecke  der  bertthrenden   ndehonng  ist  nach 
Gl.  (4) 

.  Mok 

folglich 


3f  /  nojfc  ok  \ 


gflltig  ftr  I;  —  1,  2,  ...  fi  nnd  Ar  alle  Coordinaten  «.  Die  Werte 
befriedigen  die  Gleichungen: 

-2:k(£*— a;)=0;    etc. 

folglieh  ist  der  Berahrungspunkt  Schwerpunkt  der  Ecken  des  necks, 
mithin  bekanntlich  auch  Schwerpunkt  des  necks  selbst  (vergL  T.  Y. 
S.420). 

Hiermit  ist  die  l^otwendigkeit  der  Bedingung  bewiesen;  ob  sie 
ausreichend  sei,  bleibt  auch  im  citirten  Aufsatze  fUr  3  Dimensionen 
unentschieden. 

§.  2.    Routh'scher  Satz. 

Im  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics,  V.  XXI. 
p.  281.  sind  zu  Anfang  eines  Aufsatzes  von  E.  J.  Routh  die  Werte 
des  Integrals  /«** 8  f;  wenn  sich  dasselbe  Aber  ein  Dreieck,  Viereck, 
Tetraeder  und  körperliches  Fünfeck  erstreckt,  aufgestellt. 

Die  bemerkenswerte,  vom  Verfasser  weiterhin  fruchtbar  gemachte 
Eigenschaft  dieser  Ausdrücke,  dass  sie  nftmlich  ausser  dem  Factor 
Fnnr  Coordinaten  gewisser  Punkte  in  der  einen  «Richtung  ent- 
halten, liess  vermuten,  dass  jene  4  speciellen  Figuren  aus  einer  um- 
fsssenderen  Classe  von  Figuren  hergeleitet  werden  können.  Be- 
trachtet man  zun&chst  das  Dreieck  und  Tetraeder  als  Anfang  der  Reibe 
der  n  dehnigen  (n-f-l)ecke,  so  Iftsst  sich  in  der  Tat  das  ebene  Viereck 
und  körperliche  Fünfeck  durch  Projection  des  dreidehnigen  Vierecks 
auf  die  Ebene,  des  vierdehnigen  Fünfecks  auf  den  Raum  gewinnen, 
und  so  eine  zweite  Reihe  von  Figuren  aus  der  ersten  herleiten.  Die 
Berechnung  der  entsprechenden  Formel  ergibt  sich  jedoch  einfacher 
nach  deijenigeu  Beziehung  der  zweiten  Reihe  zur  ersten,  in  welche 
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sie  an  der  citirten  Stelle  gesetzt  wird,  der  gem&ss  das  «dehiuge 
(n+2)eck  aus  zwei  n  dehnigen  (n-f-l)  ecken  mit  einer  gemeinsamen 
Seite  besteht  Wir  wollen  daher  zuerst  die  Formel  für  das  n  dehnige 
(n'\-l)eck  berechnen,  daraus  durch  Addition  die  Formel  für  das 
n  dehnige  (n-f-2)eck  ableiten  und  schliesslich  auf  die  erstgenannte 
Beziehung  n&her  eingehen. 


§.  3.     Erweiterter  Routh'scher  Satz  tflr  ndehniges 

(n+l)eck. 

Substituirt  man  fttr  die  Abscisse  x  des  Elements  eines  ndehnigen 
(n-f-l)eck8  V  auf  beliebiger  Axe  mit  beliebigem  Anfang  (nachT.  V. 
S.  419)  folgende  Function  der  Unabhängigen  tii.  »i,  ..,  ti» 

wo  xjk  die  Abscisse  der  ^'ten  Ecke  von  F  bezeichnet,  und  macht  An- 
wendung auf  n  orthogonale  Axen ,  so  lautet  die  Functionsdetermi- 
nante 

und  das  Element 

erfüllt  7,  wenn  alle  u  von  0  bis  1  variiren. 

Sei  nun  z  Abscisse  von  d  7  in  beliebiger  Richtung,  in  oder  ausser 
der  ndehnung,  so  dass 

»—      2      («k— '»»+l)tt*Mft+l    ...  t»n      (»H+2  =  0) 

und  man  setzt 

«(f*i  v)  =  (»/*— *i»)«*i»-i»i»  ...  «,•+    2    («k  —  n+i) w*  ...  Un 
so  wird 

""       (»  +  !)(«/*— »r)t«»  ...  Un 

daher  insbesondere  (far  fi  =  1;  v  —  2,  dann  /»  —  1,  2;  v  =  3,  etc.) 


«*» 
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J         Ctt,    —    (p_|-l)(^— ,j)tt^   ...   u^ 
0 

0  0 

1  (     zP^^  (1,4)  ^^•»'«(2,4) 

;rf>4a(3,4)      ^  1 

(»8  —  «l)  («»  — ««))  («8    •  •  .   «*«)* 

demnach,  wie  leicht  zu  ersehen,  allgemein 
1  111 

0  0  0  a 


(P+l)...(P  +  Ä)(l*A+l...tin)* 


*^+l  zP4A(^.,Ä  +  2) 


»=1         («*— «l)  .••  («*   -  «»-l)(«»  — 2*|l)  ...  («*  —  «*) 

woraus  für  ä  =  n: 

1  1 

0  0 

n!  r 


(p+l)...(p  +  n) 


X 


k=i»+l  »P+»» 

5»       Zz /fi^ 

k=l      («*  —  Äi)  . . .  («*  —  «Ir-l)  («*  — «*+l)  .  . .  (»t  —  «n) 


§.  4.    Erweiterter  Roath'scher  Satz  für  ndehniges 
(«+2)eck. 

Nehmen  wir  nun  das  (n  —  1) dehnige  »eck 
(2,  3,  ...  n+l) 
als  gemeinsame  Seite  der  zwei  n  dehnigen  (n-(>l)eckc 

F'  =  (l,  2,  3,  ...  n+1),       V"  =  (2,  3,  ...  n+2) 
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Bo   stellt  die  Gesamtfigor  V  ^  V'-^-V''   ein  n dehniges  (n+2)eck 
dar,  fflr  welches 


rMPdv=^rMPdv'+rMPdv" 


durch  Addition  zweier  Werte  der  Function  (6)  erhalten  wird  n&mlich 


/"- 


t=S     («—«j)  •••(»*— »»+8)) 


Die  Summe  der  allgemeinen  Terme  beider  Reiben  ist,  wenn  Nk  den 
Generalnenner  bezeichnet, 

-  '*'*   Ih 

Vn-D 

=  **'+*— ^— 

WO 

Mk  —  («*— «i) ...  (»*— »*-i)(«i  — n-l-i) ...  («*  — »H+s)  (7) 

D^  r»n^2+r'»,  (8) 

Dieser  Wert  bleibt  auch  für  *  =  1  und  A?— n  +  2  richtig,  folglich  ist 


/ 


«I  kzzni-2  Vsk  —  D 

(p+1)  ...  (p+n)    j^i  Nk 


Wird  nun  die  gememsame  Seite  von  K'   und  V"  von  der  Dia- 
gonale (1,  n+2)  im  Punkte  (0)  geschnitten,  so  verhftlt  sich 

daher  ist 

also  nach  61.  (8) 
und  man  hat: 


/ 


""-(P+uZA^i'T'^-'-W  <'»> 


f  5.  .Schlussbemerkung. 

Die  Projection  eines  n  dehnigen  (n+l)ecks  auf  eine  lineare 
(n--l)dehnung  ist  entweder  ein  neck  oder  (n-|-l)eck  (letzteres  mit 
seinen  Diagonalgebilden,  ersteres  mit  einem  Punkte  und  dessen  Ver- 
bind ungsgebilden  im  Innern).    Alle  A;  dehnigen  linearen  Grenzgebilde 
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des  ndehnigon  (n  +  l)eck8  sind  Dämlich  (X7-fl)ccke,  als  solche  mithin 
sämtlich  convexo  Figuren,  die  von  einer  Geraden  nur  in  2  Pankten 
geschnitten  werden  können.  Der  Umfang  (d.  i.  läeitensnmme)  des 
ndehnigeo  (n-|--l)  ecks  V  sei  A.  Jede  Seite  von  V  ist  ein  (n— 1)- 
dehniges  neck,  daher  ihre  Projection  auf  eine  lineare  (n— Ddehnnng 
gleichfalls.  Nur  die  noch  übrige  Ecke  von  Fkann  sich  in  yerschie- 
dener  Lage  projiciren.  Entweder  fällt  ihre  Projection  in  das  Innere 
jenes  necks  oder  nicht.  Demnach  sind  nur  die  2  Fälle  zu  anter- 
scheiden:  Fällt  die  Projection  irgend  einer  Ecke  von  F  in  das  In- 
nere der  Projection  der  Gegenseite,  so  ist  die  Projection  von  V  and 
A  ein  neck,  fällt  die  Projection  keiner  Ecke  in  das  Innere  der 
Projection  der  Gegenseite,  ein  (n4-l)eck. 

Bezeichnet  Sl'  die  Projection  von  il,  so  gibt  im  ersten  Falle 
61.  (6),  im  zweiten  Gl.  (10)  den  Wert  von 

wenn  man  die  n  — 1  ersten  Coordinatenaxen  in  die  Projectionsbasis 
legt  and  n— 1  statt  n  setzt 

Die  Beziehang  zwischen  den  verglichenen  Projectionen  ist  fol- 
gende. Das  (n  -1) dehnige  neck  hat  eine  Ecke  weniger  als  i2,  daher 
fallen  in  Sl'  alle  Grenzgebilde  weg,  welche  diese  Ecke  besitzen.  Das 
(m— l)dehaige  (n-{-l)eck  hat  eine  Kante  weniger  als  A,  daher  gehen 
in  Sl'  alle  Grenzgebilde  in  Diagonalgebilde  Aber,  welche  diese  Kante 
besitzen. 

Ein  allgemeines  Kriteriam  der  2  Fftlle  lässt  sich  schwerlich 
geben. 
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IV. 
Ueber  Triederschnitte  und  Minimaltetraeder« 

Von 

Dr.  Bermann 

in  Liegnitz. 


Vor  längerer  Zeit  >)  untersuchte  ich  in  einer  Programmarbeit 
die  Oerter  der  Schwerpunkte  solcher  Dreiecke,  in  welchen  ein  Tri- 
eder  (Dreikant)  von  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Ich  bezeichnete 
dieselben  als  „Trieder8chnitte'^  Dabei  nahm  ich  an,  dass  die  schnei- 
denden Ebenen  entweder  durch  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste 
Achse  gehen  oder  Berflhrungsebenen  gegebener  Flächen  seien  oder 
endlich  ein  Tetraeder  von  gegebenem  Volumen  abschneiden;  auch 
betrachtete  ich  den  Fall,  wo  der  Triederschuitt  eine  vorgeschriebene 
Gestalt  hat.  Im  Folgenden  beabsichtige  ich,  hierzu  noch  Einzelnes 
nachzutragen. 

Die  Kanten  des  Trieders  seien  die  Achsen  der  a;,  ^,2,  und  es 
bedeute  a  den  Winkel  (y,  0),  ß  (x,  «),  y  (o;,  y).  |,  Vi  t  mögen  die 
Coordinateu  des  Schwerpunkts  eines  Triederschnitts  bezeichnen,  t, 
u,  t;  die  Parameter  der  schneidenden  Ebene  auf  den  Achsen  der  ar, 
yy  z.    Es  ist  dann  <  »  3g,  u  =  3i},  t;  »  3j;. 

I.  Zur  Ermittelung  der  b  e  i  g  e  g  e  b  e  n  e  m  Ort  des  Schwerpunkts 
von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  üebilde  ist  zwischen  den 
Gleichungen  dieser  Ebene,  des  gegebenen  Ortes  und  ihren  ersten 
Differentialgleichungen  g,  iy,  f,  JD^t  und  Dti  zu  eliminiren.    Es  ist 

aber  erstere  Gleichung 


1)  Frogr,  1S74.  des  Gymn.  in  Liegnitz. 
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(1)  !+!+;=  3 


i^fi^f 


ood  hierans 


(2) 


y 

tr     z 

Ist  der  Ort  des  Schwerpunktes  ein  auf  die  Kanten  des  Trieders  als 
seine  zugeordneten  Durchmesser  bezogenes  Ellipsoid 

er+ (?)■+©■- 

so  hat  man 


(4) 

Ans  (2)  and  (4)  folgt 


und  dann  aus  (3) 


]/'v^+ m+^ 


Die  Substitution  dieser  Werte  in  (1)  liefert  dann  nach  einigen 
leichten  Umformungen 

sls  Gleichung  der  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  Fläche  >), 

1)  Die  —  nm  es  so  ansindrflekcn  —  nmgekehrte  Aufgabe,  d.  h.  die  Be- 
Eingang,  dan  die  schneid en dien  Ebenen  ein  dem  obigen  gleiches  Ellip- 
«rid  ttnhftllen  sollen,  ffthrt  zu  der  Fl&che  6.  Ordnung 

a)'+(4)'+(s)'=' 

ftlt  Ort  des  Sehwerpunkts.    8.  Proer,  74,    8.  IK 
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Mit  sechs  Rückkehrpunkten  erstreckt  diese  sich  auf  den  Achsen  bis 

±3a,  3b,  3e  (vom  Scheitel  aas  gerechnet);  die  Dreikantfiächen  nnd 

die  denselben  (innerhalb  leicht  zu    berechnenden  Grenzen)  parallelen 

Ebenen  schneidet  sie   in  Ellipsen-Evoluten;  nämlich  die   iry-Ebene 

in  der  Evolate  der  Ellipse,  deren  zugeordnete  Durchmesser  auf  den 

3ab^       3a'& 
Achsen  der  x  und  y  bezhw.    ,  ■  .uf  -^ — r«  suid,  die  anderen  Flftchen 

a*  — ö'    a*—  o' 

in  Evoluten  von  Ellipsen  mit  den  zugeordneten  Durchmessern: 
3bc^  3ft2tf  Sa(ß       Sa^c 


Hat  man  insbesondere  ein  rechtwinkliges  Dreikant,  um  dessen 
Scheitel  eine  Kugelfläche  vom  Radius  r  gelegt  ist,  welche  den  Schwer- 
punktsort bilden  soll,  so  reducirt  sich  Gl.  (5)  auf 

«»+y»+*»  =  (3r)l 

Es  sei  zweitens  der  Schwerpunkts-Ort  die  Ebene 


(6) 

also 

m- 

-1-    "^—t 

80  hat  man 

bei  Zuziehung 

von  (2) 

ä-£ 

Vi-'  '-'H 

Hieraus  durch  Substitution 

in  (6): 

^-(yi+\ 

|/f+»/-)v» 

'-(j/^+i 

l/l+KD"^' 

^-(Ki+i 

[/f+KOvs 

nnd  endlich 

aus  61.  (1) : 

(7) 

Vl+\ 

/!+!/•-' 

als  Gleichung  der  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  Fläche. 
—  Sie  ist  4.  Ordnung,  die  Reciprocale  des  Schwerpunkte-Ortes  der 
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darcb  den  festen  Punkt  -•  ^>  -    gehenden    Triederschnitte  i)    nnd 
schneidet  die  Triederfl&chen  in  Kegelschnitten. 

£s  sei  drittens  der  Ort  des  Schwerpunktes  die  Gerade 


a  '   b 


(8) 


t 
also 


c  '    d 


a 


80  ergibt  sich  analog 


und  dann 


Durch  Substitution  in  (8)  ergibt  sich  endlich  die  Gleichung  der 
Gratlinie,  deren  Schmiegungsebenen  die  Ebenen  der  Trieder- 
schnitte sind: 

(9)  [^  ^^ + '^^*^  iS^^  +  V^  +  ihd»)  ^ZahVd 

Die  Division  der  einen  dieser  Gleichungen  in  die  andere  führt  zu 

cyW  Vä  —  aihe  Vy  =  (a — <?)"/ W  V'«  (10) 

der  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  mit  dem  Trieder 
den  Scheitel  gemeinschaftlich  hat  und  mithin  auch  seine  drei  Flächen 
geradlinig  schneidet,  jede  der  beiden  Flächen  vierter  Ordnung  aber, 
weiche  durch  eine  der  Gl.  (9)  ausgedrückt  werden,  in  der  obigen 
Oratlinie. 


1)  Progr.   74.     S.  ?. 


Digitized  by 


Google 


gO  B  ermann:  Ueber  TrUdertekniiU  und  Minimalt^traeder, 

Durch  Elimination  je  einer  Yariabeln  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (9),  bezhw.  Gleichung  (10},gelangt  man  zu  den  Projeetioos- 
gleichungen  der  Gratlinie.  So  durch  Elimination  von  z  und  dann 
von  y  zu: 

+9(a  -c)*^^ia-0 

{a + c)2  a2aj2  —  a^c  (a+c)  rr«+  62^2—  Go^Ä  (a+c)  a?  —  ^ab^ez + Ba^i«  «  0 

Die  Gratlinie  ist  mithin  eine  Ranmcurve  4.  Ordnung,  die  gemein- 
schaftliche Durchdringungscurve  dreier  den  Triederkanten  paralleler 
hyperbolischer  Cylinder. 

Die  Fläche  irji  =  c?,  deren  Tangentialebenen  vom  Trieder 
volumengleiche  Tetraeder  abschneiden,  besitzt  (S.  Progr.  74  S.  13) 
auch  die  Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  ihrer  Tangential- 
ebenen die  Schwerpunkte  der  zugehörigen  Triederschnitte  sind.  Bei 
dem  vorstehenden  Verfahren  muss  sich  bei  ihr  also  wieder  dieselbe 
Fläche  ergeben  (als  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllt). 

In  der  Tat  ist  hier  auch : 


D^--\'     At  — I 


also  wegen  (2): 


Durch  Substitution  in  £17^  =  o^ : 

f    xy 

und  dann: 

3  3  __ 

und  dann  aus  (1): 

8  3  8 


V^,  £-«l/^- 
'Vi + 'V^ + -V?- ^ 

oder: 

8^ 

Yxyz  =  a,     xyz  =  cfl 

IL  Sollen  die  Triederschnitte  flächengleich  werden,  so  hat 
man,  wenn  ihre  in  den  Ebenen  xy^  yz^  xz  liegenden  Seiten  bzhw. 
«1,  «2,  «3  sind: 

und  da  wegen 
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i-K,    ti-Sn,    t^-8C 

•i2-9(P+i?»-2inco8y) 
•,2-9(ija+£«-2ijfcoB«) 

ist,  80  bat  nan,  wenn 

C08«— Q08/)oo87  mit  ii 

co8^— co8aco87  mit  B 

co8y — cosocos^  mit  C 
bezeichnet  wird: 

^  -  %yi?*{?8iii««+{«J:«8iii«/»+{V8in«y-2|i?J:(i4E  +  Biy+CD 

Der  Ort  der  Schwerpunkte  fftr  die  Triederschnitte  vom  Inhalt  J 
ist  daher: 

(l)y2,2gin2«^.aj«j«8in«/J+«2j^8in«y— 2fl!f»(i4«+By+(Ä)  =  (yj 
and  insbesondere  für  das  rechtwinklige  Trieder:    ^ 

(1.)  y2^+«8^  +  ^y2-(^y 

Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 
(sy sin y+yf sin a  +aasin/J)a— 4 sin    ^^       V*™^ — 

+,..-+t=i+.-.'+t^)^-(H)' 

bzhw. 

FOr  ^f  —  0  geht  diese  Flftche  ttber  in  eine  der  von  nnsern 
grossen  Mathematikern  Kummer  und  Weierstrass  synthetisdi  erörter- 
ten (Monatsberichte  der  Kgl.  Akad.  d.W.  1863  p.  332  sqq.),i)  Kegel- 
Bchnittsschaaren  enthaltenden  Steiner'schen  Flächen. 

Da  es  an  Modellen  derselben  nicht  fehlt,  so  kann  man  sich  auch 
von  FlAche  (1)  eine  Anschauung  bilden,  wenn  man  sich  die  tiefsten 
Stellen  ihrer  trichterförmigen  Einsenkungen  nicht  zusammenstossend, 
sondern  um  eine  leicht  zu  ermittelnde  Strecke  von  einander  ab- 


1)  Cfr.  Schroeter  ibid.  p.  5S0  iqq.  und  Grelle  (Borchardt)  Jahrg.  64 
p.  64  o.  66  sqq.  -—  Aach  ibid.  Jahrg.  68  p.  815  von  Cremona  nebet  Note 
TOB  Caylej  (Jahrg.  64  p.  78)  nnd  Salmon-Fiedler  Analyt.  Oeom.  d.  Baume 
Th.  8,  S.  856. 

AidL  der  Kaik.  a.  Ph|s.   8.  Reihe,  TeU  VL  6 
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Stehend  denkt.  Besonders  einbch  wird  dies  bei  dem  rechtwinkligen 
Trieder  und  der  Fläche  (1*).  Die  innerhalb  der  letzteren  befindlichen 
Strecken  der  Triederkanten  sind  die  Achsen  eines  regulären  Okta- 
eders. Legt  man  nnn  durch  den  Triedcrscheitel  die  vier  den  Oktaeder- 
flächen parallelen  Ebenen  «±y±'  =?  0,  so  schneiden  sie  die  Fläche 
(1*)  in  Kreisen.    Man  erhält  nämlich  fOr  die  Schnittearven: 

\    (r2««  +  («±»)«(fl:«+»«)  =  (%^/)2 
oder  nach  beiderseitiger  Badicirung: 

Eine  snccessive  erfolgende  Drehnng  der  Achsen  in  ihrer  Ebene  um 
nj^  lässt  dieselben  abergehen  in 


{ 


Die  Flächen  des  Oktaeders  sind  aber  gegen  die  des  Trieders 
(hier  gegen  die  opy-,  bzhw.  osi-Ebene)  unter  dem  durch  cost  —  ±  Vi 
gegebenen  Winkel  i  geneigt.  Die  vorstehenden  Ellipsengleichungen 
sind  also  die  Projectipnsgleichungen  von  vier  Kreisen  mit  dem  Radius 

li 

Fläche  an.O 


öl/  ^«  und  q1/  "ö  S^bt  hier  den  Abstand  der  tieftten  Stellen  der 


ni.  Soll  das  Volumen  des  abgeschnittenen  Tetra- 
eders ein  Minimum  sein,  so  hat  man,  wenn  zugleich  die  Be- 
dingung /(i,  tt,  v)  —  0  besteht: 

(1)  F-^ituosinysint 

wo  i  oder  Wkl.  (s,  xy)  durch 


cos»  —  1/  - 


fcoB^a-^cos^ß'-  2co8aco8|3co8y 
sin/ 
gegeben  ist, 


1)  d.  h.  da  die  Flftehe  aus  Tier  cooj^nienten  Teilen  beateht,  den  Abttand 
e  sweier  einander  gegenüberstehender  Teile. 
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Gehen  die  Triederschnitte  darch  einen  festen  Punkt  (x\  y\  %\  so  ist 
»'      V*      «' 

A  F—  JtM^sinysint, 
I>«F«i«rBiny8in»; 
-Dt  F«  i<tisin/Bint; 

also  nimmt  Gl.  (2)  dann  die  Form  an : 

a:'»  — «'«  — 0 

oder 

f         u         V 

und  mithin: 

/=^'-l-0    oder     ^'—1=0    oder     —  —  1-0 
d.h. 

tt  —  3y'  —  ij 

r  =  3«'  -  t 

Es  schneidet  also  deijenige  Triederschnitt,  dessen  Schwer- 
punkt der  gegebene  feste  Punkt  ist,  das  Minimaltetraeder  ab. 

Gehen  die  Triederschnitte  durch  eine  feste  Gerade 

'    •-  +  ?-! 
m  '  n 

so  ist  die  Gleichung  einer  Triederschnittebene: 


f j_ y__i. ? 1 
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Mithin 

(l+^)»wiiM!8inrrin» 

Wegen  Z>/«  F  «  0  hat  man  znr  Bestimmong  des  dem  Minimum  ent- 
sprechenden fi: 

worans:  

dafürfi"»*— 1  F—0  wird,  entsprechend  einem  dorch  den  Trieder- 
scheitel  gebenden  Schnitte,  und  da,  weil  durch  die  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  die  einer  der  Triederkanten  parallel 
läuft,  so  dass  F  «  OD  wird,  ein  Maximum  ausgeschlossen  ist 
Nach  einigen  Reductionen  folgt  hieraus: 

Läuft  die  feste  Gerade  einer  Triederfläche,  etwa  der  x«-Ebene,  pa- 
rallel, so  wird  p  unendlich  und  es  reducirt  sich  die  Gleichung  der 
schneidenden  Ebene  auf 

Fauf 

i — ^'=-mn«sinysm» 
Du  V  auf 

imn^  smysmt  — ^— ^^3 

Es  ist  dann  also  p  :=  2,  wie  sich  ja  auch  unmittelbar  ans  dem  obigen 


für  p  =00  ergibt    Es  wird  dann: 

«  .  f  N,    «•  —  8«,    »  —  J» 
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Worms  ersichtlich  ist,  dass  in  diesem  Falle  der  Schwerpunkt  des 
Triederschnitts  in  die  Drehnngsachse  (feste  Gerade)  ftllt. 

Sollen  die  Triederschnitte  eine  gegebene  FlAche  nmhflllen,  so 
ergibt  sich  die  Bedingung  ffXt  das  Minimaltetraeder  in  folgender 
Weise: 

Die  Gleichong  der  Flftche  sei  ^(ae,  y,  z) ««  0;  sind  {,  17,  i  die 
Coordinaten  des  BerührongsponlLtes  and  bedeuten  p,  9,  r  bzhw. 
^^9ih  n^  0»  i^vVf  ^CV»  »0  ^t: 

die  Gleichung  der  Tangentialebene.    Ihre  Parameter  «,  «,  o  und  also 
bzhw. 

Pl+av+rj     pS+OT+^-t      J*+qfl+rt 
p  q  r 

Es  ist  somit  V  oder  intvsiaysmi  hier 

Die  obige  Minimalbedisgung  (2)  wird  demnach  Ar  diesen  Fall: 
rD^V'-pD^VssO 


^^^  *    rJD,7— g2>gF=sO 

Setzt  man: 

p6+qn+rt^8y    pqr^P 

sad  diffsreatiirt  successive  nach  E,  if,  (,  so  erh&lt  man: 

^^,DJ:=ZPD^8-BD^F 
Da  aber 

snd 

D^P  -^  qrD^p+prD^q-^pqD^T 
ist,  SO  erhUt  man  nach  EinseUung  dieser  Werte: 
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6P*23WF 
6P*2>rF 

Werden  diese  Werte  in  (2»)  sabstituirt,  so  gehen  die  beiden  dortigen 
Oleichnngeu  schliesslich  aber  in 

,      gr(2pS'-qfl— rt)(rD^p  -^pD^p) 

+pr{2qri^pl'-rt){rD^q--pD^q) 
+MM-pl-qn)(rD^r^pD^r)  =  0 

«r  (2pJ  —  3iy  —  rl)(rD^p  -  qD^p) 

+pr(2fln— i>£-rj)(r2?,5  — ^D^?) 
-\-pq{2rt-pi  —  qfl)(rD^r^qD^r)  -  0 

Unabhängig  von   den  (partiellen)  Differentialqnotienten  wird  diesen 

Oleichnngen  dnrch 

p?  «  ^ly  —  rt 

genügt,  wodurch  die  obigen  Werte  der  Parameter  <,  u,  v  in  3^^  Si^,  32: 
übergehen,  und  sich  demnach  als  Ergebniss  herausstellt,  dass  die 
Tangentialebene  das  Minimaltetraeder  abschneidet,  deren  Berüh- 
rnngspnnkt  zugleich  der  Schwerpunkt  des  zugehörigen 
Triederschnittes  ist 

Der  Minimalwert  von  V  wird  Ifi/^sinysint. 

Beispiele: 

1)  Für  das  EUipsoid 

hat  man: 

I'  n'  £* 

iD^g)--,,     fiD^tp^^.      t^c^-? 

so  dass  also 

^""5«""^  =  *'    *""y3'   ^""yl'    '""73 

wird.    Vol.  des  Minimaltetraeders  =  ^a6cy3siny8int. 


Digitized  by 


Google 


2)  Fflr  die  obige  Fläche 
iit 


alw: 


aS'-bfj»-^    Oder    ij-«j/f.    t-{j/* 


Dies  in  die  Flichengleichang  eingetetst,  ergibt: 

'"P^P^  "i^^P^y '"^^FR) 

Mimmaltetraeder-Yoliimen  vi 

i«^Y»mi  ^^      jgfeBinyBiBf 

3)  «t«+iy-|-c»4.rf  —  0    (Paraboloid) 
{p-2aP,    iM  =  H    &•=»«{ 
2«|«  =  8i,  =  ct 

18     d*Vd  .     .  . 

4)  «y+*V+y«««  =  (|J)»    (8.  oben) 
|p  =  24«(,«+J«) 
iW=V{«»+?) 
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.  Construction  der  den  Brennpunkten  eines 

Kegelschnitts  entsprechenden  Punkte 

im  collinearen  Systeme. 


Von 

L.  Klug. 


K.  Pohlke  bringt  in  seiner  „dant  Geometrie'^  (zweite  Abth., 
Beriin  1876;  §  114)  ohne  Beweis  die  Construction  deijenigen  Punkte 
in  der  Ebene  eines  Kreises,  deren  Gentral-Projectionen  die  Brenn- 
punkte der  Gentral-Projection  des  Kreises  werden. 

Im  folgenden  wollen  wir  den  Beweis  der  Pohlke'schen  Construction 
geben  in  dem  allgemeinen  Falle ,  wenn  statt  des  Kreises  ein  Kegel- 
schnitt angenommen  wird,  die  Construction  wenn  das  Protections- 
Centrum  ins  Unendliche  rückt,  endlich  die  umgekohrte  Aufgabe 
lösen,  nämlich:  Projections - Centmm  und  Ebene  so  bestimmen, 
dass  die  Protection  zweier  beliebiger  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  die  Brennpunkte  der  Projection  des  K^elschnitts 
werden. 

„Schneidet  die  zu  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Parallele, 
die  durch  den  Berfthrungspunkt  P  gezogene  beliebige  Gerade  in 
B^  den  zur  Geraden  PB  copjugirten  Durchmesser  in  ^,  so  liegt  der 
Punkt  B  mit  dem  Pole  der  Geraden  PA  in  einem  Durchmesser  des 
K^elschnitts/* 

Die  Pole  U,  V  der  Geraden  AB^  BP  liegen  in  dem  durch  P, 
resp.  A  gehenden  Durchmesser,  und  das  Dreieck  ABP  mit  dem 
ÜVC^  dessen  Ecken  die  Pole  der  Seiten  des  ersteren  sind,  persp.  liegt,' 
so  ist  BC  der  zur  Geraden  AP  conjugirte  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 
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Daraas  folgt,  wenn  A  in  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnitts 
lUlt,  und  man  in  Betracht  zieht,  dass  der  Pol  einer  Brennpunkt- 
Sehne  auf  dieser  im  Brennpunkte  errichteten  Senkrechten  liegt: 
schneidet  die  durch  den  Brennpunkt  A  eines  Kegelschnitts  zu  einer 
Tangente  Parallele  die  vom  Berahrungspunkte  F  auf  die  Hauptaxe 
geMte  Senkrechte  in  B  die  Tangente  des  Punktes  Pin  C,  so  liegen  die 
Punkte  B  und  C  auf  dem  zur  Geraden  AP  conjugirten  Durchmesser. 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  dieses  Durchmessers  und  der 
Geraden  ^P  mit  Z>,  den  Schnittpunkt  der  durch  B  zur  Hauptaxe 
parallelen  und  AP  mit  N^  den  Fusspunkt  der  von  B  auf  AP  ge- 
ftllten  Senkrechten  mit  £,  so  folgt  aus  den  vorhandenen  ähnlichen 
Dreiecken:  AD:  DE '^  CD:  BD -^  DPiAD^CDiBD,  welche  Propor- 
tionen die  Relation  DA^  »  DP.DE  geben.  Femer  ist  aus  der  Figur 
ersichtlich,  dass  der  Punkt  B^  da  er  auf  der  zu  einer  Seite  des 
CAP  Dreieckes  Parallelen  sich  befindet,  immer  ausserhalb  des  Drei- 
eckes, daher  E  innerhalb  der  Strecke  Z>P,  und  wegen  des  recht- 
winkligen Dreieckes  PBN  auch  innerhalb  der  Strecke  P^  liegt,  wes- 
halb auch  E  niemals  auf  die  Strecke  ND  gelangen  kann. 

Mittelst  der  früheren  Relation  und  dieser  Bemerkung  kann  man 
die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts,  wenn  die  Lage  der  Axen  und 
ein  Par  conjugirte  Durchmesser  bekannt  sind,  auf  folgende  Art 
construireB: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  zieht  man  Parallele  zu  den 
Axen  und  einem  der  Durchmesser  und  eine  Senkrechte  auf  den  an- 
deren Durchmesser,  und  schneidet  diese  vier  Geraden  mit  einer  zu  dem 
letztere  Durchmesser  Parallelen  g  in  iV,  P,  Z>,  £?;  liegt  nun  E  auf 
der  Strecke  DP,  so  bestimmt  man  den  Punkt  A  auf  g  derart,  dass 
DÄ^'^  DP. DE  und  führt  durch  die  Berührungspunkte  der  zu  ^40 
parallel  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  Parallele  zu  y;  die 
Letzteren  treffen  die  mit  ON  parallele  Hauptaxe  in  den  Brenn- 
punkten. 

Die  Gonstruction  geht  bei  der  Parabel,  da  die  Durchmesser  pa- 
rallel sind,  in  folgende  über:  durch  O  führt  man  eine  Parallele  und 
Senkrechte  zur  Axe  und  eine  beliebige  Gerade,  schneidet  dieselben 
mit  einer  auf  der  Letzteren  Senkrechten  in  X>,  P,  E;  bestimmt  den 
Pnnkt  A  derart  auf  ihr,  dass  Ä4>=  DP. DE,  zieht  die  mit  OA 
parallele  Tangente;  die  durch  den  Berührungspunkt  zu  DP  Parallele 
achneidet  die  Axe  im  Brennpunkte. 

Wir  wollen  nun  die  hier  gegebenen  Constructionen  zur  Be- 
Btimmung  der  Brennpunkte  des  einem  Kegelschnitt  persp.  colliuearen 
Kegelschnitts  benutzen. 
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Es  sei  k  ein  beliebiger  Eegelscbnitt,  «,  C  die  Collineations-Axe 
und  das  Gentrum,  q\  r  die  Gegenaxen,  k*  die  dem  k  entsprechende  persp. 
collineare  Figur,  Jf  der  Pol  von  r  bezüglich  h  Sind  R^^  JSg;  R^^R^ 
zwei  Par  bezüglich  k  conjugirte  Punkte  auf  n,  von  welchen  das 
erste  Par  aus  C  unter  einem  rechten  Winkel  erscheint,  so  gehen  die 
Geraden  Ci?i,  CR^  mit  den  Axen,  CR^^  CR^  mit  einem  Par  conjugirter 
Durchmesser  von  k'  parallel.  Schneidet  man  die  ersten  drei  Ge- 
raden und  die  auf  der  vierten  in  C  errichtete  Senkrechte  mit  einer 
zur  vierten  parallelen  in  N^  P,  £>,  £,  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt 
Ä  derart,  dass  im  Falle  E  auf  der  Strecke  DP  liegt,  ~nÄ^^DP.DE^ 
im  Falle  aber  E  auf  der  Ssrecke  Z>A  liegt,  DA^  »  DN.  DE  wird,  zieht 
vom  Schnittpunkte  der  Geraden  CA^  r  Tangenten  zu  k^  so  treffen 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  R^  mit  den  Berührungspunkten 
im  ersten  Falle  R^M^  im  zweiten  aber  R^M  in  denjenigen  Punkten, 
deren  entsprechende  die  Brennpunkte  von  k'  sind. 

Fällt  Ri  ins  Unendliche,  ist  daher  R^M  der  zur  Richtung  der 
Geraden  r  conjugirte  Durchmesser  von  k^  so  fälle  man  von  C  eine 
Senkrechte  auf  r;  liegt  der  Fusspunkt  £  derselben  zwischen  R^  nnd 
R^^  dann  ziehe  man  von  den  aus  der  Relation  R^A^  «  R^R^.R^E 
bestimmten  Punkte  A  auf  r  Tangenten  zu  k\  die  Schnittpunkte  der 
durch  die  Berührungspunkte  parallel  zu  r  gelegten  Geraden  mit  MR^ 
geben  die  den  Brennpunkten  des  k'  entsprechende  Punkte.  —  Dies 
ist  die  oben  erwähnte  Pohike'sche  Construction;  welche  aber  im 
Falle,  dass  R^  nach  D  gelangt,  nicht  anwendbar  ist,  daher  die  all- 
gemeine Construction  benutzt  wird. 

Berührt  r  den  Kegelschnitt  k  im  Punkte  iZ,  und  sind  die  Schnitt- 
punkte der  durch  C  gehenden  und  der  auf  r,  wie  auch  auf  CR  senkrecht 
stehenden  Geraden  mit  r,  Rj^  resp.  E,  dann  bestimmt  man  den  Punkt 
A  auf  r  aus  der  Relation  RE.RR^  ='rÄ^^  zieht  von  R^  und  Ä 
Tangenten  zu  k^  und  durch  die  Berührungspunkte  Parallele  zu  CR 
resp.  r,  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  dem  Brennpunkte  der 
Parabpl  entsprechende  Punkt. 

Obige  Gonstructionen  werden  bei  Bestimmung  der  Brennpunkte 
des  einem  Kegelschnitt  affinen  Kegelschnitts  folgender  Art  ange- 
wendet 

Sind  k^  k*  zwei  affine  Kegelschnitte  in  persp.  Lage,  M^  M*  ihre 
Mittelpunkte,  *  die  Affinitätsaxe ,  MS^,  MS^  diß  den  Axen  Jtf'Ä,, 
M*S^  von  k'  entsprechenden  conjugirten  Durchmesser  von  ä;,  D  der  Schnitt- 
punkt des  zu  s  conjugirten  Durchmessers  MD  mit  «,  endlich  E  der 
Fusspunkt  der  aus  M^  auf  a  gefällten  Senkrechten.  Liegt  E  auf 
der  Strecke  DS^^   dann  bestimme  man  A  auf  »  aus  der  Relation 
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DE.DS^  »  DA^^  ziehe  mit  AM  parallele  Tangenten  zu  &;  die  durch 
die  BerOhrungspunkte  zu  »  parallel  gelegten  Geraden  schneiden  MS^ 
in  den,  den  Brennpunkten  von  k'  entsprechenden  Punkten. 

Bemerkung.  1.  Liegt  J/,  daher  auch  M'  auf  «,  dann  werden  die 
Scbnittpunkte  von  MS^^  M8^^  ME^  MD  mit  einer  beliebigen  zu  « 
Parallelen  benutzt. 

2.  Geht  »  parallel  zu  den  Axen  von  A;,  und  ist  zugleich  die  Pro- 
jectionsrichtnng  senkrecht  zu  «,  dann  werden  statt  s  und  des  dieser 
Geraden  conjugirten  Durchmessers  von  k'  eine  andere  Gerade  und 
der  ihr  conjugirte  Durchmesser  angewendet 

Wir  wollen  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  nämlich:  es  sind 
gegeben  ein  Kegelschnitt  h  und  zwei  Punkte  JP,  G  seiner  Ebene, 
man  bestimme  die  Collineations-Axe  und  das  Centrum,  wie  auch  die 
Gegeoaxen  derart,  dass  die  den  F,  G  entsprechenden  Punkte  2^,  G' 
die  Brennpunkte  des  dem  Kegelschnitt  k  entsprechenden  Kegelschnitts 
werden. 

Diese  Aufgabe  kann  nur  dann  gelöst  werden,  wenn  F,  G  inner- 
halb k  liegen,  d.  h.  wenn  die  durch  F  oder  G  gehenden  conjugirten 
Geraden  eine  ellipt  Involution  bilden.  Sind  M.  jn  die  von  F,  G  har- 
monisch getrennten  conjugirten  Punkte,  R  der  Pol  von  FG^  dann 
entsprechen  entweder  die  conjugirten  Geraden  3f/»,  A/i2,  oder  3ffi, 
^  den  Axen  des  gewünschten  Kegelschnitts,  weshalb  auch  der  Auf- 
gabe zwei  Systeme  von  Kegelschnitten  entsprechen.  Das  erste  Sy- 
stem enth&lt  Ellipsen,  das  zweite  Hyperbeln.  Der  der  Geraden  yi^R^r 
conjugirte  Durchmesser  schneide  r  in  2>,  die  Tangenten  in  einem 
der  Endpunkte  der  durch  F  oder  &  zu  r  parallel  geführten  Sehne 
schneide  r  in  ^.  Ist  nun  der  Punkt  E  auf  r  so  bestimmt,  dass  er 
auf  der  Strecke  DR  liegt  und  DE  »  DJ^ :  DR  ist,  dann  wird  die  in 
E  auf  r  errichtete  Senkrechte  den  über  ftA  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreis  im  Collineations-Centrum  treffen ;  die  Coliineations- 
Axe  wird  zu  r  parallel  angenommen. 

Diese  Gonstruction  ist  nicht  anwendbar,  wenn  f*  (oder  M)  ins 
Unendliche  rückt,  da  in  diesem  Falle  die  Punkte  Z>,  i2,  £,  ^  zu- 
sammenfiallen.  Man  kann  aber  die  Lage  des  Collineations-Centrums 
in  diesem,  wie  auch  im  allgemeinen  Falle  bestimmen,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  die  sich  im  Brennpunkte  schneidenden  conjugirten 
Geraden  aufeinander  Senkrecht  stehen, daher  man  die  Schnittpunkte 
von  zwei  Par  durch  F  gehenden  conjugirten  Geraden  mit  der  Polare 
von  Jfcf,  d.  h.  der  Geraden  r  ermittelt,  durch  die  entsprechenden 
Schnittpunkte  Kreise  legt,  deren  Mittelpunkt  in  r  liegt ;  die  gemein- 
samen Punkte  dieser  Kreise  sind  die  Colüneations-Mittelpunkte. 
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Fallen  F  und  G  zasammen  in  den  innerhalb  des  Kegelschnitts 
gelegenen  Pnnkt  3f,  dann  gelangt  A^  daher  anch  E  nach  D,  and  es 
werden  alle  conjagirten  Punkte  der  Geraden  r  aas  C  unter  einem 
rechten  Winkel  projicirt,  und  k'  geht  in  einen  Kreis  Aber. 

Im  Falle,  dass  G  Bxii  h  angenommen  wird,  geht  k'  in  eine  Pa- 
rabel über,  und  die  Gonstruction  ist  leicht  dem  bei  der  Parabel  ge- 
zeigten directen  Verfahren  nachzubilden;  im  Falle  aber  auch  F  auf 
k  gelangt,  ist  die  Gegenaxe  r  unbestimmt,  indem  dieselbe  durch  den 
Pol  von  FO  beliebig  gezogen  werden  kann;  immerhin  filllt  aber  Cin 
diesen  Pol,  daher  k'  in  eine  Gerade  übergeht 

Liegen  F,  G  auf  einem  Durchmesser  von  k  und  vom  Mittelpankt 
M  desselben  gleich  weit  entfernt,  dann  wird  für  ein  System  der 
Kegelschnitte  k'  die  GolHneation  zur  Affinit&t,  und  die  Lage  der 
Affinitfttsaxe  s  kann  beliebig  angenommen  werden.  Verbindet  man 
den  einen  Endpunkt  T  der  durch  F  zu  e  parallelen  Sehne  mit  Jf, 
nennt  die  Schnittpunkte  der  zu  TMy  FG^  »  conjugirten  Durchmesser 
mit  «,  resp.  ^,  18,,  2>,  wie  auch  den  Schnittpunkt  von  G  mit  der- 
selben Geraden  S^^  errichtet  in  dem  durch  die  Relation  DE^DÄW^ 
bestimmten  Punkte  E  der  Strecke  DS^  eine  Senkrechte  auf  »,  so 
schneidet  dieselbe  den  über  S^  8^  als  Darchmesser  beschriebenen 
Kreis  im  Mittelpunhte  M'  des  zu  k  affinen  Kegelschnitts. 

Pressburg,  im  Febr.  1886. 
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VI. 


üeber  mehrfach  perspective  Tetraeder. 


VOD 

L.  Klag. 


1.  ,,Wenn  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  von  welchen 
„die  ersten  drei  dnrch  einen  Eckpankt  gehen,  fQnf  Kanten 
„eines  andern  Tetraeders,  von  welchen  die  ersten  drei  eben- 
„falls  dnrch  einen  Eckpunkt  gehen,  schneiden,  ohne  dass 
„die  Tetraeder  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  oder  Fläche 
„haben,  so  schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  einen 
„Tetraeders  die  sechste  Kante  des  andern,  und  dieselben 
„liegen  perspectiv.^^ 

Wir  bezeichnen  mit  Agh  den  Schnittpunkt  der  MgÄfk^  NgNh 
Kanten  der  Tetraeder  M^  M^M^  M^  M^^^  N^  N^N^  N^  N^  und  setzen 
Torans,  dass  ausser  M^  Af^,  N^  N^  die  übrigen  Kanten  sich  schneiden. 
Die  Punkte  iljs  Ai^M«  ^ssi  ^84^84  ^^s  ^^^  Schnittpunkte  der  in  den 
Flftcben  N^N^N^,  M^M^M^  und  N^N^N^,  M^M^M^  liegenden  Kan- 
ten, welche  Flftchen  weder  dnrch  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  gehen, 
noch  in  einer  Ebene  liegen,  befinden  sich  je  in  einer  Geraden.  Weil 
sich  diese  Geraden  im  Punkte  A^^  schneiden,  so  haben  auch 
die  Geraden  iijs^ss)  ^4-^14  daher  auch  die  Flächen  N^N^N^^ 
H^M^M^\  NiN^N^y  M^M^  M^  einen  gemeinsamen  Punkt,  welcher  der 
Schnittpunkt  der  Kanten  A^iV^,  M^M^  ist. 

2.  „Wenn  drei  Kanten  eines  Tetraeders  drei  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen  Tetraeders,  und  ausserdem  zwei 
„Kanten  des  ersten  zwei  Kanten  des  anderen  schneiden,  so 
„schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  ersten  ein  Par 
„Gegenkanten  des  zweiten  Tetraeders  und  dieselben  liegen 
„auf  zweierlei  Art  perspectiv.    Der  einer  perspectiven  Lage 
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„eutsprecheude  Collineations-Mittelpunkt  liegt  in  derjenigen 
„Gollineations-£bene,  welche  der  anderen  perspectiven  Lage 
„zugehört." 

Vorausgesetzt,  dass  NgNh  Kanten  des  iV^  Tetraeders,  ausser  N^N^^ 
die  Kanten  MgMk  des  M  in  Agk  schneiden,  und  noch  die  Kanten 
N^N^,  M^M^',  N^N^,  M^M^',  N^N^,  M^M^  in  ^',3,  resp.  A\^,  A*^ 
geraeinsame  Punkte  haben,  so  wird,  da  N^N^^  -^i-^«,  -^t-^s»  ^«-^41 
N^N^  Kanten  des  einen,  M^M^^  M^M^^  M^M^^  MgM^^  M^M^  und 
ifjifs,  3/92/3,  A/]i(f4,  M^M^^  M^M^  Kanten  des  anderen  schneiden: 
Kante  N^N^  sowol  mit  M^M^^  als  M^M^  einen  Punkt  -^i,,  resp.  A\^ 
gemeinsam  haben.  Die  zwei  Tetraeder  liegen  daher  auf  zweierlei 
Art  perspectiv,  und  es  entsprechen  den  N^N^N^N^  Eckpunkten  des 
einen  M^M^M^M^  und  M^M^M^M^  Eckpunkte  des  anderen. 

Bezeichnet  man  mit  O^  den  zur  ersten  persp.  Lage  gehörigen 
Coll.-Mittelpunkt,  so  schneiden  die  Geraden  0^A\^^  ^1^^149  ▼on 
welchen  die  erste  mit  den  Kanten  M^  Af^,  N^  N^^  die  zweite  mit  üf  A^, 
N^N^  in  A'^f  resp.  A\^  gemeinsame  Punkte  hat,  die  den  genannten 
Kanten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechenden  ^iN^  M^M^  resp. 
N^N^^  M^M^  Kanten  in  den  Punkten  A\^  resp.  A'^^  woraus  ersicht- 
lich, dass  Oj  ein  Diagonalpunkt  des  Vierseits  A^^A^^A\^A\^A*^A'^4, 
ist,  welches  in  der  zur  zweiten  persp.  Lage  gehörige  Coll.-Ebene  liegt 

Um  das  Tetraeder  N  bei  gegebenem  M  zu  construiren,  nimmt 
man  auf  der  Transversale  von  zwei  Gegenkanten  z.  B.  M^M^^  M^M^ 
des  M  zwei  beliebige  Punkte  N^^  N^  an,  sucht  die  Schnittpunkte  6>|, 
O2,  2^4,  N^  von  iV^Mg,  N^M^^  resp.  N^M^^  N^M^ ;  O^M^^  O^M^ ;  O^M^^ 
Osikfs,  :  N^N^N^N^  ist  das  mit  M^M^M^M^  auf  zweierlei  Art  bezüg- 
lich 0|,  O,  persp.  liegende  Tetraeder. 

3.  „Schneiden  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  fünf  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen,  so  schneidet  auch  die  sechste 
„Kante  des  ersten  ein  Par  Gegenkanten  des  anderen,  und 
„die  zwei  Tetraeder  liegen  auf  viererlei  Art  perspectiv/^ 

Wir  nehmen  an,  dass  NgNh  Kante  des  N^  mit  Ausnahme  von 
N^N^  die  Kanten  MgMhy  MiMk  des  Tetraeders  M  in  Agh^  A'gh 
schneidet.  Wenn  den  Eckpunkten  N^N^N^N^  die  Eckpunkte  M^M^ 
M^M^  entsprechen,  so  wird  N^N^^  da  die  übrigen  fünf  entsprechen- 
den Kanten  sich  schneiden,  mit  M^M^  einen  gemeinsamen  Punkt  A^^ 
haben,  wenn  aber  denselben  Eckpunkten  M^M^M^M^  entsprechen, 
so  wird  aus  demselben  Grunde  N^N^  auch  M^M^  in  A\^  schneiden. 
Den  Eckpunkten  N^N^N^N^  können  aber  auch  die  Eckpunkte  M^M^ 
3/43/3  und  M^M^M^M^  entsprechen  (weil  die  homologen  Kanten  sich 
schneiden),  daher  die  Tetraeder  auf  viererlei  Art  persp.  sind.  —  Wir 
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bezeichnen  die  zn  den  genannten  Lagen  gehörigen  ColL-Mittelpnnkte 
mit  Ol,  resp.  O3,  O^,  O4,  nnd  es  gehen  die  zn  O^,  resp.  Oh  gehörigen 
ColL-Ebenen   durch  die  Vierecke  ^is^]9^i4^s3^s4^a4»   ^^sp-  ^ih^oi 

Weil  die  Gerade  O^A'^g  die  Kanten  MkMi^  Nj^Ng  in  A\g^  nnd 
die,  diesen  Kanten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechende  NhNi, 
M^Mg  in  A'ki  schneidet,  ferner  OgAn,  resp.  OA^g  Geraden  Jf^ilA, 
N^Nk;  MkMiy  N^Ng  Kanten  in  An,  A\g  nnd  die,  diesen  Kanten  in 
der  ^ten  persp.  Lage  entsprechenden  NgNi^  MgMi\  NkNi^  MgM^  in 
Agi^  A'h  schneidet;  so  sind  die  vier  Goll.-Mittelpnnkte  die  Diagonal- 
ponkte  der  in  den  Goll.-Ebenen  liegenden  Vierecke.  Daraus  folgt, 
w^n  der  härm.  Lage  der  Punkte  O^A\gOgA\{^  OgAgkOkAit^  dass 
zwei  beliebige  Kanten  MgMh^  MiMk\  NgNk^  NiNi  von  M  oder  N 
doreh  zwei  Goll.-Mittelpnnkte  0„  Oh  wie  auch  OiOi  nnd  daher  durch 
zwei  Coll.-Ebenen  OgOhOi^  OgOkOk]  OiOkOg^  OiOkOk,  endlich  dnrch 
einen  beliebigen  Goll.-Mittelpnnkt  nnd  seine  Goll.-Ebene  härm,  ge- 
trennt sind. 

Da  die  Projection  der  Punkte  N^AuNkA^u  aus  O,  :  Af^^uM^'a; 
dieser  Punkte  aus  Ot :  NiAikNkA*a\  dieser  Punkte  aus  O^ :  MiA{kMkA'\h\ 
e&dHch  die  Projection  dieser  Punkte  ans  Ok :  NkAviN^A'vL  ist,  so 
folgt,  dass  zwei  Gegenkanten  M^  N  Tetraeder,  wie  MgMh^  MiMk  und 
NgNk^  NtNk  durch  zwei  Par  Eckpunhte  Ng,  Nk\  Niy  Nk^  resp.  Mg^ 
Mk\  AU,  Mk  der  N  und  M  Tetraeder,  daher  auch  durch  zwei  Par 
Fliehen  NgNhNi,  NgNkNk\  NiNkNg,  NiNkNh,  resp.  MgMkMi,  MgMkMk. 
MjMkMff^  MiMkMk  endlich  durch  einen  Eckpunkt  und  die  Gegenflftche 
Ton  A",  resp.  M  härm,  getrennt  sind. 

Aus  der  härm  Lage  der  Punkte  MgAghAfkA'aj  NgAgkNhA'gh  und 
daraus,  dass  OgOh  Gerade  durch  Agh^  Aa  oder  A'gh,  A'a  geht  Qe 
nachdem  ^,  A,  oder  f,  k  gleich  1  ist)  folgt,  dass  zwei  Gegenkanten 
des  Oj 0,05 04=  0  Tetraeders  durch  Mg,  Mh\  Aft-,  Mk  wie  auch 
Ng,  Nk'^  Ni,  Nk  Punkte,  daher  durch  MgMkMi,  MgMkMk\  MiMkMg, 
MiMkMk  und  NgNhNi,  NgNhNk\  NiNkNg,  NiNkNh  Ebenen,  endlich  durch 
einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  von  M  oder  N  barm,  getrennt  sind. 

Aus  der  soeben  gefundenen  Lage  der  Eckpunkte,  Kanten  und 
Fliehen  der  Tetraeder  M,  N,  O  und  aus  dem  Umstände,  dass  wegen 
der  persp.  Lage  die  Verbindungs-  oder  SchnittliDle  von  zwei  zu  ver- 
schiedenen Tetraedern  gehörigen]  Eckpunkten  resp.  Flächen  durch 
einen  Eckpunkt  des  dritten  gehen,  resp.  in  einer  Fläche  liegen,  folgt: 
zwei  zu  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten  Tetraeders 
bann.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte  der  Tetraeder, 
dnrch  die  Gegenflächen  involutorisch  getrennt. 
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Das  Resultat  dieser  UntersachiiDg  lantet: 

„Durch  ein  Tetraeder  und  einen  ansserhalb  seiner 
y,Flächen  liegenden  Punkt  ist  ein  anderes  Tetraeder  be- 
istimmt, von  welchem  der  angenommene  Punkt,  und  die  von 
„ihm  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  harmonisch 
„getrennten  Punkte  die  Eckpunkte  sind.  Dieses  und  das 
„angenommene  Tetraeder  sind  auf  viererlei  Art  persp.;  die 
„Coll.-Mitt6lpunkte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  and 
„Flächen  ein  und  desselben  neuen  Tetraeders.  Zwei  be- 
„liebige  Eckpunkte,  Flachen,  Gegenkanten,  Eckpunkte  und 
„Gegenflächen  jedes  der  drei  Tetraeder  werden  von  den 
„Gegenkanten  der  anderen  zwei  härm,  getrennt  Zwei  zu 
„verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flftchen 
„werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten 
„Tetraeders  härm.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte 
„durch  die  Gegenflächen  invol.  getrennt.  Die  12  Eckpunkte 
„und  Flächen  der  drei  Tetraeder  liegen  resp.  schneiden 
„sich  zu  dreien  in  je  16  Geraden ;  von  den  ersten  16  Gera- 
lden gehen  durch  jeden  Eckpunkt  4,  welche  ein  Vierkant 
„bestimmen,  dessen  Diagonal-Dreikant  drei  Kanten  eines 
„der  Tetraeder  sind,  von  den  anderen  16  Geraden  liegen 
„in  jeder  Tetraeder- Fläche  4  und  bilden  ein  Vierseit,  dessen 
„Diagonaldreieck  die  Kanten  eines  der  Tetraeder  sind.  Die 
„Kanten  der  drei  Tetraeder  liegen  in  12  Ebenen  und  gehen 
„durch  12  Punkte;  dieselben  sind  die  Flächen  resp.  £ck- 
„punkte  von  drei  neuen  Tetraedern,  welche  dieselbe  gegen- 
„seitige  Lage  haben  als  die  ersten  drei  Tetraeder.  Aber 
„auch  die  gegenseitige  Lage  der  zweimal  drei  Tetraeder 
„ist  übereinstimmend,  indem  die  Flächen  oder  Eckpunkte 
,Jedes  der  drei  neuen  Tetraeder  durch  sechs  Eckpunkte 
„der  anderen  gehen,  resp.  in  sechs  Flächen  derselben  liegen, 
„so  wie  die  Flächen  oder  Eckpunkte  der  ersten  drei  Tetra- 
„eder  durch  sechs  Eckpunkte  der  neuen  gehen,  resp.  in 
„sechs  Flächen  derselben  liegen.^^ 

„Die  ganze  Figur  enthält  24  Punkte,  24  Ebenen  und  50  Gerade; 
„die  Punkte  liegen  (Ebenen  gehen)  zu  vieren  in  (durch)  18  Geraden 
„und  zu  dreien  in  (durch)  32  Geraden;  durch  jeden  Punkt  gehen  (in 
„jeder  Ebene  liegen)  von  den  32  und  18  Geraden  4,  resp.  3,  von 
„den  24  Ebenen  (Punkten)  7,  welche  ein  Vierkant  (Vierseit)  mit  dem 
„Diagonal-Dreikant  (-Dreiseit)  bestimmen.'^ 

Die  Eckpunkte  der  im  Satze  erwähnten  drei  neuen  Tetraeder 
sind:  A^AnA'gkA'itj  . . .  und  es  sind  je  zwei  bezüglich  der  Eckpunkte 
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mid  Gegenfiftclien  des  dritten  Tetraeders,  als  GolL-Mittelpunkt  and 
Ebenen,  anf  TiererM  Art  persp.  So  z.  B.  sind  bezüglich  A^^^A^^^  A\^^ 
Ä'si  CoH.-Mfttelpunkte  A^^A^^A^^A'^^  persp.  mit  A^^A^^A^^^^,  A^ 

Ans  der  eigentamlichen  Lage  der  3f,  JV,  O  Tetraeder,  dass  zwei 
za  Terschledenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  durch  einen  Eck- 
pankt  und  Gegenfläche  des  dritten  härm,  getrennt  sind,  folgt:. 

^Die  8  Mittelpunkte  der  in  ein  Tetraeder  einbeschrie- 
^benen  Kugeln  sind  die  Eckpunkte  von  zwei  Tetraedern, 
„welche' sowol  zu  einander  als  zu  dem  Original-Tetraeder 
„auf  viererlei  Art  persp.  Uegen.^' 

5.  Zwei  Tetraeder  haben  in  Rflcksicht  auf  ihre  gemeinsamen 
Ecken  oder  Fl&chen  folgende  Lage:  sie  haben  a)  3  gemeins.  Ecken 
und  3,  2,  1  gemeins.  Flächen;  b)  2  gemeins.  Ecken  und  3,  2,  1,  0 
gemeins.  Flächen;  c)  1  gemeins.  Ecke  und  3,  2,  1,  0  gemeins.  Flä- 
chen, endlich  d)  0  gemeins.  Ecke  und  2,  1,  0  gemeins.  Flächen. 

Bezeichnet  man  die  Eckpunkte  der  Tetraeder  mit  M^M^M^M^^ 
N^N^N^N^  und  fallen  a)  3/^,  N^\  M^^  N^\  M^,  N^  zusammen,  dann 
wird  M^M^If^M^  entweder  mit  N^N^N^N^,  N^N^N^^N^,  N^N^N^N^, 
A\N^\Ni  oder  blos  mit  den  drei  letzteren  persp.  liegen,  je  nachdem 
i^4  auf  MgM^  liegt  oder  nicht,  b)  Fallen  AT^,  iV^;  M^  N^  zusammen, 
und  liegen  ausserdem  entweder  iV^,  N^  auf  M^M^  resp.  M^M^^  Kanten, 
oder  schneiden  sich  M^N^^  ^a^a^  M^M^  Geraden  in  einem  Punkte, 
80  ist  M^M^M^M^  mit  N^N^N^N^,  NiN^N^N^,  N^NiN^N^',  wenn  sich 
aber  ausser  den  gemeins.  Eckpunkten  blos  M^M^^  -^s^a  Kanten 
sehneiden  oder  auf  derselben  Geraden  liegen ,  dann  ist  M  Tetraeder 
mit  N  nur  in  den  zwei  ersten  Gruppirungen  der  Eckpunkte  per- 
spectiv, c)  Fallen  Af^,  N^  zusammen,  so  sind  die  Tetraeder  selbst 
wenn  3,  2,  1  Eckpunkte  von  N  auf  die  durch  M^  gehenden  Kanten 
oder  Flächen  liegen,  blos  auf  einerlei  Art  persp. ;  wenn  aber  M^M^Af^^ 
N^N^^  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegend  auf  0,  1,  2,  3,  4-erlei 
Art  persp.  sind  ^),  dann  liegen  auch  die  Tetraeder  auf  ebenso  vielerlei 
Art  persp.  d)  Haben  die  Tetraeder  keinen  gemeins.  Eckpunkt,  fallen 
aber  N^Nfj  M^M^  Kanten  auf  dieselbe  Gerade,  und  gehen  M^M^^ 
M^N^^  Af^jy^  Gerade  durch  einen  Punkt  (die  Tetraeder  haben  zwei 
gemeins.  Flächen),  so  ist  Mj^M^^M^  persp.  mit  N^^N^N^N^^  N^N^N^N^. 

Aus  diesem  ist  ersichtlich:  „Zwei  Tetraeder,  welche  eine 
„oder  mehr  gemeins.  Ecken,  Flächen,  Kanten  haben,  können  nicht 
„mehr  als  auf  viererlei  Art  persp.  liegen^^ 

1)  bei  reellen  Bekpnnkten. 
iNk.  4.  Ibth.  n.  Pliys.   3.  Seiha,  T.  VI.  7 
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6.  ,,Zwei  Tetraeder,  welche  keine  gemeiiu.  Elcken, 
„Kanten,  oder  Flftchen  haben,  können  nicht  dennassen  auf 
„zweierlei  Art  persp.  liegen,  dass  einem  oder  zwei  Eckpunk- 
„ten  des  einen  in  beiden  Lagen  dieselben  ein  oder  zwei 
„Eckpunkte  des  andern  entsprechen. 

Weil  MkMiAfk^  NhNiNk  Dreiecke  keine  gemeinsamen  Eckpunkte 
haben  nnd  auch  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  können  sie  nur  auf 
einerlei  Art,  z.  B.  in  der  aufgeschriebenen  Ordnung  der  eutsprechen- 
den  Eckpunkte,  persp.  sein,  woraus  folgt:  dass  MgMjtMiMk  Tetraeder 
mit  NffNhNiNk  und  mit  einem  durch  eine  andere  Gruppirung  der  NhNiNt 
oder  blos  der  NiNt  Eckpunkte  entstandenen  Tetraeder,  z.  B.  N^NiNk 
iVA,  NgNhNkNi^  etc.  nicht  persp.  sein  kann. 

7.  „Zwei  Tetraeder  können  nicht  dermassen  zu  ein- 
„ander  persp.  liegen,  dass  vier  Eckpunkten  des  einen  vier 
„Eckpunkte  des  anderen  und  noch  eine  derartige  andere 
„Gruppe  dieser  letzteren  Eckpunkte  entsprechen  sollen,  in 
„welcher  keiner  von  ihnen  demselben  Eckpunkt  des  ersteren 
„Tetraeders  entspricht,  als  in  der  fr&heren  Gruppe,  aus- 
„genommen  die  drei  Fälle,  wo  zwei  und  zugleich  die  an- 
„deren  zwei  Eckpunkte  ihre  Stelle  in  der  Gruppe  abwech- 
„selnd  ver&ndern.^^ 

Damit  MgAfkMiMk^  zu  NgNhNiNk  und  NkNkNgNi  persp.  sei,  ist 
notwendig,  dass  in  beiden  Lagen  die  entsprechenden  Kanten  sich 
schneiden;  dies  ist  aber  in  dem  Falle  nur  dann  möglich,  wenn  ein 
Eckpunkt  und  seine  Gegcnfläche  in  der  einen,  und  ein  anderer  Eck- 
punkt und  seine  Gegenfläche  in  der  anderen  persp.  Lage  mit  seinem 
entsprechenden  Eckpunkte  und  Gegenfläche  zusammenfällt,  z.  B.  Mg^ 
Mk  Eckpunkte  mit  Ng,  Nk\  MkMiMk,  MgMiMk  Flächen  mit  NhNiNk, 
NgNhNi  zusammen  fallen.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  der  Tetraeder  MgMhMiMk,  NgNkNiNk  können  aber  bei 
dieser  Lage  nur  dann  durch  einen  Punkt  gehen ,  wenn  entweder  Nk, 
Nk  oder  iV,,  Mi  zusammenfallen ;  während  die  Yerbindungslinien  der 
entsprechenden  Eckpunkte  der  Tetraeder  MgMkMiMk,  NkNkNgNi  nur 
dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  Nh,  Ni  oder  iv;,  Nk  zusammen 
fallen,  und  weil  weder  Nh  in  Mk  und  zugleich  Af,-,  noch  Nt  in 
Mi  und  Mk  fallen  kann ,  so  werden  die  Tetraeder  in  den  angegebe- 
nen Lagen  nicht  persp.  sein. 

8.  „Zwei  Tetraeder  mit  reellen  Eckpunkten  können 
„höchstens  auf  viererlei  Art  persp.  liegen.'^ 

In  5.  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Tetraeder  mit  teilweise  zu- 
sammenfallenden Elementen  nicht  mehr  als  auf  viererlei  Art  persp. 
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sein  können;  wir  scUiessen  daher  diesen  Fall  ans.  Ist  M^MkAfiMk 
Tetraeder  mit  N^NkNiNk  persp.,  dann  kann  es  lant  6.  nicht  mit  den 
14,  nnd  lant  7.  mit  den  6  Tetniedern  persp.  sein,  welche  dnrch  eine 
andere  Gmppirnng  der  entsprechenden  Eckpunkte  entstehen,  es 
bleiben  daher  blos  abrig  diejenigen  drei  Tetraeder  NgNhNiNi^  NtNk 
NgNk,  NiNiNkNg  deren  persp.  Lage  in  4  betrachtet  wurde. 

9.    „Wenn  zwei  Tetraeder  keine  gemeinsamen  Elemente 
„haben,  können  sie  nicht  auf  dreierlei  Art  persp.  sein/' 

Hat  nämlich  3/  Tetraeder  mit  N  keine  gemeins.  Elemente,  nnd 
ist  MpMkMiMi  zu  NffNkNiNk  persp.,  so  kann  es  noch  zn  NkNgNiNt^ 
NiNjtNffNk,  NiNiNkNg  persp.  sein.  Wenn  man  aber  voraussetzt,  dass 
MgMkMiAfM  zu  NgNkNiNk,  NkNgNM,  NiNjtNgNk  persp.  ist,  dann 
schneiden  sich  die  Kanten:  MgMu^  ^gNk\  MkMi,  iVÄiV,;  MkMkj  NgN^^ 
AQMi,  MkiVi;  MgMk,  N^Nit]  MMk  iV>A^*,  daher  MgMkMiMu  auch  zn 
NtNiNkNg  persp.  sein  wird. 

*      •      * 

10.  Drei  parweise  persp.  Tetraeder  bestimmen  ausser  den  in 
4.  besehriehenen,  noch  andere  Tetraeder. 

Projicirt  man  nämlich  aus  iV,  die  MgMkMiMu  Eckpunkte  des  M 
Tetraeders  auf  den  Gegenfiächen  nach  Mg^)Mk^)M^)Mi^\  so  bestim- 

men  dieselhen  ein  Tetraeder  AP    ,  und  da  man  aus  jedem  Eckpunkte 

das  N  Tetraeders  projiciren  kann,   so  gibt  es  vier  solche  AT  ^  , 


V'*>... 


Tetraeder. 


Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  der  MgMh,  NgNk\  MiMi^NgN^ 
Kanten  wie  früher  mit  Agi^  A* g\^  so  ist  ersichtlich ,  dass  AgkA'^Aiky 
AgkÄikA'ik  die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke  Mg^)Mk^)M^'')MkS^)^ 
resp.  Mgi*')Mk(^iMgi^)Mki^)  sind  und  dass  die  Viereck-Seiten  M^Wh^\ 
M^M^^\  Mg'9mkif*\  Mk^)Mjif'\  Mgi'')Mki*\  ^/"Jif^W,  3f/03fjk(*)  durch 
die  Punkte  ^'a,  resp.  A'^  Agh^  Agky  Agk^  ^«,  A*ik  gehen. 

Jedes  der  JiT  ^ ,  Jr  *%  . . ,  Tetraeder  ist  zu  M  und  O  persp., 
die  Goll.*Mittelpnnkte  sind  die  Eckpunkte  von  iV,  die  Coll.-Ebenen 
ibre  Gegenflächen,  da  sich   die  entsprechenden    Kanten   nach   dem 

en  in  Punkten  der  Flächen  des  N  Tetraeders  schneiden. 


Die  16  Eckpunkte  der  vier  M"  ^ ,,,  Tetraeder  können  aber  auch 
als  Eckpunkte  von  vier  anderen  dem  3f  einbeschriebenen  Tetraeder: 

^  *^=  Mj^)Mx^^)Ml^^Mk^^\  ^  *^=  M^ih)Mi{y)Mif'^Mi}f)  und  von  vier 
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in  den  Flftchen  von  M  Uzenden  Vierecken:  Jir  ''=  Mt^)Mg^^^Mg^^ 
Mgi^)  betrachtet  werden;  diese  Tetraeder  sind  zu  -A^,  iV  bezüglich 
der  Eckpunkte |and  Gegenflächen  des  O  Tetraeders  als  CoU.-Mittel- 
pnnkt  nnd  Ebenen,  die  Vierecke  zn  O,  N  bezüglich  der  Eckpunkte 
von  M  persp.,  da  die  Eckpunkte  der  3f(o,),  MiO^)  Tetraeder,  die 
Projectionen  von  M^MkMiMk  aus  0,,  resp.    O*,   die  Eckpunkte  der 

(M) 

M       ,  ...  Vierecke  die  Projectionen  von  NgNhNiNk  ans  Mg  sind. 


Je  zwei  der  M^^'\  M^^^\  ...,und  ^^'\m^^^\    ...    wie    auch 

(Jig)       (M  . 

M  \M  ^f  ...  Tetraeder  und  Vierecke  sind  zu  einander  bezüglich 
den  Eckpunkten  und  Gegenflächen  der  AghAik  A'ghÄik  Tetraeder 
als  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen  auf  zweierlei  Art  persp.    So  sind 

z.  B.  die  Tetraeder  J»/  ^\  M"  *^  bezüglich  Agk,  A'gk\  MiO,\  Mio^)  be- 
züglich   ^'lA,    A'a\   Mi<>k\  ^^f)    bezüglich    Aiky   Aiu^   die  Vierecke 

M  ^  ^ ,  jif  *  bezüglich  Agk^  Aik  persp.,  und  es  entsprechen  den 
Eckpunkten  von  Mg^)Mk^)Mf^)m^\  Mj(^)Mk(^)M,<^Mk(^\  A/iWilfA^i> 
Mj^^)Mk<*\  Mii9)Mgi^)Mg(*')Mg(^\  resp.  die  Eckpunkte  i/A(*)jf/*)Af/*)Ari(*), 

JtfjWifcfAW üf.W M^W  ,  3fj(0 Jü;(1)  A/f,{k)  Mki^)  ;  MiS^^M^iff)  Mk^*) MiS^)\ 
3fA(y)3/A(*)JWi(*)3/A(0,  da  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  durch  die  angegebenen  Coll.-Mittelpunkte  gehen.  Es  ist 
aber  auch  leicht  einzusehen,  dass  die  Gegenflächen  der  Coll.-Mittel- 
punkte der  AgkAaA^A*ik  Tetraeder  die  Coll.-Ebenen  sind,  da  sich 

z.B.  bei  den  Tetraedern  M^  ^\  AT  ^  die  Kanten' Jf,0r)JtfifA3/A(*'JWit*) 
Mi(ff)Mk(9\  J/,(*)j/jfe(*)  in  beiden  persp.  Lagen  entsprechen,  daher  die 
beiden  Coll.-£benen  durch  ihre  Schnittpunkte  A'a^  Aa  und  (laut  2.) 
auch  abwechselnd  durch  die  GolL-Mittelpunkte  gehen. 

Jedes  der  JT  *    ...   Tetraeder  ist  zu  jedem  der  3f   ^   .  .  . 
persp.;  die  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 

(N)  lO) 

Gegenflächen  von  M,    So  sind  die  Tetraeder  M  "  ^  M  '^  bei  jedem 

Werte  des  g  Indexes  bezüglich  Jf, ;  M^  ^\  If^  *^  3/  *\  3^  ^^ ; 

M^  ^\j^^\3J'^\m^^'^  bezüglich  3Ä  persp.,  da  ifcfy(i^)i^(*), 
MfJf)MP^)  als  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Eckpunkte 
durch  Mh  gehen. 

Die  Vierecke  M^  '\    ...  sind  auch  persp.  mit  M^  %  ...  AT  '' 
Tetraeder;  die  32  zu  diesen  Lagen  gehörigen  Coll-Mittelpunkte  sind 
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die  Eckpunkte  von  8  dem  M  nmschriebenen  Tetraedern,  welche 
dieielben  16  FlAchen  haben,  und  von  welchen  vier  zu  itf,  N,  vier  zn 
M,  0  persp.  liegen. 

Das  Tetraeder  JT  '^  und  Viereck  AT  ^'  hat  nämlich  in  Mg^) 
einen  gemeins.  Eckpunkt,  und  es  schneiden  sich  die  entsprechenden 
Seitender  m^^Mi^^W^,  Jf,W3f^(03i^(«)  Dreieckein  AkiÄkkAik 
Punkten,  daher  das  Tetraeder  und  Viereck  persp.  liegen.  Die  durch 
W^M%iB\  Mg^^M^^  entsprechende  Seiten  gelegte  Ebene  enth&lt 
AkiAfkAgiMk  Punkte,  daher  ist  der  zu  M(^g)^  M{^g)  gehörige 
GolL-Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  von  den  Verbiadungaebenen  der 
AkiAgkAgi^  AkkAgkAgkj  AaAgiAgk  Geraden  mit  Mk^  resp.  Aß,  JMit 
Punkten,  und  da  diese  Geraden  die  Schnittlinien  der  O^O^O^ 
Ebene  mit  den  durch  Mg  gehenden  Fl&chen  des  M  Tetraeders 
sind:  so  werden  die  Eckpunkte  desjenigen  Tetraeders,  welches 
M    umschrieben     ist,      und      dessen      Flächen      M     in     der 

O1O5O4  Ebene  schneiden,  die  zu  den  perap.  Lagen  der  3r  ^ , 

if^*'\A/^*\l/  *\  ...  Tetraeder  und  Vierecke  gehörige  ColL- 
IGttdpnnkte  sein. 

Ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  die  zu  den  persp.  Lagen 

^f^\f^W^'^W^^^^  und  M(0.),   M<^)  ..... 

M^^A  Jlf^**^  M^^^\  ]^^'\  3/^^\  -»/^*^gehörigenColl.-Mittelpunkte 
die  Eckpunkte  deijenigen  dem  M  umachriebenen  Tetraeder  sind, 
wdcfae  die  Flächen  von  M  in  den  Ebenen  O^OfOi,  resp.  N^N^N^^ 
NjNiNk  schneiden. 

WeU  sich  (laut  4.)  die  Flächen  der  Jkf,  N,  O  Tetraeder  in  16 
Geraden  schneiden,  so  haben  die  8  umgeschriebenen  Tetraeder  die- 
seiben  Flächen,  und  weil  vier  von  ihnen  die  Flächen  der  M,  iV,  die 
anderen  die  Flächen  der  M^  O  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
Khneidra,  so  sind  vier  der  umschriebenen  Tetraeder  mit  M^  N\  vier 
■it  Jtf ,  O  persp. 

Wir  haben  daher  folgenden  Satz,  dessen  reciprok  entst>rechender 
leiclit  ausgesprochen  werden  kann. 

„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  persp.  liegen,  dann 
„gibt  esYier ,  zn  dem  ersten  und  zweiten,  vier  zu  dem  ersten 
„und  dritten  persp.,  dem  ersten  einbesdiriebene  Tetraeder, 
„und  rier  zu  dem  zweiten  und  dritten  Tetraeder  persp. 
„Vierecke,  welche  in  den  Flächen  des  ersten  liegen;  die  8 
„Tetraeder  und  4  Vierecke  haben  dieselben  16  Eckpunkte. 
,J>ie  ersten  vier,  sowie  die  zweiten  vier  Tetraeder  und 
„die  Vierecke  sind  panroise  zu  einander  in  Bezug  auf  die 
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„Kaoten-SchQittpankte  der  ürtetraeder  ak  Coll.-Mittel- 
„pnnkto  auf  zweierlei  Art  persp.  Zwei  einbescbriebene  Te- 
„traeder,  welche  nicht  zu  denselben  zwei  Urtetraederu 
„persp.  liegen,  sind  za  einander  bezüglich  der  Eckpunkte 
ffdes  ersten  Tetraeders  persp.;  jedes  einbeschriebene  Te- 
„traeder  liegt  auch  persp.  zu  den  Vierecken  bezüglich  der 
,y£ckpunkte  derjenigen  Tetraeder,  welche  dem  ersten  um- 
„Bchrieben  und  zugleich  dem  ersten  und  zweiten,  oder  dem 
„ersten  und  dritten  persp.  ist.^^ 

11.  Wir  wollen  endlich  die  gegenseitige  Liage,  der  in  dem  M 
Nf  O  Tetraedern  einbeschriebenen  Tetraeder  untersuchen. 

Zu  dem  £nde  bezeichnen  wir  wie  oben  die  Projection  der  Eck- 
punkte NgNhNiNk  auf  die  Gegenflächen  aus  O,,  O*,  O»,  Ok  mit 
Ng^(Nk^)Nji^)Nk^i,  JV/*)iVA(*)iV;<*)iVA(^),  ...;  die  Tetraeder,  deren 
Eckpunkte  die  16  Projoctionen,  und  welche  in  N^  M  resp.   N^  O 

einbeschrieben  sind,  mit  J^  ^^  =  Ng^)  Nk^)  N^^)Nkis\   . . . ;    iV<^»)  = 

N^^^)NVf')m^Nifi'\  iV^^*^  =  iVi(*)iVA(i)iV,<*)  wo,  und  bemerken,  daas 
Ng(9)NiJjf\  Ng^)Ng^^\  Ngiif)Niif^\  NgW  Nifif\  JV/0  JV,(*),  JV^COJViW, 
Nffi^Nk^*')  Gerade  durch  Agh,  A'ik,  A'gh,  Ä'gh,  Aik,  Agh^  A'gh 
oder  A'ghi  Aik^  Agh^  Agh^  A*ik^  A*ghy  Agh  gehen,  je  nachdem  ^,  h 
oder  f,  k  gleich  1  ist 

Die  Tetraeder  M"  '\  ]>r  ^'  sind  bei  jedem  Werte  des  g  Indexes 
auf  viererlei  Art  persp.  bezüglich  der  Eckpunkte  und  Gegenflächen 
des  O  Tetraeders,  als  Coll.-Mittelpunkte  und  £benen,;nnd  zwar  der- 
weise,  dass  den  Eckpunkten  M^^^)Mk^^)Mj<^Mk^^)  des  Mf>^)  die  Eck- 
punkte M,(i)MAa)Wi)JWik(i),  m^)NJi^)Nfl)Nk(^)  von  Nio,)  bezüg- 
lich 0,,  resp.  Oa,  den  Eckpunkten  M^WMH(^)Mfl)Mk^*')  des  J*/  *\ 
die  Eckpunkte  JVi(*)JVA(*)W*)Mk(*),  W*)JVi(*)JVik(*)W*),  JVi(*)JVik(*) 
JViWJVaW,  W*)W*)JVA(*)i\r/*)  bezüglich  Oj,  Oa,  O,-,  Ok  als  Coll.- 
Mittelpunkte  entsprechen. 

Dies  folgt  für  O^  als  CoU.-Mittelpunkt  und  M^(^)Mk(^^M,<^Mk^^\ 
JViO)JVAa)Wi)JVi(i),  wie  auch  für  Ok  als  Coll.-Mittelpunkt  und 
Mi(*)M*(»)M,(*)M»(0,  W*)JViWJViWJVi(*)  als  entsprechende  Eck- 
punkte  unmittelbar,  da  die  Geraden  MgNg  bei  jedem  Werte  von  g 
durch  Oj,  die  Geraden  MmN^^  M^iVÄ,  MiNky  MkNi  durch  Oa  gehen. 
Dies  in  Betracht  gezogen  wird  der  Beweis  für  die  übrigen  Tetra- 
eder-Gombinationen  auf  folgende  Art  erhalten. 

Die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke   M^MAiV^iVA,    Mi^hNiNk 
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Bind  O^OhAih^  OxOhAiky  and  08  liegen  die  dnrch  Aik.  A^  gehenden 
Geradenpare  Mi(»)Ma(*),  JV,  WD,  resp.  M,<OJlf|(*),  JV.CDiVid)  in  den 
Ebenen  der  genannten  Vierecke,  weshalb  auch  diese  Gteradenpare, 
die  von  O^  und  ihrer  Gegenfl&che  im  O  Tetraeder  härm,  getrennt 
sind,  auch  von  O^,  Oh  Punkte  härm,  getrennt  sein  werden,  woraus 
man  scbliessen  kann,  da  die  Geraden  M^O)N^{X)^  Mifi'^Nifl\^.  .  . 
dnrch  0^  gehen,  dass  O^OkAih^  O^OhAa  auch  die  Diagonaldreiccke 
von  MjfyiMk^^)N^O)NiP'\  Jtf,(Ojtfjfe(*)i^r,a)J^t(i)  sind,  daher  sich  die  Ver- 
bindungsgeraden  der  Punkte  M^(X)NiS^\  JlfA<*)i^,<H,  -af^tOAr^a),  Jtfi^*)j^,(i) 
in  0}  schneiden  wie  auch  das  diese  Panktpare  von  Ok  darchO,0«6ft 
Ebene  härm,  getrennt  sind.  Fernerhin  sind  die  Diagonaldreiecke 
der  Vierecke  M^MiNkNk,  M^Mk^^Nr,  resp.  öaOM'«,  OhOkA'u,  und  es 
liegen  die  durch  A'hM^  A'u  gehenden  Geradenpare  -A^iWjtftt^;, 
>V*)J^(tt;  Jlfjb<DArk(0,  j^,<*)jY,-(*)  in  den  Ebenen  der  genannten  Vier- 
ecke, weshalb  auch  die  Geradenpare,  welche  von  Ok  und  ihrer 
G^enfl&che  im  O  Tetraeder  härm,  getrennt  sind,  auch  von  O^j  0 
barm,  getrennt  sein  werden,  woraus  wir  schliessen  können,  da 
die  Geraden  3f,(*)AV*),  Nfi)NiS^\  ilfk^OJ^<^*^  Jlf(i)J^iW  durch 
Ok  gehen,  dass  OhOuA'kk^  OhOkA'u  auch  die  Diagonaldreiecke  von 
M^WMfiONiJi>^)NiS^\  JtfAO)Jlft(»W/*)i\r,<*)  sind,  und  daher  sich  die  Ver- 
biniungsgeraden  der  Punkte  JtfjWJViW,  Jir^WW*),  jirj(OJVj(*),  jn^dW^W 
im  Punkte  Oh  schneiden. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  einbeschriebenen  Tetraeder  besteht 

(N )  (M) 

darin,  dass  jedes-  Jif  "  persp.  ist  zu  jedem  n^  ^'  bezüglich  der 
Eckpunkte  und  Gegenflächen  des  O  Tetraeders  als  Goll-Mittelpnnkt 
und  Ebene. 

Das  Tetraeder  MV^x)  =  itf/i)jifjk(i)jif<(i)jifA(i)  ist  nftmlich  bezüglich 
Ol,  Ok  mit  Atiif.)  =  AiaWA(*»J^,(«W4(»),  ^  *^  =  iVA(i)^i(*)J^iCW,.(»J; 
das  Tetraeder  m"  *^  =  Ari(*)jifA(*)Jlf:(*)Jlf*(*)   aber   bezüglich    Oj,  Ok, 


,  a('*)  ^ 


Oi  mit  A(^  )  =  N^WNf,C^)Niif^)Nk(%  iV"  "^    =    2Va(*)  JV^O)  W»)  N,<*\ 

N^  •*^  =  JV.(*)JVi(i)JVi(*)JViW  persp.,   da  die  Verbindungsgeraden    der 
hier  aufgeschriebenen  entsprechenden  Eckpunkte,  wie  aus  den  16 

(0  )         0  ) 

Tetrader-Combinationenikf  ,  -2^(  ersichtlich,  durch  die  angegebenen 
Coli. -Mittelpunkte  gehen,  und  die  entsprechenden  Punkte  von  den 
ColL-HiUelpunkten  und  der  Gegenfl&che  dieses  Eckpunktes  im  O  Te- 
traeder härm,  getrennt  sind. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  wie  folgt  ausgesprochen 
werden: 
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„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  anf  viererlei  Art 
„persp.  liegen,  dann  sind  a)  je  zwei  zu  dem  ersten  und 
y,zweiten  Tetraeder  perspective,  nnd  zugleich  dem  ersten 

(  einbesöhriebene  «  ^    ,  .       . 

,^8p.  zweiten   (  ^„3^hri^i,ene      Tetraeder    zu    emander 

„bezttglich  der  Eckpunkte  und  Gegeaflftcben  des  dritten 
„Tetraeders  als  Goll.-Mitte]pankte  und  Ebenen,  auf  viererlei 

(einbeschriebene 
„  Art  persp.;   b)  jedes  dem  ersten  ^gchriebene      '^^^ 

„za  dem  ersten  und  dritten  perspective  Tetraeder  ist    zu 

.  ,       ,  .*       (  einbeschriebenen        , 

,jedem  dem  zweiten  J  ^ehriebenen  "°^  """^  '^^'^° 
„and  dritten  perspectiven  Tetraeder,  bezttgiich  eines  Eck- 
„pnnktes  nnd  Gegenflftcbe  des  dritten  Tetraeders^  als  Coli.- 
Mittelponkt  nnd  Ebene,  perspectiv.'^ 
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VII. 

Miscellen. 


1. 

Zar  Theorie  4er  harmoBlBeheB  Reihe. 

1«  In  meiner  Inaagnral-Disaertation  aber  die  ,,harmom8che 
Reihe*^  *)  ist  diese  Reihe  als  solche  definirt,  bei  der  Ton  je  drei  aufein- 
ander folgenden  Gliedern  das  mittlere  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
äussern  ist.  Es  ergiebt  sich  so  eine  Folge  von  Brachen  mit  con- 
staatem  Zahler,  deren  Nenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Als 
die  ^ifferenz^^  der  letzteren  kann  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit stets  1  angenommen  werden;  denn  wird 

gesetzt,  so  ist  die  allgemeine  harmonische  Reihe 

also  auf  jene  sofort  zurackzufahren.  In  grundsätzlich  elementarer 
Abhandloag  wurde  nun  der  Satz  gewonnen,  dass  mit  n  zwar  auch 
Sn(z)  ins  Unendliche  wächst,  aber  nur  wie  der  Logarithmus  von  n^ 
so  dass,  wenn 

(3)  &W-log(n4-a)-C^W 

gesetzt  wird,  die  Function  Ci»(s)  mit  wachsendem  n,  beständig  ab- 
nehmend, einem  nur  von  m  abhängigen  Grenzwert  C(«)  zustrebt. 
Derselbe  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  Gauss 'sehen  Func- 
tion^ 

'PW  =  „llfoD  [log«-&i-i(s+l)] 

da  offenbar 

_^  C(z)  =  -  V(m  -1),    !F(«)  -  ~C(»+1) 

1)  Halle  1886.  Ein  Termehrter  Abdruck  der  Arbeil  iin  «ArchiT 
d.  Math.«*  lieht  beror. 

S)  DisqiilailioBet  geoeralee  circa  seriell  infinilaBi  elc.  Art.  80. 
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ist     InsbesoDdere  hat  man   für  s  ==  1   die  Enler-Mascheroni'sche 
Constanto 

CHI)  =  Cni«  0+^  +  1+   -  +  \  -H")  -  0,5772156649  ... 

Von  den  allgcmeiDen  Eigenschaften  der  Fanction,  die  schon 
Gauss  aufgefunden  hat,  sind  hier  nur  drei  zu  erwähnen,  die  im  Fol- 
genden Anwendung  finden.    Es  ist  nämlich 

(4)  C(z)  -  C  (1 — «)  :=  »  cotg  »», 

(5)  Z  cL+^^  mC{mz  + 1) -fmlogii» 

und  mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  man  C{z)   für  beliebige  rationale 
und  echt  gebrochene  »  durch  die  Formeln  darstellen: 

2 
c(-)-c+^ool«-+log«.-2  Z^  co.-^log(2sin-). 

6)  fttr  ungerade  ns 

m— 2 
2 

%)  -  ^+2  ^^^+logm-2^2;  cos-^log(2.in-j 

+  (— ir+Mog2, 


fttr  gerade  m, 
m 


^^^    ^(^)  "  •  + 1  cotg^+log(2») -22;co8 ^  logtg 


n  ungerade,  m  gerade;  ife  —  1,  2,  3  ...  ^j—  oder    —7—) 

Durch  die  Ftftction  C  lassen  sich  leicht  beliebige  Ausschnitte 
der   harmonischen  Reihe   ausdrücken;    die    alternirende   Reihe 

-TT"  +  Tö -rö   •  •  •    ^&88t  sich  als  Differenz  zweier  har- 

monischen  Reihen  mit  positiven  Gliedern  durch  zwei  C-FuncUonen 
Summiren,  und  die  Wert-Acndemng,  die  dieselbe  Reihe  erf&hrt,  wenn 
das  Yerhältniss  der  Anzahl  der  positiven  Glieder  zur  Anzahl  der 
negativen  Glieder  geändert  wird,  ist  ebenfalls  mit  Hilfe  von  C  leicht 
zu  entwickeln.  Bezüglich  aller  dieser,  sowie  anderer  damit  zusam- 
menhangender Fragen  sei  auf  die  angeführte  Arbeit  verwiesen  und 
nur  bemerkt,  dass  eine  elementare  und  zugleich  strenge  Behandlung 
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derselbeH  bauptsftchlich  dadurch  erpöglicbt  wird,  dass  zojiftdist  mit 
endlichen  Reihen  und  mit  der  noch  von  ihrem  Index  abhängigen 
Fonction  Cn  gerechnet  wird,  so  dass  bis  zam  Augenblick  des  Grenz- 
flberganges  fQr  n  »  oo  alles  durchaus  geschlossen  im  Endlichen  vor 
sich  geht. 

Dasselbe  Verfahren  wollen  wir  bei  der  hier  zu  lösenden  Aufgabe 
einschlagen. 

2.  Aus  der  harmonischen  Reihe  werde  eine  neue  in  der  Weise 
gebildet,  dass  die  Vorzeichen  gruppenweise  wechseln;  die  ersten  p 
Giiedor  sollen  positiv,  die  p  nächsten  negativ  genommen  werden 
Q.  s.  f.  Gesucht  ist  die  Summe  der  neuen  Reihe,  im  Falle  ihrer 
Convergenz. 

Schreiben  wir  der  Kürze  wegen  —t^  ^  hk^  so  ist  die  Summe 
der  ersten  2pn  Glieder 

<faiw«(»)  «  Äo+Ät4-  ...+Äp-.i  -Äp  — Äp4-i  —  ...  — -Ä2P-1 
+h/ap+  ...  +Ä«i»-i  — Ä8p  —  ...  — Ä4f-i 

+ - 

-|-*(a»»-a)i>+  ...  A(i,»_i)p-i— Ä(an-i)|» — Aanp-i 

oder,  wenn  wir  die  Glieder  nach  Verticalreihen  zusammenfassen. 

Hier  kann  man  nun  die  beiden  Summen  zu  einer  einzigen  zusammen- 
ziehen und  die  negativen  Glieder  einzeln  hinter  die  positiven  ein- 
schalten, wodurch  02pN  als  Summe  von  altemirondon  harmonischen 
Reihen  dargestellt  erscheint.  Um  aber  die  Summenformel  fär  die 
letzteren  nicht  voraussetzen  zu  mflssen,  wollen  wir  lieber  unmittel- 
bar Formel  (2)  auf  jede  der  beiden  Summen  anwenden  und  erhalten 
so: 

oder  nach  (3) 
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-m'^'m-'^c-^) 


•+0 


+log 


Fflr  n  »00  verschwindet  joder  der  p  Logarithmen,  so  dass  sich  er- 
giebt: 

<"  •<-'=4gl<^(=J')-"(=S-'+0} 

Schreiben  wir  dies  noch 

0  P  \    ^P    J 

80  ist  nach  (5) 

also  anch 

(H)  ö(»)  -  CW+log(2p)  -^  *i'  C  (?^) 

Für  p  =  1  geht  0  in  die  einfach  alternirende  Reihe  tlber.  Wir 
erhalten  ftr  diesen  Fall  ans  (I)  and  (II)  die  Formeln  (29)  und  (30) 
der  Differentation. 

Beispiel.    Es  ist 

^■^4      7      10"f"l3"»"i6"~19^22++ -  =  3^  {3) 

Da  hier  p  »  2  ist,  haben  wir  ans  (1) 

Nnn  ist  $m  (6)  bdiw.  (6a) 

^12  -  H-3l0g2+^log3-y81og(2-y3)+|(2+y3) 
c|  -  c+ |logS+21og2- 1 V3 
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^ä  =  ^+31og2+|log3+y31og(2-V8)~  ?(2-y3) 
also 

'  +  i-?-lV--|{(^+¥)-'«82-y31og(2-y3)} 

3.     Anwendung    anf    die    ,,8pecielle''    harmonische 
Reihe. 

Fflr  9^1  Tereinfacht  sich  Formel  (I)  erheblich,  selbst  wenn  p 
ganz  unbestimmt  bleibt    Es  ist 

oder,  nach  (4),  da  die  autereiuander  stebonden  FnnctioneD  C  Argn- 
mente  besitzen,  deren  Summe  1  ist, 

5Jp«(l)=-H-4+,  (cotg^+cotgg+  ...  4.cotg  ^-^^} 

Hier  ergänzen  sich  die  Bogen  je  zweier  symmetrisch  zar  Mitte  stehen- 
den Cotangenten  zu  »-•    ^^  nun  allgemein 

cotgu+tgu-^ 
ist,  so  haben  wir,  wenn  p  ungerade,  etwa  gleich  2m-f-l  ist, 

und  fftr  p  «  2m,  in  welchem  Falle  ein  Mittelglied  cotg  ip  =  1  vor- 
handen ist, 

2m  2m  2m 

Wenn  wir  schliesslich  noch  beachten,  dass 

Ci»«4-21og2 

ist,  wie  sich  unmittelbar  aus  (5)  fOr  0  »  0,  m  =  2  ergiebt,  so  kommt 
abo 
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<Kl)  =  (l  +  §+3-  +  -  +  J)-(^  +  ^...+  l)+--, 

<»">    =2li  +  ^«82+^    5  -^     für  gerade, 

*     8iQ 

P 

p-1 

2 
=i-log2+^    £   — —    für  ungerade  p. 

P 
Beispiele:    Hiernach  ist:  Fflr  p  »  2, 

^   ,  1      1      1  ,   1,1  1,     ^  ,   Ä 

^  +  2^3  -4+5+6-  •==2*^«^+4 

wie  auch  unmittelbar  ersichtlich. 
Für  p  —  3, 

.•1.1        1        1        1  1,     Ol        «  li     «  I  2     ,,o 

^+2+3-4-5-6   -^ä^^^^+rT^-s^^^^+ä^vs 

Fflr  p  =  4, 

4.    Anwendung  auf  die  Reihe  der  reciproken  unge- 
raden Zahlen.    Für  «  —  |  ist 

Nach  I.  wird  f&r  diesen  Fall 

4p  ip  4p 

-  «  (cotgJ+cotgg4-..  +  cotg^). 

Dieselbe  Umformung  wi,e  vorher  ergiebt  hier 
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(IV)    «(1)=^ 


2 


^"*"P  »fi    .  (2fc-lp    wen»  p  «Bgerade 

8111 


2p 


2 


P»?,.  (2fc-l)«'    wenn  p  gerade. 
Beispiele.    Fllr  p  =2  wird  «(i)  —  — '^j    also 


2sin 


4 


,  .  1      1      1,1.1  «    ,„ 


Fttrp-3ist«(i)  =  =^  + 


:,    so  dass 


6   •      .    » 
Ssing 


l-|_i4.i_i_±_-i       — 


8 


9       11 


12" 


Diese  Beihe  Uast  sidi  auch  ableiten,  indem  man 

4       *      8"*"5      7'*"9~ll'*'l3      16- 
mit  I  mtltipiicirt  nad  das  Ergebniss 


6  ~3 


2 
9 


+ 


15 


so  hinznfllgt,  dass  man  die  gleicbnamigen  Brttche  vereinigt. 


Fflr  p  =  4  kommt  o(i)  —  i 


V"»8         «•8;' 


—  «C08  ßT,  Bomit 


^+3+5+7      9      11       13      16--      4''^+T''* 
(Fortaetzang  folgt)  H«inrich  Simon. 
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2. 

lieber  die  Normalen  der  Kegrelseliiiltte. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  i?,  ip  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts Normalen  an  denselben,  so  lässt  sich  vermittelst  einer  Glei- 
chung 4.  Grades  für  die  Normale  n  folgende  Relation  für  ihre  Qna- 
dratsumme  aufstellen: 

2ä* 

n^i-|-,^«4.^«-}.n4«  =  4Ä»4-2(a«-f  ft«)  -  -^  (a^cosy*  -*«sin y*) 

Hieraus  folgt  auch 

Ist   demnach   2?n^  =  Const.,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt  als 
geometrischen  Ort  der  Constanz  der  Quadratsumme  der  Normalen. 

Derselbe  geht  in  einen  Kreis  tlber,  wenn  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel zu  Grunde  gelegt  wird,  weil  alsdann 

«i*+«j*+V+V  =  3Ä*    ist. 

Die  obige  Gleichung  gilt  auch  noch  allgemein  für  die  Asymp- 
toten einer  Hyperbel,  nur  ist  dann 

a-ft-O,    ^«tgÄ,    V+V=2ä« 

zu  setzen,  und  der  geometrische  Ort  wird  dann  durch  die  Ellipse 

cos£*  ■   sin  B?  *"  2sin£;*co8JB* 
chracterisirt. 

Die  Diagonalen  des  ihr  nmbeschriebenen  Rechtecks  fallen  dem- 
nach mit  den  Asymptoten  zusammen.  Fällt  man  also  von  einem 
Punkt  einer  Ellipse  auf  diese  ihre  Diagonalen  Senkrechte,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Quadrate  eine  constante  Grösse. 

E.  Oekinghaus. 
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vm. 

Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Inflexionsknoten. 

Von 

P.  H.  Schouta. 


Vierter  Absclmltt. 
(Die  Polaren  der  Garva  C^.) 

44.  Vl^ie  erste  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  anf  eine  Gnrve 
C^  mit  den  Inflexionsknoten  A^  By  C  ist  eine  dorch  diese  Pnnkte 
gehende  Gorre  dritter  Ordnung  Cp',  welche  in  C^  die  sechs  Be- 
rflhrongspankte  ihrer  dorch  P  gehenden  Tangenten  einschneidet 
Die  erste  Polare  eines  Panktes  Q  von  C^  zerfUlt  in  zwei  Teile,  die 
einander  entsprechen. Jn  der  quadratischen  Transformation,  welche 
C^  in  ihren  WendeschnUt  überfahrt,  in  die  Tangente  q'  des  Wende- 
schnittes im  entsprechenden  Punkte  Q'  und  in  den  Kegelschnitt  Cq^ 
durch  -4,  B,  C,  welche  C*  in  Q  berührt." 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ganz  der  Polarentheorie  zu  ent- 
nehmen.^) Und  der  zweite  Teil  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Weyr'schcn  Satzes.  Denn  nach  diesem  Satze  muss  die  erste  Polare 
vom  Punkte  Q  der  C^  in  Bezug  auf  C^  vier  Punkte  gemein  haben 
mit  der  Tangente  q'  des  Wendeschnittes  im  entsprechenden  Punkte 
Q'  und  da  sie  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist  diese  Gerade  ganz 
enthalten.    Und  da  die  erste  Polare  eines  Punktes  Q  der  Orundcurve 


1)  Man  rergleiche  CremoDa's  „Einleitang  in  eine  geometrische  Theorie  des 
ebenen  Carvcn*%  deutsch  yon  M.  Cartie. 

AiclL  to  mth.  n.  Fliy».    2.  Seilie,  TeU  TL  8 
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diese  Curve  in  Q  berührt,  so  mnss  der  ergftnzende  Kegelschnitt  C,', 
welcher  nnn  dnrch  Ay  B,  C  geht,  die  C^  in  Q  berühren  nnd  also  in 
der  bekannten  Transformation  der  Tangente  q  vom  Wendeschnitte 
entsprechen.  Es  entsprechen  dann  die  beiden  Schnittpunkte  der 
beiden  Teile  im  allgemeinen  einander,  da  q'  nicht  durch  einen  der 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Pnnkte  geht. 

45.  „In  Bezug  auf  eine  Curve  C*  hat  jede  Gerade  g  sechs  be- 
wegliche Pole  G.  Diese  Pole  G  sind  die  Eckpunkte  eines  vollkom- 
menen Yierseits,  des  Yierseits  der  Tangenten  q*  am  Wendeschnitte 
in  den  Punkten  Q',  welche  den  vier  Schnittpunkten  Q  von  g  mit  C* 
entsprechen.  Dieses  Vierseit  ist  ebenfalls  einem  in  ABC  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  umschrieben.^)  Und  die  Gegenecken  des  Yier- 
seits entsprechen  einander  in  der  Transformation,  welche  C^  in  ihren 
Wendeschnitt  überführt." 

Nach  der  Polarentheorie  bilden  die  ersten  Polaren  von  den 
Punkten  einer  Geraden  g  in  Bezug  auf  C^  einen  Büschel  von  Curven 
dritter  Ordnung  und  schneiden  diese  durch  A^  By  C  gehenden  Curven 
also  einander  zu  je  zweien  noch,  in  sechs  allen  gemeinschaftlichen 
Punkten  G,  welche  man  die  Pole  von  g  in  Bezug  auf  C^  nennt,  da 
diese  Punkte  die  Gerade  g  zur  gemeinschaftlichen  Polgeraden  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  man  die  sechs  Pole  irgend  einer  Geraden  g  be- 
trachten kann  als  die  sechs  Punkte,  welche  mit  Ay  B,  C  die  neun 
Schnittpunkte  bilden  von  den  ersten  Polaren  von  irgend  zwei  beliebig 
auf  g  gewählten  Punkten.  Wählt  man  nun  für  diese  zwei  Pnnkte 
zwei  der  vier  Schnittpunkte  Q  von  g  mit  C\  so  figurirt  der  Schnitt- 
punkt von  den  Tangeuten  q'  am  Wendeschnitte  in  den  entsprechen- 
den zwei  Punkten  Q'  unter  den  sechs  Polen  und  da  dieses  für  jede 
der  sechs  Combinationen  von  den  vier  Punkten  Q  auf  g  zu  je  zweien 
gilt,  sind  die  sechs  Pole  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Tant^enten 
q'  des  Wendeschnittos  in  den  vier  entsprechenden  Punkten  Q'  dieser 
Curve. 

Die  vier  Punkte  (^  sind  die  Schnittpunkte  vom  Wendeschnitte 
K  mit  dem  Kegelschnitte  durch  A^  B^  C,  welcher  in  der  die  C^  in 
K  überführenden  Transformation  der  Geraden  g  entspricht  Also  ist 
die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  K  sowohl  dem 
Dreiecke  ABC  als  dem  Vierseite  der  vier  Geraden  q  eingeschrieben; 
d.  h.  die  vier  Geraden  q'  umhüllen  einen  in  ABC  eingeschriebenen 
Kegelschnitt. 


2)  Diesen  Teil   des  Sattes  verdanko   ich  einer  brieflichen   Mitteilang  von 
Prof.  Küpper. 
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Deutet  man  die  vier  Schnittpunkte  einer  Geraden  g  mit  C^ 
durch  Q|,  Qf^  Q3,  Q4,  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  vom  Wende- 
scboitte  £  durch  Q/,  Qt',  Q3',  Q«'  und  die  Tangeuten  von  K  in 
diesen  Punkten  durch  5/,  ^j*,  1^3',  ^4'  an,  so  kann  man  jedem  der 
sechs  Pole  (?,  welche  wir  weiterhin  zusammen  als  das  Polscxtnpel 
G  von  g  bezeichnen,  die  beiden  Indices  der  sich  in  diesem  Punkte 
Khneidenden  Geraden  q*  beilegen,  wie  es  in  Fig.  42  angegeben  ist. 
Es  sind  dann  offenbar  die  Paare  G^^^  und  6^3,4,  (?,,3  und  G^^  (?|,4 
und  (r2,3,  deren  Indices  einander  ergänzen,  die  drei  Paare  von 
Gegenecken  des  von  den  vier  (Geraden  q  gebildeten  Yierseits.  Vnd 
je  zwei  Gegenecken  entsprechen  einander  in  der  Transformation, 
welche  C^  in  ihren  Wendeschnitt  umbildet.  Betrachtet  man  nämlich 
das  Polsextupel  mit  -4,  J?,  C  als  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren 
von  Q^  und  Qg  in  Bezug  auf  C*,  wovon  die  erste  aus  q^*  und  dem 
ihr  entsprechenden  Kegelschnitte  Cj^  die  zweite  aus  q^*  und  dem  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitte  C^^  besteht,  so  geben  q^  und  q^'  den 
Schnittpunkten  (r,,^,  qi  und  Q*  die  Schnittpunkte  G^,^  und  (ri.4, 
9s'  und  Cj*  die  Schnittpunkte  G^^q  und  G^^^  und  müssen  Cj^  und  C^* 
aasser  A^  B^  C  also  den  sechsten  Pol  G^y^  als  Schnittpunkt  haben; 
da  nun  die  Kegelschnitte  C,*  und  Q*  den  Geraden  q^'  und  q^'  ent- 
sprechen, so  muss  auch  der  freie  Schnittpunkt  6^3,4  von  C\^  und  C^^ 
dem  Schnittpunkte  G^j.g  von  q^    und  r;^'  entsprechen. 

46.  „Die  acht  Schnittpunkte  von  C^  mit  ihrem  Wendeschnitte 
K  sind  di j  BerOhrungspunkte  von  6'*  mit  ihren  vier  Doppeltangenten ; 
die  Pole  von  diesen  Doppeltangenten  in  Bezug  auf  C*  sind  die  vier 
Punkte  ;S^,  welche  in  der  die  C^  in  K  überführenden  Transformation 
sich  selbst  entsprechen.  Bei  den  Curven  C^  erster  Gattung  sind  die 
Tier  Punkte  S  und  also  auch  die  vier  Doppeltangenten  sämtlich  ima- 
ginär; bei  den  Curven  €*•  zweiter  Gattung  ist  von  den  Punkten  S 
nnd  also  auch  von  den  Doppeltangenten  ein  Paar  reell  und  ein  Paar 
imaginär.^' 

Ist  g  eine  Tangente  von  C^  und  sind  Q,  und  Q^  die  in  den 
Berührungspunkt  Q  zusammengetretenen  Punkte  von  C\  so  zeigt  das 
Polsextupel  G  von  g  die  in  Fig.  43  vorgeführte  Anordnung.  Es 
fallen  dann  G^^^  und  6^2)3  in  ^^^  Richtung  von  93'  und  (r^,«  und  G^^ 
in  der  Richtung  von  q^,'  mit  einander  zusammen.  Und  indem  G^^^ 
als  Schnittpunkt  der  auf  einander  folgenden  Tangenten  q^'  und  92' 
von  K  auf  K  liegt,  ist  G^^  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  der 
dem  Punkte  6?^^  von  K  entsprechende  Punkt  von  C\  d.  h.  der 
Berübmngspunkt  Q  von  q  mit  C\    Umgekehrt,  wenn  einer  der  sechs 
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Pole  G  auf  K  liegt,  so  berührt  die  Gerade  g  im  entsprechenden 
Punkte  von  C^  diese  Carve ;  denn  nach  dem  vorhergehenden  Artikel 
ist  die  Gegenecke  dann  der  entsprechende  Punkt  von  C^  und  die 
Polgerade  eines  Punktes  von  C^  ist  nach  der  Polarentheorie  die 
Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte. 

Ist  weiter  g  eine  Doppeltangente  von  C^y  indem  einerseits  Q^ 
und  Qi  und  andererseits  Q^  und  Q^  zusammenfallen,  so  reducirt  sich 
das  Polsextupel  G  von  g  in  der  in  Fig.  44  vorgestellten  Weise.  Es 
fa^en  dann  die  vier  Punkte  (7t,s,  G^^,«,  6^2,3,  G^^^  in  einen  Punkt 
zusammen,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  G^^^  und  G^^^  ebenso  wie 
C7i,4  und  (7s,3  einander  entsprechen,  einer  der  vier  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  S\  dabei  sind  die  coincidirenden  Tangenten  q^' 
und  q^*  von  K  als  die  Verbindungslinien  von  G^^  mit  G^,^  und  von 
6^2,3  mit  ^2,4,  die  coincidirenden  Tangenten  «23'  und  q^f  von  K  als 
die  Verbindungslinien  von  6*„3  und  G^,^  und  von  ^1,4  mit  öj,^  zu 
betrachten.  Und  die  Punkte  G^^^  und  6^3,4  befinden  sich  als  Schnitt- 
punkte von  aufeinanderfolgenden  Tangenten  von  K  auf  K,  Aber 
wenn  G^^^  und  G^^^  auf  K  liegen,  so  befinden  sich  nach  dem  vorher- 
gehenden Artikel  (73,4  und  6r^,9  auf  C*'  und  ist  (73,4  der  ans  der 
Coincidenz  voü  Qi  und  Q«,  <7j,s  der  aus  der  Coincidenz  von  Q3 
und  Q4  hervorgegangene  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  g. 
Also  sind  die  Berührungspunkte  von  C^  mit  einer  Doppeltangente 
Schnittpunkte  von  C^  mit  ihrem  Wendeschnitte  K,  Und  die  Zahl 
der  Doppeltangenten  ist  jener  der  Punkte  S  gleich,  also  vier;  woraus 
dann  noch  folgt,  dass  C^  und  K  acht  Punkte  gemein  haben. 

Die  im  Satze  aufgenommene  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Reali- 
tät der  Punkte  S  und  der  ihnen  entsprechenden  Doppeltangenten 
ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Normalcurven.  Bei 
der  ersten  Normalcurve  erster  Gattung  (Fig.  22)  liegen  die  einander 
entsprechenden  Punkte  P  und  P'  allemal  in  zwei  Scheitelwinkeln  der 
vier  von  den  Achsen  CA  und  CB  gebildeten  Winkel,  bei  der  zweiten 
Normalcurve  1.  Gattung  (Fig.  24)  liegen  sie  an  verschiedenen  Seiten 
der  imaginären  Achse  des  Wendeschcittes ;  in  beiden  Fällen  kann  keine 
Coincidenz  eintreten,  sind  also  die  vier  Punkte  S^  die  vier  Doppel- 
tangenten von  C*'  und  die  acht  Schnittpunkte  von  C^  mit  K  sämtlich 
imaginär.  Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  giebt  es  zwei  reelle 
Punkte  S  auf  der  imaginären  Achse  von  IT,  da  die  Transformation 
in  diesem  Falle  die  um  diese  Gerade  umgelegte  Verwandtschaft  der 
reciproken  Kadien  ist;  die  Entfernung  dieser  Punkte  von  C  ist  der 
Potenz  dieser  Verwandtschaft  gleich. 

47.  „Die  Polsextupel  G  der  verschiedenen  Geraden  g  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  liegen  auf  der  ersten  Polare  Cp^  von  P  in 
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Bezug  auf  C*'  and  bilden  auf  ihr  eine  Involution  sechster  Ordnung, 
die  zu  dem  Strahlbüschel  der  zugeordneten  Geraden  g  durch  F  pro- 
jectivisch  ist. 

Die  erste  Polare  Cp^  von  P  in  Bezog  auf  C^  entspricht  sich 
sdbst  in  der  Transformation,  welche  C^  in  ihren  Wendeschnitt  K 
fiberfÄhrt." 

Die  Polsextupel  G  der  Geraden  g  durch  P  mttssen  nach  der 
Polarentheorie  auf  der  ersten  Polare  Cp^  von  P  in  Bezug  auf  C^ 
liegen.  Sie  bilden  auf  Cp^  eine  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  g 
durch  P  projectivische  Involution ;  denn ,  indem  irgend  eine  Gerade 
g  durch  P  ein  einziger  Polsextupel  bestimmt,  so  bestimmt  ancb  irgend 
ein  Punkt  G  von  Cp^  mittelst  seiner  durch  P  gehenden  Polgeraden  g 
das  ganze  ihn  aufnehmende  Polsextupel. 

Die  Gurve  Cp'  entspricht  sich  selbst  in  der  Transformation, 
welche  C^  in  K  überführt  Ist  nämlich  G  irgend  ein  Punkt  von  C^^, 
80  enthält  diese  Gurve  das  ganze  Polsextupel,  welches  G  aufnimmt, 
nnd  also  auch  die  Gegenecke  von  G  im  vollkommenen  Yierseite, 
welches  das  Polsextupel  trägt,  d.  h.  den  dem  Punkte  G  in  der  be- 
kannten Transformation  entsprechenden  Punkt.  Im  einander  Ent- 
sprechen der  beiden  Teile  von  der  ersten  Polare  eines  Punktes  von 
C*  haben  wir  schon  einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Wahr- 
heit behandelt. 

Kach  im  vorhergehenden  Jahre  pnblicirten  Untersuchungen  des 
Herrn  Emil  We3rr';  giebt  es  auf  einer  allgemeinen  Curve  dritter 
Ordnung  C  nur  zwei  Arten  von  involutorischen  eindeutigen  Punkt- 
beziehungen, die  centralen  und  die  nicht  centralen.  Die  Punktepaare 
der  ersten  liegen  auf  Strahlen,  welche  C^  zum  dritten  Male  in  einem 
festen  Punkte  treffen;  jede  nicht  centrale  Beziehung  der  verlangten 
Beschaffenheit  ist  immer  eine  der  drei  Systeme  conjugirter  Punkte 
Yon  C,  welche  schon  von  Madaurin^)  aufgewiesen  sind.  Da  nun  die 
drei  Verbindungslinien  der  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  Pol- 
Bextnpels  nach  den  bekannten  Eigenschaften  des  vollkommenen  Yier- 
seits  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  die  involutorische  eindeutige 
Beziehung  der  Gegenecken  G^^^  und  G^^  auf  Cp^  die  Verwandtschaft 
anes  der    drei  Systeme  correspondirender   Punktepaare  von    Cp'. 


3)  ,^iD  Beitrag  zur  Grappentheorie  anf  den  Cnnren  rom  Geschlechte 
Eins"  (Sitzaogsberichte  der  K.  Akad.  der  Wissensch.  zu  Wien,  Band  LXXXIX. 
2te  Abteilang,  Seite  436). 

4)  ^Salmon-Siedler's  höhere  ebene  Conren*',  Art  152. 
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Wirklich  folgt  ans  bekannten  Sätzen^),  dass  die  drei  Paare  Gegen- 
ecken eines  Polsextnpels  drei  Paare  conjugirter  Pnnkte  eines  näm- 
lichen Systemes  sind,  muss  dann  aber  noch  gezeigt  werden,  dass  die 
verschiedenen  Tripel  von  Paaren  Gegenecken  aller  anf  Cp^  liegenden 
Polsextapel  dem  nämlichen  Systeme  angehören;  was  ich  hier  nach 
AufUhrang  der  Untersuchungen  Weyr's  wol  unterdrflcken  mag. 

Wenn  eine  Curve  Cp^  mit  einem  ihrer  Systeme  conjugirter 
Punkte  6^1,2,  G^^  vorliegt,  so  giebt  es  bekanntlich^)  eine  einzige 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  C^  zur  Hesse'schen  und  Steiner'schen 
Curve  und  auf  ihr  das  System  conjugirter  Punkte  0^,2,  G^^^  zum 
Systeme  von  conjugirten  Polen  hat.  Es  ist  also  die  Enveloppe  der 
Verbindungslinie  der  Punktepaare  Gi,^,  03,4,  die  Cay'ey'sche  Curve 
dieser  neuen  Curve  dritter  Ordnung  7),  eine  Curve  dritter  Classe  und 
sechster  Ordnung. 

Kehren  wir  zu  der  Involution  sechster  Ordnung  der  Polsextupel 
G  auf  Cp^  zurück,  so  bemerken  wir,  dass  diese  Involution  sechs 
Yerzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschaffenheit  hat.  Es  können 
nämlich  nur  dann  zwei  Punkte  G  eines  Polsextupels  zusammenfallen, 
wenn  die  zugeordnete  Gerade  g  durch  P  die  C*'  berührt,  und  die 
Anzahl  der  von  P  an  C^  möglichen  Tangenten  ist  sechs.  Es  sind 
weiter  die  sechs  Yerzweigungsgruppen  von  besonderer  Beschaffenheit, 
da  jede  von  ihnen  nach  Fig.  43  aus  einem  Paare  von  Doppelpunkten 
und  einem  Paare  von  Yerzweigungspunkten  besteht.  Ueberdies 
lassen  sich  die  sechs  Yerzweigungspaare  leicht  anweisen;  denn  jedes 
Paar  von  Yerzweigungspunkten  besteht  aus  einem  der  sechs  von  ^, 
B^  C  verschiedenen  Schnittpunkte  von  C*  und  Cp^  und  aus  dem  ent- 
sprechenden Schnittpunkte  von  K  und  Cp*,  Und  da  jede  Tangente 
q*  von  K  drei  Punkte  von  einer  Gruppe,  nämlich  vom  Polsextupel 
der  Geraden  PQ,  enthält,  so  muss  K  in  der  Involutionscurve  der 
betrachteten  Involution  dreimal  begriffen  sein  und  diese  Involution 
ausserdem  nur  noch  die  Enveloppe  der  Yerbindungslinien  von  den 
Gegenecken  der  Polsextupel  umfassen,  welche  oben  als  eine  Curve 
dritter  Classe  sechster  Ordnung  erkannt  ist. 

Wenn  man  P  durch  einen  Punkt  Q  von  C^  ersetzt,  wobei  die 
erste  Polare  aus  der  Tangente  q'  von  K  und  dem  dieser  Greraden 


5)  Dieser  Sats  sagt  aus,  man  erh&U  das  ganze  System,  wozu  irgend  ein 
Paar  conjngirte  Punkte  Ai^  A^  gehört,  wenn  man  diese  Pnnkte  A^^  A^  ans 
allen  Punkten  der  Curve  dritter  Ordnung  auf  diese  Curve  projiciren,  Salmoo- 
Fiedler,  a.  a.  0.,  Art.  152. 

6)  Cremona,  a.  a.  0.,  Art.   143. 

7)  Cremona,  a.  a«  0.,  Art«  135. 
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eDtsprecheDden  Kegelschnitte  Cq*  besteht,  so  teilt  sich  jedes  Pol* 
sextapel  in  zwei  Tripel ,  wovon  das  eine  auf  q\  das  andere  auf  Cq* 
\iegt\  denn  der  Punkt  Q  ist  dann  fQr  jede  dnrch  ihn  gehende  Gorade 
einer  der  vier  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  C*,  Es  bilden  dann 
die  Tripel  auf  q'  eine  kubische  Involution  auf  q*  und  die  Tripel  auf 
Cq^  eine  kubische  Involution  auf  C^^  da  ein  Punkt  von  q'  und  ebenso 
von  Cq*  seine  Polgerade  und  also  das  in  zwei  Tripel  zerfallende 
Poteextupel  bestimmt.  Jede  dieser  beiden  kubischen  Involutionen  hat 
vier  Yerzweigungsgrnppen,  welche  den  durch  Q  gehenden  C^  in  einem 
von  Q  verschiedenen  Punkte  berührenden  Tangenten  entsprechen; 
denn  die  Tangente  von  C*  in  Q  liefert  zwei  Tripel,  welche  jedes  für 
sich  ans  drei  verschiedenen  Punkten  bestehen,  wovon  aber  zwei,  die 
Schnittpunkte  von  q*  und  C^^  in  jedes  von  beiden  eingehen.  Also 
sind  die  vier  Schnittpunkte  von  q'  mit  C^  die  Verzweigungspunkte 
der  Involution  auf  Cq*,  Offenbar  ist  K  die  Involutionscurve  der  In- 
volution auf  Cq*  und  entsprechen  die  beiden  kubischen  Involutionen 
emander  in  der  Transformation,  welche  C^  in  K  überführt. 

48.  „Die  Steiner'sche  Cnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  C^  besteht  aus  der  doppelt  gezählten  C^  nnd  ihren  vier 
Doppeltangenten.*' 

Wenn  irgend  eine  der  ersten  Polaren  einen  Doppelpunkt  D  hat, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheide ,  je  nachdem  D  mit  einem  der 
vier  Punkte  S  zusammenfällt  oder  nicht.  Hat  die  erste  Polare  erstens 
einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  S  zum  Doppelpunkte,  so  ent- 
hlttt  sie  das  von  diesem  Pnnkte  und  den  Berührungspunkten  der 
diesem  Punkte  zugeordneten  Doppeltangente  von  C^  gebildete  Pol«- 
sextupel  nnd  es  liegt  dann  ihr  Pol  auf  dieser  Doppeltangente.  Und 
wirklich  hat  die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  von  einer  be- 
stimmten Doppeltangente  einen  Doppelpunkt  im  zugeordneten  Punkte 
8.  Denn  die  ersten  Polaren  von  den  Berührungspunkten  D  und  £/ 
dieser  Doppeltangenten  enthalten  die  vier  Punkte,  welche  mit  D  und 
D'  das  Polsextupel  der  Doppeltangente  bilden,  nnd  diese  Punkte 
Men  nach  Fig.  44  paarweise  in  den  Richtungen  der  Tangenten  DS 
nnd  D*S  vom  Wendeschnitte,  welche  durch  8  gehen,  mit  S  zusammen. 
Aber  wenn  die  ersten  Polaren  von  D  und  D'  einen  Doppelpunkt 
haben  in  8^  so  hat  umgekehrt  der  Polkegelschnitt  von  8  nach  einem 
bekannten  Satze  ^)  Doppelpunkte  in  D  und  D*^  ist  dieser  Kegelschnitt 
also  die  doppelt  gezählte  Doppeltangente  und  hat  er  deshalb  einen 
Doppelpunkt  in  jedem  Punkte  der  Doppeltangente.    Und  hieraus  folgt 


S)  CrenoDa,  a.  a»  O.,  Art  78. 
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dann  nmgekefart  wieder,  dass  die  erste  Polare  von  irgend  einem 
Punkte  der  Doppeltangente  einen  Doppelpunkt  hat  in  8.  Hat  die 
erste  Polare  zweitens  einen  nicht  sich  selbst  entsprechenden  Doppel- 
punkt Z>,  so  hat  sie  als  sich  selbst  entsprechende  Curve  notwendig 
einen  zweiten  Doppelpunkt  im  entsprechenden  Punkte  D'  und  zerfällt 
sie  also  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitty  die  entweder  sich 
selbst  oder  einander  entsprechen.  Hierüber  giebt  nun  weiter  das 
Polsextupel  Aufschluss,  welches  Z>  und  also  auch  D'  aufnimmt.  £& 
können  nämlich  die  vier  Tangenten  aus  D  und  Z^  an  JT  nicht  alle 
verschieden  sein,  denn  sonst  würde  jede  dieser  vier  Geraden  unsere 
das  Polsextnpel  enthaltende  zerfallende  Polare  in  vier  Punkte  schnei- 
den. Zur  vollständigen  Beseitigung  des  Widerspruches  müssen  ent- 
weder die  Tangenten  aus  Z>  an  X  zusammenfallen  und  ebenso  die 
Tangenten  ans  D*  an  IT,  oder  aber  die  Verbindungslinie  von  D  and 
D*  muss  K  berühren.  Aber  die  erste  Voraussetzung  macht  D  und  £>' 
zu  einander  entsprechenden  Punkten  von  K  und  der  ihr  entsprechen- 
den C^  also  zu  Berührungspunkten  einer  Doppeltangente  von  C'*; 
woraus  dann  folgen  würde,  dass  die  vier  anderen  Punkte  des  Pol- 
sextupels  im  zugeordneten  Punkte  S  vereint  sind,  die  betrachtete 
Polare  in  diesem  Punkte  S  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  hat,  und 
diese  Curve  also  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt  ist.  Und  dies 
ist  unmöglich;  denn  die  Doppeltangente  geht  nicht  durch  einen  der 
drei  Punkte  A^  IT,  C,  da  sie  schon  vier  Punkte  mit  C^  gemein  hat, 
und  sie  entspricht  also  weder  sich  selbst  noch  einem  zerfallenden 
Kegelschnitte,  bildet  deshalb  mit  den  beiden  Geraden  DS  und  D'8 
keine  sich  selbst  entsprechende  Curve,  keine  erste  Polare.  Es  restet 
also  nur  die  zweite  Voraussetzung,  dass  DD'  den  Wendeschnitt  be- 
rührt, und  diese  liefert  immer  die  schon  früher  gefundene  erste  Polare, 
deren  Pol  auf  C^  liegt. 

Es  hat  nach  den  gefundenen  Resultaten  die  erste  Polare  eines 
Punktes  einen  einzigen  Doppelpunkt  —  immer  in  einem  der  vier 
Punkte  8  —  wenn  der  Pol  auf  einer  der  vier  Doppeltangenten  von 
C*  liegt,  und  zwei  einander  entsprechende  Doppelpunkte,  wenn  der 
Pol  ein  Punkt  von  C^  ist.  Also  besteht  der  Ort  der  Pole,  deren 
erste  Polaren  in  Bezug  auf  C^  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  die 
Steiner'sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  C^ 
aus  der  doppelt  gezählten  C^  und  ihren  vier  Doppeltangenten.  Die 
zwölf  Doppelpunkte,  welche  nach  einem  allgemeinen  Satze  dem 
Büschel  der  ersten  Polaren  von  den  Punkten  einer  Gerade  g  zu- 
kommen, sind  deshalb  die  vier  Doppelpunktenpaare  der  vier  zerfal- 
lenden ersten  Polaren,  welche  den  Schnittpunkten  von  g  mit  C^  ent- 
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sprechen,  and  die  vier  Punkte  /S,  als  Doppelpunkte  der  vier  ersten 
Polaren,  wovon  die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  Doppeltangenten 

TOD  C^  die  Pole  sind. 

49.  „Die  Hesse'sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  C*  ist  eine  hyperelliptische  Curve  sechster  Ordnung  mit 
sieben  Doppelpunkten,  die  Punkte  A^  B^  C  und  die  vier  Punkte  S,^^ 

Zur  Bestimmung  der  Ort  der  Doppelpunkte  von  den  zerfallenden 
Polaren  des  Netzes  zeigen  wir  erst  die  Doppelpunkte  der  ersten 
Polare  irgend  eines  Punktes  Q  von  C^  näher  an.  Ist  q  die  Tangente 
von  C^  in  Q  und  nimmt  man  wieder  an,  dass  von  den  vier  Schnittpunkten 

Qv  %f  %)  ^4  ^0°  $  ^^^  ^^  <^^^  beiden  ersten  Q^  und  Q^  in  Q  zu- 
sammengefallen sind,  so  giebt  Fig.  43  das  Polseztupel  von  q  an ; 
dabei  fällt  nach  Artikel  45  der  Punkt  O^y^  in  Q  und  ist  die  Goin- 
cidenzlinie  q*  der  Seiten  q^  und  q^'  des  Polvierseits  der  geradlinige 
Teil  der  ersten  Polare  von  Q.  Aber  dann  müssen  auch  die  Schnitt- 
punkte von  q'  mit  q^*  und  ^4'  die  Doppelpunkte  dieser  ersten  Polare 
sein;  denn  diese  Curve  muss  das  Polseztupel  von  q  enthalten,  also 
^'  und  94'  in  den  Schnittpunkten  mit  9'  berühren  und  deshalb  ans 
q  und  einem  durch  die  Schnittpunkte  von  q[  mit  q^'  und  q^  gehen- 
den Kegelschnitte  bestehen. 

Die  Ordnung  des  Ortes  der  Doppelpunkte  der  zerfallenden  Polaren 
wird  gefunden,  indem  wir  suchen,  wieviel  Punkte  dieser  Ort  mit 
irgend  einer  Tangente  von  K  gemein  hat  Diese  Tangente  kann 
einmal,  nämlich  für  den  ihrem  Berührungspunkte  mit  £*  entsprechen- 
den Punkt  von  C^  als  Gerade  qf  auftreten  und  enthält  als  solche  zwei 
Doppelpunkte;  sie  kann  weiter  viermal,  nämlich  für  jeden  ihrer 
Schnittpunkte  mit  C^  als  Oerade  q^'  oder  ^4'  auftreten  und  enthält 
als  solche  vier  Doppelpunkte.  Also  enthält  irgend  eine  Tangente 
von  K  sechs  Punkte  des  Ortes,  und  ist  dieser  sechster  Ordnung. 

Die  gefundene  Curve  sechster  Ordnung  hat  A^  B^  C  zu  Doppel- 
ponkten,  da  jeder  dieser  Punkte  Doppelpunkt  ist  von  zwei  ersten 
Polaren,  von  den  ersten  Polaren  dieses  zum  einen  oder  zum  anderen 
der  beiden  durch  ihn  gehenden  Zweigen  von  C^  gerechneten  Funda- 
mentalpunktes.  Ebenso  hat  die  gefundene  Hesse'sche  Curve  die  vier 
Punkte  S  zu  Doppelpunkten,  denn  da  jedes  dieser  Punkte  Doppel- 
punkt ist  von  zwei  ersten  Polaren,  welche  ihre  Pole,  die  Berührungs- 
punkte der  entsprechenden  Doppeltangente  von  C\  auf  C^  haben, 
so  geht  die  gesuchte  Curve  zweimal  durch  diesen  Punkt. 

Ein  Netz  von  Curven  C^  mit  sieben  Basispunkten  giebt  zu  einer 
involutorischen  Verwandtschaft  Anlass,  denn  alle  Curven  des  Netzes, 
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welche  dorch  irgend  einen  gegebenen  Ponkt  P  gehen,  haben  noch 
einen  Pnnkt  P'  mit  einander  gemein,  nnd  diese  Punkte  entsprechen 
einander  involntorisch.  An  einer  anderen  Stelle^)  habe  ich  diese 
Verwandtschaft  untersucht  nnd  unter  anderm  gefunden,  dass  sie  zweiter 
Ordnung  ist,  wenn  die  sieben  Basispnnkte  die  vier  Eckpunkte  und 
die  drei  Diagonalpnnkte  eines  vollkommenen  Vierecks  sind,  d.  h. 
wenn  diese  sieben  Punkte  die  Lage  der  vier  Punkte  S  und  der  drei 
Punkte  A^  B^  C  haben.  Dabei  ergab  sich  dann,  dass  die  drei 
Diagonalpunkte  die  einfachen  Fundamentalpunkte  der  quadratischen 
Transformation  sind,  und  jeder  dieser  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
beiden  anderen  zur  Fundamentalgeradcn  hat  Und  man  erkennt  leicht, 
dass  die  vier  Eckpunkte  des  vollständigen  Vierecks  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  dieser  Transformation  sind;  denn  die  Cnrve 
C  des  Netzes,  welche  aus  drei  durch  einen  dieser  vie^  Punkte 
gehenden  Geraden  besteht,  schneidet  jede  Curve  des  Netzes  ausser 
den  Basispunkten  nur  noch  in  diesem  Punkte.  Also  ist  die  Ver- 
wandtschaft in  dem  besonderen  Falle  mit  der  Transformation,  welche 
C^  in  ihren  Wendeschnitt  überftkhrt,  identisch,  und  sind  zwei  einander 
in  der  letzteren  Transformation  entsprechende  Punkte  P  and  F' 
mit  A^  J9,  C  und  den  vier  Punkten  8  inuner  die  Basispunkte  eines 
Bttschels  von  Gnrven  dritter  Ordnung. 

Weiter  habe  ich  noch  an  einer  anderen  Stelle  ^^)  gezeigt,  dass 
die  Curven  C^  durch  die  Fundamentalpunkte  und  die  vier  Punkte 
S  einer  quadratischen  Transformation  in  dieser  Transformation  sich 
selbst  entsprechen.  Und  dies  ist  offenbar  auch  mit  der  Hesse'schen 
Curve  sechster  Ordnung  der  Fall,  da  sie  der  Ort  ist  von  Paaren 
einander  entsprechender  Punkte.  Sind  nun  D  nnd  D'  irgend  ein 
Paar  dieser  Punkte,  so  werden  die  anderen  Paare  von  den  Curven 
dritter  Ordnung  des  Btlschels,  welcher  die  drei  P&hkte  A^  B^  C,  die 
vier  Punkte  S  und  D  und  D'  zu  Basispunkten  hat,  auf  der  Hesse'- 
schen  Curve  eingeschnitten.  Und  diese  Bemerkung  führt'  weiter  zu 
einer  Erzeugung  der  Hesse'schen  Curve  mittelst  projectivischer  Curven- 
btlschel.  Nimmt  man  nämlich  auf  dieser  Curve  zwei  Paare  einander 
entsprechende  Punkte  D^^  B^  und  D^,  D^  und  noch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  i>s,  2)4,  Df,  an,  so  kann  die  projectivische  Ver- 
wandtschaft der  beiden  Büschel  C«(-4,  jB,  C,  45,  l>i,  D/)  und  C«(-4,  -ö,C, 
4/S,  i>s,  D^)  dadurch  bestimmt  werden,  dass  die  durch  i>s,  JD4,  Dt^ 
gehenden  Curven  der  beiden  Bflschel  einander  entaprechen  mflssen. 


9)  „Sar  la  transformation  conjuga^o"  (Association  fran^aise  ponr  TaTance- 
ment  des  ssiences,  compte  renda  de  la  8«  Session.    Montpellier,  1879,  page  199). 

10)  „Denxcas  particnliers  de  la  transformation  birationnelle^  (Bnlletin  des 
f eiencM  mathem.  etastron.,  S«  S^e,  tome  VI,  1882,  page  162 — 169  et  174—189). 
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Bann  aber  erzeugen  diese  beiden  Bttschel  eine  Gorve  sechster  Ordnung 
mit  den  sieben  Doppelpunkten  J,  B^  C\  48^  welche  durch  i>i,  D^^ 
Dg,  />,',  I>3,  1)4,  D5  geht  und  also  mit  der  Hesse'schen  Curve,  wie 
leicht  bewiesen  wird,  znsammenftllt. 

Jede  Gurve  C^  der  von  den  sieben  Doppelpunkten  von  der  Hesse- 
gehen Curve  bestimmten  Netzes  schneidet  die  Hesse'sche  Gurve  in 
vier  beweglichen  Punkten,  von  welchen  man  zwei  beliebig  auf  ihr 
wählen  kann.  Und  alle  Gurven  des  Netzes,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  D^  von  der  Hesse'schen  Gurve  gehen,  schneiden  sie 
noch  in  drei  anderen  Punkten,  unter  welchen  immer  der  entsprechende 
Punkt  Dl'  begriffen  ist  Dies  kennzeichnet  die  Hesse'sche  Gurve  als 
eine  hyperollipüsche^O  Gurve  vom  dritten  Geschlechte'').  Und  hier- 
aus folgt  nup  weiter,  dass  die  Verbindungslinie  der  Punktenpaare 
Dj,  Dj*  eine  rationale  Gurve  umhtlllen  muss^');  was  uns  im  vorlie- 
genden Falle  schon  bekannt  war,  da  diese  Verbindungslinien  Tan- 
genten von  Wendeschnitte  sind'^). 

Fünfter  Abschnitt.* 

(Der  Bertthrungskegelschnitt). 
50.    „Die  erste  Polare  Cp^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  C^ 
wird  in  den  Inflexionsknoten  ^,  J9,  C  von  C^  von  einem  bestimmten 
Kegelschnitte  Dp*  berührt.    Diesen  Kegelschnitt  schneidet   die   C*^ 
ausser  A^  B,  C  noch  in  zwei  Punkten  Pp   und  Pp"." 

Ist  K  (Fig.  45)  der  Wendeschnitt  von  C^,  dann   sind  bekannt- 
lich die  aus  il  an  Z  möglichen  Tangenten  a'   und  a"   die  Wende- 


11)  Maa  rergleiche  die  ^ Vorlesungen  über  Geometrie  yon  A.  Clebscb,  be- 
arbeitet uDd  hcrauFgcgeben  von  Dr.  F  Lindemann,  Seite  711  oder  in  der  ur- 
sprünglichen Form  die  Verhandlung  „lieber  algebraische  Functionen"^  von 
Brill  und  Nuther  (Mathematische  Annalen,  Band  7,  Seite  286  und  287). 

12)  Das  Geschlecht  der  Curve  wird  bestimmt  von  der  M&chtigkeit  der 
Schaar  von  adjungirten  Curven  dritter  Ordnung ;  aber  die  Anzahl  der  Doppel- 
punkte fUhrt  zum  nämlichen  Resultate,  denn  man  hat 

13)  Die  Verbindungslinie  muss  eine  rationale  Curve  umhüllen ,  da  jeder 
Wert  des  Parameters ,  welcher  die  Curve  der  Büschel  dritter  Ordnung  be- 
BÜoint,  eine  Verbindungslinie  liefert. 

U)  Ich  übergehe  hier  am  Ende  dieses  Abschnitts  die  dualistisch  gegen- 
ftberttehenden  Ergebnisse,  da  die  dualistische  Uebertragnng  der  Polarentheorio 
Mlehe  schwerfUIige  Resultaten  liefert. 
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taDgenten  von  O  im  Doppelpaukte  A,  Nan  ist  nach  der  Polaren- 
theorie  die  Tangente  in  ^  an  der  ersten  Polare  Cp*  von  P  in  Bezng 
anf  C  ^  die  Gerade  durch  Ä^  welche  F  harmonisch  trennt  von  a'  und 
a".  Aher  diese  Gerade  geht  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  A'  der 
Polare  p  von  F  in  Bezug  auf  K  mit  J9C7,  da  dieser  Punkt  A'  der 
Pol  von  AP  in  Bezug  auf  K  ist.  Also  liegen  die  Schnittpunkte  A\ 
B\  C  der  Tangenten  in  A^  IT,  C  an  Cp^  mit  den  Gegenseiten  des 
Dreiecks  ABC  in  einer  Geraden ,  die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf 
K\  was  bekanntlich  beweiset,  dass  es  einen  Kegelschnitt  Dp^  giebt, 
welcher  mit  Cp^  in  den  Punkten  A,  B^  C  die  Tangenten  AA'\  BBf\ 
CC  gemein  hat.  Dieser  Kegelschnitt  hat  ausser  A^  B^  C  noch  zwei 
Punkte  Fd  und  Pd^  mit  C^  gemein,  da  die  ihr  entsprechende  Gerade 
K  in  zwei  Punkten  schneidet  ^^) 

51.  „Die  Berührungspunkte  der  sechs  durch  irgend  einen  Punkt 
P  an  C^  möglichen  Tangenten  liegen  in  einem  Kegelschnitte  Ip*. 
Dieser  Kegelschnitt  schneidet  die  C^  in  zwei  neuen  Punkten  Pt  and 
Pt\  welche  mit  Pd^  und  Pd^  auf  einer  Geraden  liegen.'^ 

Liegen  nr— ^(r— l)(r  — 2)  von  den  n*  Schnittpunkten  zweier 
Curven  C*  von  der  Ordnung  n  auf  einer  Curve  C  niederer  Ord- 
nung r,  so  enthält  C^  noch  ^(r  —  1)  (r  —  2)  dieser  Schnittpunkte,  und 
liegen  die  übrigen  n{n  —  r)  Schnittpunkte  der  Curven  C^  auf  einer 
Curve  C^"^  der  Ordnung  n—r.  Der  von  Pluecker^*)  herrührende 
Satz  beweiset  den  Satz  dieses  Artikels^^).  Wenn  man  nämlich  durch 
fünf  der  sechs  Schnittpunkte  von  Cp^  und  C^  welche  von  A^  B^  C 
verschieden  sind,  einen  Kegelschnitt  Tp^  legt,  so  bilden  C^  und  die 
ans  den  Kegelschnitten  Dp*  und  Tp^  bestehende  Curve  (\^  zwei  C!ar- 
ven  vierter  Ordnung,  welche  elf  auf  Cp^  liegende  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  nämlich  A^  B^  C,  ihre  Nachbarpunkte  auf  Cp^  und 
die  fünf  Punkte  mittelst  welcher  Tp^  bestimmt  worden  ist  Also  ent- 
hält Cp^  noch  einen   Schnittpunkt  von   den  beiden  Curven   vierter 

15)  Oder  da  C^  und  X>p*  eiDander  überhaupt  inachtPankton  schneiden  and 
jeder  der  Funkte  A^  B,  C zweimal  als  Schnittpunkt  Ton  C*  und  Dp*  tu  zählen  ist. 

16)  Cremona,  a.  a.  O.,  43,  Lehrsatz  5. 

17)  Dieser  Satz  ist  für  die  Lemniscate  Ton  Ralph  A.  Roberts  publicirt 
worden  in  seiner  Aufgabensammlung  „A  collection  of  examples  and  problems 
on  conics  and  some  of  the  Higher  plane  curves"  (Example  345).  Man  rer- 
gleiche  auch  den  analytischen  Beweis  dieses  speciellen  Falles,  welcher  durch 
centrale  Frojection  verallgemeinert  werden  kann,  in  meiner  „Notiz  ftber  die 
Lemniscate^  (Sitzungsberichte  u.  s.  w.)»  Band  LXXXIX,  Ste  Abteilung,  Seite 
I25S),  welche  schon  riele  der  folgenden  Resultate  in  anderer  Behandlungs- 
weise  enthält. 
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Ordnnxig,  und  dieser  Punkt  ist  dann,  da  die  sechs  Bchnittpnnkte  von 
Df^  DDd  Cp^  schon  alle  in  den  elf  angezeigten  Punkten  anfgenom- 
Dien  sind,  der  sechste  Schnittpunkt  von  Tp^  mit  Cp\  Also  geht  der 
dnrch  fünf  der  sechs  von  A^  B^  C  verschiedenen  Schnittpunkte  von 
Cf  und  C^  gebrachte  Kegelschnitt  Tp^  auch  dnrch  den  sechsten, 
und  liegen  die  sechs  von  A^  B,  C  verschiedenen  Schnittpunkte  von 
Cp^  and  CS  die  Berührungspunkte  der  sechs  von  P  an  C^  mög- 
liehen Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  7p'.  Und  da  die  vier 
übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  vierter  Ordnung  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen,  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 
Schnittpunkte  P*'  und  P/'  von  Tp*  und  6'*,  welche  nicht  auf  Cp* 
liegen,  nicht  verschieden  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  neuen 
Schnittpunkte  Pd'  und  Fd"  von  Dp*  und  C\  welche  dies  ebenso 
wenig  tun. 

Der  Kürze  wegen  nenne  ich  die  Punkte  Pd'  und  Pd"  die  „Rest- 
doppelpunkte^%  die  Punkte  P^'  und  P/'  die  Restpunkte^'  und  die 
Gerade  dieser  vier  Punkte  die  „Restgerade^'  von  P  in  Bezug  auf  C* 

52.  „Die  Restgerade  von  P  in  Bezug  auf  C^  ist  die  Polgerade 
von  P  in  Bezug  auf  C*." 

Wir  beweisen  diesen  Satz  bei  den  Normalcurven  und  denken 
ihn  nachher  mittelst  centraler  Projection  auf  den  allgemeinen  einer 
Corve  C^  ohne  Hittelpunkt  übertragen.  Dabei  behandeln  wir 
nach  einander  die  Normalcurven  erster  und  zweiter  Gattung. 

Ist  (Fig.  21  und  Fig.  23)  P  der  gegebene  Punkt,  so  ist  nach 
Artikel  50.  der  Kegelschnitt  Dp^  dadurch  bestimmt,  dass  er  durch 
il,  S,  C  gehen  und  in  Bezug  auf  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC 
die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  JEJ,  resp.  H  zur 
Pascal'schen  Linie  haben  muss.  Also  ist  Dp*  die  gleichseitige  Hy- 
perbel durch  C,  welche  P^  zum  Mittelpunkt  und  FfRi  und  P^/Sg  zu 
Asymptoten  hat.  Da  in  der  bekannten  Transformation  den  unend- 
lich fernen  Punkten  dieser  Hyperbel  die  Punkte  Ri  und  5/  ent- 
sprechen ,  so  entspricht  dieser  Hyperbel  die  Gerade  p\  Es  ent- 
sprechen also  die  Schnittpunkte  von  p*  und  E^  resp.  H  den  Punkten 
Pd'  und  Pd'.    Da  nun  die  vier  Punkte  P^,'  P/,  Pt%  Pt"  die  vier 


lo  den  „Kotes  and  solvtioni  to  some  of  the  problems*'  am  Ende  dei 
engUschen  Werkchens  macht  Roberts  die  Bemerkung,  dass  der  Weyr'sche  Satz 
TOD  Dr.  Casey  herrührt.  Wenn  dieser  Mathematiker  ihn  schon  in  1869  in 
den  „Transactions  of  the  irish  academy,  volnme  24.  pnblicirt  hat,  so  wird 
dieser  Satz  also  der  Casey'sche  Sata  heissen  müssen.  Aher  ich  bin  nicht  in 
der  Lage  die  Abhandlang  des  irischen  Mathematikers  an  ratpflegen. 
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Schnittpunkte  von  C^  mit  einer  Geraden  sind,  so  entsprechen  den 
Punkten  Pt*  und  Pt'  die  neuen  Schnittpunkte  von  £,  resp.  H  mit 
dem  durch  -4,  J5,  C  und  die  Schnittpunkte  von  p'  und  E,  resp.  II 
geführten  Kegelschnitte.  Aber  nach  Artikel  31.  sind  diese  neuen 
Schnittpunkte  die  Schnittpunkte  von  p  mit  E^  resp.  H  und  entsprechen 
also  die  Schnittpunkte  von  p  mit  E  resp.  H  den  Punkten  Pt'  und 
Pt"  von  C*.  Da  nun  nach  Artikel  41.  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  von  C^,  welche  den  Berührungspunkten  vom  Wendeschnitte 
mit  seinen  durch  P  gehenden  Tangenten  entsprechen,  die  Polgcrade 
von  P  ist,  ist  der  Satz  für  die  Xormalcuren  erster  Gattung  be- 
wiesen. 

Bei  der  Norroalcurve  zweiter  Gattung  legen  wir  dem  nämlichen 
Gedankengang  folgend  das  Hauptgewicht  auf  die  Anweisung  der  Hülfs- 
mittel  zur  Umgehung  der  imaginären  Kreispunkte.  Es  ist  Dp^  wie- 
der der  durch  C  gehende  Kreis,  welcher  in  .Bezug  auf  4as  von  den 
Kreispunkten  und  C  gebildete  eingeschriebene  Dreieck  die  Polare  p 
von  P  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  H  zur  Pascarschen  Linie 
hat  Wir  beweisen  sogleich,  dass  dieser  Kreis  das  Spiegelbild  von 
C  in  Bezug  auf  p  zum  Centrum  hat.  Ist  nämlich  in  Fig.  46  (der 
Polarfigur  von  Fig.  34)  ABC  ein  in  K  eingeschriebenes  Dreieck  und 
9  die  durch  die  Schnittpunkte  D  von  a  und  rZ,  E  von  h  und  6,  F 
von  c  und  f  gehende  Pascal'sche  liinie,  so  werden  c  und  «  den 
Schnittpunkt  C*  von  d  und  «  harmonisch  trennen  von  f.  Und  sind 
nun  Ä  und  B  die  Kreispunkte,  wobei  c  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  K  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  ist,  so  trennen  s  utid  die  unend- 
lich ferne  Gerade  den  Punkt  C  des  Kreises  harmonisch  vom  Mittel- 
punkte C\  ist  also  «,  da  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Kreis- 
tangente des  Punktes  C  enthält,  die  Mittel  senkrechte  von  der  Strecke 
CC  Diesem  Kreise  entspricht  nun  in  der  bekannten  Transformation 
die  Gerade  p'.  Es  entspricht  nämlich  diesem  Kreise  in  jeder  Trans- 
formation der  reciproken  Radien  mit  C  als  Centrum  eine  Gerade, 
welche  zu  p  parallel  ist,  also  in  der  C^  in  ihren  Wendeschnitt  über- 
führenden Transformation  (Fig.  26),  welche  eine  um  die  imaginäre 
Achse  vom  Wendeschnitte  /T  umgelegte  Transformation  der  reciproken 
Radien  mit  C  als  Centrum  ist,  eine  zu  p'  parallele  Gerade.  Und 
dem  auf  der  Entfernung  4CPq  von  C  liegende  zweite  Schnittpunkt 
von  CPq  mit  dem  Kreise  entspricht  der  Punkt  Pq  von  p'\  denn  nach 
Artikel  27.  hat  man  die  Relation 
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Also  entspiechen  die  Schnittpankte  von  p'  nad  H  deo  Pankten 
Pi  und  Pd'  von  der  Normalcurve  zweiter  Gattung.  Und  dann  ent- 
sprechen weiter  nach  Artikel  31.  die  Schuittpunkto  von  p  mit  H  den 
Punkten  Pt'  and  Pt"  und  findet  man  eben  wie  oben,  dass  die  Ver- 
bindongslinie  der  vier  Punkte  P4',  Pd\  Pt\  P"  die  Polare  von  P 
in  Bezug  auf  die  Normalcurve  C^  zweiter  Gattung  ist. 

Nachdem  der  Satz  nun  mittelst  centraler  Projection  auf  eine 
Corve  C^  ohne  Mittelpunkt  ausgedehnt  ist,  kann  man  noch  bemerken, 
dass  der  Punkt  P  als  G^^^  zu  kennzeichnen  ist,  wenn  man  Pt'  und 
Pt"  als  Qi  und  Qj,  PJ  und  Pj'  als  Q3  nud  Q4  betrachtet. 

53.  ,4)ie  Punktepaare,  deren  Restepunktenpaare  einander  zu 
den  vier  Sdinittpankten  von  C^  mit  den  Geraden  ihrer  Ebene  er- 
gänzen, entsprechen  einander  in  der  bekannten  Transformation  von 
C^  nnd  K.  Die  sechs  Punkte,  deren  Restpunktenpaare  die  zu  je 
zweien  genommenen  Combinationen  der  vier  Schnittpunkte  von  C^ 
mit  einer  Gerade  g  sind,  bilden  das  Polsextupel  von  g  in  Bezug  auf 
C*.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Restgerade  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  ist  die  erste  Polare  Cp\  von  P  in  Bezug  auf  C*  *' 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden. 

54.  „Der  Wendeschnitt  K  ist  der  Ort  der  Punkte  deren  Rest- 
pankte,  die  Curve  C^  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Doppelrestpunkte 
zosammenfallen.^' 

Liegt  P  auf  Ky  so  fallen  die  Punkte,  welche  Pt  und  Pt"  ent- 
sprechen, als  die  Berührungspunkte  der  aus  P  an  A"  möglichen  Tan- 
genten zusammen,  nnd  tun  dies  also  auch  die  Punkte  Pt'  und  Pt\ 
und  bei  den  Punkten  Pd*  und  Pd'l  wird  Zusammenfallen  eintreten, 
wenn  der  P  entsprechende  Punkt  P'  auf  A',  also  P  auf  C*  liegt; 
denn  nach  dem  ersten  Teile  des  vorhergehenden  Satzes  tauschen 
Restpnnkte  und  Restdoppelpunkte  ihre  Rollen,  wenn  man  P  durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  P*  ersetzt,  und  bedingt  das  Zusammen- 
fallen der  Restpunkte  von  P'  also  jenes  der  Restdoppelpnnkte  von 
P.  Dieses  letzte  Resultat  ist  auch  hiermit  in  Einklang,  dass  der 
Berühmngskegelschnitt  eines  Punktes  Q  von  C^  aus  der  Tangente 
9'  von  K  im  entsprechenden  Punkte  Q'  und  aus  der  Tangente  q  von 
C^  in  Q  bestehen  muss,  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  von  q  mit 
C^  also  die  Restpunkte  vo  nQ  sind,  nnd  die  Restdoppelpnnkte  von  Q 
mit  diesem  Punkte  zusammenfallen.^^} 


18)  Es  wird  dieses  ZasammenliiUen  in  Artikel  58  n&her  beleuchtet  werden. 
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55.  Wenn  P  irgend  eine  Gerade  g  dorchl&aft,  so  eA^ngen  seine 
Restpankte  auf  C^  eine  quadratische  Involotion,  welche  degenerirt 
wenn  g  eine  Tangente  von  K  ist^ 

Die  Paare  von  Restpnnkten  der  Punkte  P  einer  Geraden  g  bil- 
den auf  C^  eine  Involution,  da  jeder  Punkt  von  C^  seinen  Pol  und 
durch  diesen  involutorisch  den  ihn  zu  einem  Restpnnktenpaare  er- 
gänzenden Punkt  bestimmt;  ist  nämlich  Pt'  auf  C^  gegeben,  so  ist 
der  Pol  P  der  Schnittpunkt  von  g  mit  der  Tangente  vom  Wende- 
schnitte im  Punkte,  welcher  dem  gegebenen  Punkte  Pt*  von  C^  ent- 
spricht Und  man  findet  leicht  einen  diese  Involution  in  C^  ausschnei- 
denden Bflschel.  Denn  nach  Artikel  52  entsprechen  den  Restpunkten 
Pt'  und  Pt"  von  P  (F.g.  21  und  23)  die  Schnittpunkte  vom  Wende- 
schnitte  E  resp.  H  mit  der  Polgerade  p  von  P  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt,  schneiden  die  durch  den  Pol  G  von  g  gehenden  Pol- 
geraden p  der  Punkte  P  von  g  im  Wendeschnitte  also  die  Involution 
der  den  Restpunktenpaaren  entsprechende  Punktepaare  und  der  die- 
sem StrahlenbOschel  entsprechende  Büschel  von  Kegelschnitten  durch 
Ay  By  C  und  den  dem  Pole  G  von  g  entsprechenden  Punkt  G  in 
C^  die  quadratische  Involution  der  Restpnnktenpaare  aus. 

Ist  g  eine  Tangente  vom  Wendeschnitt,  so  liegt  G  auf  ihm,  re- 
ducirt  sich  die  Involution  der  entsprechenden  Punkte,  also  auch 
jene  der  Paare  Restpunkte,  indem  jedes  Paar  aus  einem  bestimmten 
Punkte  von  C\  welcher  sich  unmittelbar  als  der  dem  Berührungs- 
punkte von  G  mit  dem  Wendeschnitte  entsprechende  Punkt  ergiebt, 
und  irgend  einem  anderen  Punkte  von  C^  besteht. 

56.  „Die  Polgerade  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Dp^  durch  A^  B^  C  und  die  Restdoppelpunkte  fällt  mit  der 
Polgerade  von  P  in  Bezug  auf  C^  zusammen.^^ 

Da  die  Polgerade  von  P  in  Bezug  auf  C^  den  Kegelschnitt  Dp- 
in  den  Restdoppelpunkten  Pd  und  Pd'  schneidet,  hat  man  nur  zu 
beweisen,  dass  PPd  und  PPd'  diesen  Kegelschnitt  in  Pd'  und  Pd 
berühren.  Wir  führen  diesen  Beweis  mittelst  der  Transformation, 
welche  C^  in  ihren  Wendeschnitt  umbildet,  indem  wir  zeigen,  dass 
die  Kegelschnitte,  welche  den  Geraden  PPd'  und  PPd'  entsprechen, 
von  der  dem  Kegelschnitte  Dp^  entsprechenden  Geraden  berührt 
werden,  und  betrachten  dabei  nach  einander  wieder  die  Normalcurven 
C^  erster  und  zweiter  Gattung. 

Bei  der  Normalcurve  ~C^  erster  Gattung  beschränken  wir  uns 
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aof  den  Fall  einer  Corve  C\  deren  Wendeschnitt  ein  KreiB  iat,  wm 
nach  Artikel  22  die  Allgemeinheit  des  Beweises  nicht  beeintrftchtigt. 
Ist  in  Fig.  47  der  Kreis  Kr  dieser  Wendeschnitt,  sind  die  Dnreh- 
messer  CA  nnd  CB  die  Symmetrieschsen  von  C*  nnd  ist  P  der  ge- 
gebene Punkt,  so  entsprechen  nach  Artikel  49  den  Punkten  P,  P/, 
Pi"  nnd  dem  Kegelschnitte  D,*  die  Punkte  P\  Pd^^  Pd''  nnd  die 
Gerade  P^'Pt"  der  Fignr.  Also  mnss  die  Gerade  Pd^'Pi^"  den 
Kegelschnitt  (^  B^  C,  P',  Pd'')\n  Pd*'  nnd  den  Kegelschnitt  (ii,  B,  C, 
/",  Pd*")  in  Prf*"  berühren.  Und  dies  ist  nach  dem  zweiten  Teile  des 
Satzes  ton  Artikel  1 2  wirklich  der  Fall.  Denn  von  diesen  Kegelschnitten, 
weiche  beide  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  ist  der  erste  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CP'P^\  der  zweite  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CF'F^'  umschrieben,  nnd  Pd*'Pd^"  ist  senkrecht  zu  der  gemeinachaft- 
licheo  Hypotenuse  dieser  beiden  Dreiecke. 

Bei  der  Normalcure  C^  zweiter  Gattung  haben  nach  Artikel  63. 
die  den  Punkten  P,  Pd\  Pd'  entsprechenden  Punkte  P\  P^d^j  P^Vt 
die  iu  Fig.  48.  angegebene  Lage  in  Bezug  auf  einander,  und  muss 
also  nur  gezeigt  werden,  dass  die  Kreise  durch  P',  C,  P'd'y  und  durch 
P'  C.  Pd*  die  Gerade  Pd\  P'd'  in  Pd^  und  P^e  berühren.  Ist  nun  Q 
der  Schnittpunkt  von  P* Pd*  mit  eY  und  cR  zu  P'i,  Pd*  parallel,  so 
ist,  da  P'PJ  den  Wendeschnitt  H  in  PU'  berührt, 

A  QCP'd'  -  Z,  CQP'd'  «  zl  P'CQ+Z.  CP'Q 

Qod  da  CP'  und  CR  conjugirte  Durchmesser  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel H  sind, 

^  QCR  —  ^  P'CQ 

also  durch  Substitution 

^  RCP'd^  -  ^  CP'Q    oder    Z.  CP'df  -  Z.  CP'Q 

d.  h.  der  Kreis  durch  P\  C,  PU-  berührt  P'd'P"df  in  PV.  Und 
ebenso  beweist  man,  dass  der  Kreis  durch  P',  C,  PV  die  Gerade 
PVP'V  in  P'V  berührt 

Da  obenstehende  Beweisführungen  nicht  mehr  zulässig  sind,  wenn 
die  Gerade  P'd^P^d'  den  Wendeschnitt  nicht  schneidet,  d.  h.  wenn 
P*  innerhalb  des  Wendeschnitts  liegt,  so  geben  wir  noch  einen  all- 
semeinen  von  der  Lage  von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  un- 
abhSngigen  Beweis,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Kegelschnitte  des 
Boschels  mit  den  Basispunkten  A,  B,  C,  P'  (Fig.  49)  die  Polare  p' 
von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  K  in  einer  luTolution  von 
in  Bezug  auf  K  in  einander  co^jugirten  Pnnktepaaren  schneiden. 
Und  dies  ist  unmittelbar  hieraus  zu  entnehmen,  dass  jeder  Kegel- 
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BChnitt  durch  A^  B,  C,  P'  dem  Poldreieck  ABC  von  K  umschrieben 
ist  und  er  also  die  Polare  p'  von  P'  in  Bezug  auf  K  in  zwei  Punkten 
sichneiden  wird,  welche  mit  P'  ein  Poldreieck  von  K  bUdeu  und 
also  in  Bezug  auf  K  zu  einander  conjngirt  sind.  Also  werden  die 
beiden  Kegelschnitte  durch  A^  B^  (^^  P\  welche  p'  berühren,  dies 
auf  K  tun ,  d.  h.  die  Geraden  durch  P,  welche  Dp^  berahren ,  be- 
rtthren  diesen  Kegelschnitt  auf  C^,  in  den  Punkten  Pd'  und  PJ', 

57.  „Die  Polgerade  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Tp^  der  Bertlhrungspunkte  von  den  ans  P  an  C^  möglichen 
Tangenten  f&lltimit  der  Polgeraden  von  P  in  Bezug  auf  C^  zusam- 
men, d.  h.  indem  der  Berührungskegelschnitt  rj,^  in  C^  die  BerQh- 
rungspunkte  der  aus  P  an  C^  möglichen  Tangenten  einschneidet» 
schneidet  umgekehrt  auch  C^  in  Tp^  die  Berührungspunkte  von 
den  aus  P  an  7p^  mdglichea  Tangenten  ein  und  büdet  also  die  Com- 
bination  von  C^  mit  Tp^  eine  zusammengesetzte  Gurve  sechster 
Ordnung  mit  acht  von  A^  B,  C  verschiedenen  Doppelpunkten,  deren 
jeder  eine  der  beiden  Doppelpnnktstangenten  durch  P  sendet ^^ 

Dieser  Satz ,  welcher  einer  merkwürdigen  Wechselbeziehnng 
der  Curven  C^  und  Tp^  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  Ausdruck  giebt, 
ist  in  Verbindung  mit  einem  Paare  von  einfachen  Sätzen  der  Pola- 
rentheorie eine  Folge  des  vorhergehenden  Satzes. 

Der  erste  dieser  Hülfssätze  sagt  aus,  dass  die  Polgoraden  eines 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Curven  eines  Büschels  einen  Strahlen- 
büschel bilden*^)  und  deshalb  zusammenfallen,  wonn  die  Polgeraden 
von  P  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene  Curven  des  Büschels  dies  ton. 
Und  der  zweite  Hülfssatz  behauptet,  dass  die  drei  Polgeraden  von 
P  in  Bezug  auf  drei  Curven,  von  welchen  eine  aus  der  Combination 
der  beiden  anderen  besteht,  in  eine  Gerade  zusammenfallen  werden, 
wenn  zwei  von  ihnen  es  tun:  welcher  Satz  unmittelbar  aus  der  De- 
finition der  Polgeradon^)  abzuleiten  ist. 

Nun  gehören  nach  Artikel  52 ,  wenn  p  die  Polare  von  P  in  Be- 
zug auf  C*  andeutet,  die  drei  Curven  vierter  Ordnung  C*,  Cp^+p, 
Dp^-{-Tp*  einem   Büschel  an.     Nach  dem  zweiten  Hülfssätze  bat 


19)  Cremona,  a.  a.  0.,  Art  81,  Lehrsati  7. 
80)  Mittelst  der  Definition 

Man  rergleicho  Cremona,  a.  ft.  O.,  Art.  11. 
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Qi'-fp  ^^^  Gerade  p  zur  Polgerade  von  P\  es  haben  also  die  Carren 
C*  nnd  Cp^-^-p  in  Bezug  auf  P  die  nämliche  Polgerade,  und  es  ist 
deshalb  nach  dem  ersten  Hülfssatze  p  ebenfalls  die  Polgerade  von  F 
in  Bezug  auf  X>p^+  TpK  Aber  da  p  nach  Artikel  63.  die  Polgerade 
TOD  F  in  Bezug  auf  Dp*  ist,  so  ist  p  nach  dem  zweiten  Hlüfssatze 
ebenfalls  die  Polgerade  von  F  in  Bezng  anf  den  Bertthmngsk^gel- 
schnitt  2>*.") 

58.  ^Der  Bertthrungskegelschnitt  Tp*  zerflUlt  in  zwei  Gerade, 
wenn  F  auf  C^  oder  anf  dem  Wendeschnitte  K  dieser  Carye  liegt-, 
bei  allen  anderen  Lagen  von  F  ist  Tp*  nicht  zusammengesetzt^ 

Ist  der  gegebene  Ponkt  ein  Punkt  Q  von  C^,  so  bestokt  T^* 
nach  dem  Weyr'schen  Satze  aus  der  Tangente  q  von  7?^  in  Q  nnd 
der  Tangente  q  von  K  im  entsprechenden  Punkte  Q\  Ist  der  ge- 
gebenc^Punkt  ein  Punkt  Q'  von  K,  so  fallen  seine  Restpunkte  nach 
Artikel  54.  im  entsprechenden  Punkt  Q  von  7?^  zusammen;  deshalb 
ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze  Q  der  gemeinschaftliche  Be- 
rfibrungspunkt  der  zwei  von  Q'  an  T^*  möglichen,  hier  mit  Q' Q 
zusammenfallenden  Tangenten,  und  hat  Tq**  in  Q  einen  Doppripunkt, 
so  besteht  2^^  also  ans  zwei  Geraden  durch  Q.  Neben  den  durch 
irgend  einen  Punkt  Q  von  6^  möglichen  Tangenten  an  iC,  welche 
jede  fSr  sich  C^  in  vier  Punkten  mit  durch  einen  Punkt  von  C^ 
gehenden  Tangeuten  schneiden,  kann  man  deshalb  durch  diesen  Punkt 
noch  zwei  Gerade,  die  zusammenfallenden  Teile  von  Tq'*^  so  ziehen, 
dsss  jede  von  diesem  C*  ausser  Q  noch  in  drei  Punkten  mit  durch 
einen  Punkt,  den  entsprechenden  Punkt  Q'  von  A',  gehenden  Tan- 
genten schneidet.^^) 

Bei  allen  anderen  Lagen  von  F  ist  Tp**  ein  nicht  zerfallender 
Kegelschnitt.  Denn,  da  die  Bertlhrungspunkte  von  den  Tangenten 
aus  P  an  Tp*  auf  der  Polgeraden  p  von  F  in  Bezug  auf  C*  liegen, 
so  können  diese  Tangenten  nur  dann  zusammenfallen,  entweder  wenn 
P  durch  F  geht,  d.  h  i"  auf  C^  liegt,  oder  die  Bestpunkte  von  F 
lusammenfallen,  d.  h.  P  auf  JT  liegt  Und  nur  wenn  die  Tangenten 
ans  P  an  Tp*  zusammenfallen,  kann  2p*  entarten. 

Ans  obenstehenden  Betrachtungen  folgt  nun  noch,  das»  die  bei- 
des Geraden,  welche  den  Berühmngskegelschnitt  Jf'  eines  Punktes 


21)  Einen  analytischen  Beweis  dieees  Sattes  entnimmt  man  leicht  ans  meiner 
«Notii  Aber  die  Lemniscate  (a.  a.  O. ;  Seite  1857). 

St)  Es  erganst  dieses  Aesvlut  den  ersten  Teil  des  Sataes  von  Art  64. 


Digitized  by 


Google 


132  Sehoutii  Ueber  du  Curven  vierter  Ordmmg 

Q^  Yon  Jrbflden,  darch  Q  gehen  and  Q*  harmonisch  trennen  Ton 
der  Tangente  q  von  C^  in  Q.  Spftter  wird  die  Lage  dieser  beiden 
Geraden  näher  angewiesen  werden.'') 

59.  „Wenn  der  Kegelschnitt  Dp^  ?on  P  durch  Q  geht,  so  gebt 
umgekehrt  der  Kegelschnitt  D^  von  Q  durch  P,  d.  h.  der  Ort  der 
Punkte  Q,  deren  Kegelschnitte  durch  P  gehen,  ist  der  Kegelschnitt 
Dp^  von  P." 

Wenn  die  Polgerade  p'  von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt 
K  durch  Q'  geht,  so  geht  umgekehrt  die  Polgerade  q'  von  Q'  in 
Bezug  auf  K  durch  P^).  Dieser  bekannte  Satz  geht  mittelst  der  be- 
kannten Transformation  in  den  Satz  dieses  Artikels  Ober,  da  nach 
Artikel  58.  den  Polgeraden  p'  und  q'  von  P'  und  Q'  in  Bezug  auf 
K  die  Kegelschnitte  Dp^  und  D^^  von  P  und  Q  entsprechen. 

60.  „Die  vier  Schnittpunkte  von  C*  mit  einer  (Geraden  sind 
von  einander  unabhängig.'^ 

Die  Abhängigkeit  zweier  Gruppen  von  vier  Punkten  von  ein- 
ander kann  bekanntlich  nur  darin  bestehen,  dass  beide  Gruppen  das 
nämliche  Doppelverhältniss  zeigen.  Dies  aber  trifft  bei  den  Curven 
C*  nicht  zu.  Denn  die  Voraussetzung,  dass  irgend  zwei  in  einem 
Punkte  P  von  C^  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander 
bildende  Gerade  C^  nach  gleichem  Doppelverhältnisse  schneiden, 
wttrde  unmittelbar  bedingen,  dass  jede  Gerade  durch  Pdie  C^  ansaer 
P  in  drei  Punkten  mit  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  trftfe. 
Was  nach  Artikel  58.  nur  bei  zwei  durch  P  gehenden  Geraden  der 
Fall  sein  kann. 

Ans  dem  Satze  dieses  Artikels  geht  hervor,  dass  die  Bedingung 
welche  aussagt,  dass  eine  C^  irgend  eine  Gerade  in  vier  gegebenen 
Punkten  schneidet,  vier  einfachen  Bedingungen  aeqnivalent  ist  Nnn 
ist  ein  Kegelschnitt  JT,  von  welchem  ein  Poldreieck  ABC  vorliegt, 
durch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt;  also  kann  man  zur  BesÜmmang 
einer  C^  mit  gegebenen  Inflexionsknoten  auch  zwei  Punkte  willkttr- 
lieh  annehmen.  Da  weiter  Unbekanntheit  mit  der  Lage  von  jedem 
der  drei  Inflexionsknoten  der  C^  die  Zahl  der  willkflrlich  annehm- 
baren Punkte  um  zwei  steigert,  kann  man  zur  Bestimmung  einer 
C^  im  allgemeinen  acht  Punkte  willkflrlich  wählen.  Also  geht  durch 
vier  beliebig  auf  einer  Gerade  g  angenommene  Punkte  eine  vielfach 
unendliche  Anzahl  von  Gnrven  C^. 


SS)  Man  vergleiche  Artikel  67. 
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61.  f^Wenn  der  BerahrnDgskegebchnitt  Tp^  von  P  durch  Q 
geht,  80  geht  umgekehrt  der  Berahmngskegelschnitt  T^  von  Q  durch 
P,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte  Q,  deren  Bertthmngakegelschnitte  durch 
P  gehen,  ist  der  Berfthmngskegelschnitt  Tp^  von  P/^ 

Betnebten  wir  nochmals  die  drei  Cnryen  C«,  Cp'+P»  ^p^+^p^ 
von  Artikel  57. ,  welche  einem  Bflschel  von  Curven  vierter  Ordnung 
mgehören  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunktenquadrupel  dieser 
Gorven  mit  irgend  einer  Geraden  g^  welche  den  Punkt  P  enthält^ 
worauf  Cp',  p^  2>p',  V  ^<^^  beziehen,  durch  QiQtQtQij  UtR^B^ 
ond  8^  D^  Df  und  7^  2^^  so  ist,  wie  sich  zeigen  Iftsst,  das  Quadrupel 
27}  D}  und  Ti  Tf  in  der  von  den  beiden  anderen  Quadrupeln  auf  g 
bestimmten  biquadratischen  Involution  dadurch  gekenaseiohnet,  dass 
es  sich  in  zwei  von  P  und  8  harmonisch  getrennte  Paare  A  D^ 
ond  r,  r,  zerlegen  Iftsst  Erstens  konmit  ihm  nach  den  Artikeln  56. 
nnd  57.  diese  Eigenschaft  zu.  Zweitens  beweisen  wir  wie  folgt,  dass 
es  in  der  angegebenen  Involution  das  einzige  Quadrupel  ist,  welches 
(fiese  Eigenschaft  besitzt  Ist  U^  ü^  ü^  L^  irgend  ein  Quadrupel  der 
vorliegenden  Involution,  und  trennen  V^  F,  1"^  V^  die  Punkte  dieses 
Quadrupels  harmonisch  von  P  und  S^  so  bilden  die  verschiedenen 
Quadrupel  F,  r,  F,  F«,  welche  den  Quadrupeln  17,  ü^  U^  U^  entspre- 
cheo,  dtenbar  eine  neue  Involution,  welche  mit  der  gegebenen  pro- 
jectivisch  ist  Wenn  nun  die  Involution  U^  U^  ü^  U«  zwei  in  zwei 
von  P  und  8  harmonisch  getrennte  Paare  zerlegbare  Quadrupel 
beiftsse,  so  wOrden  die  Involutionen  I7j  ü^  ü^  U^  und  F,  F,  V^V^  ans 
den  nftmlichen  Gruppen  bestehen,  jede  Gruppe  der  Involution 
Fj  F|  F,  F4,  also  auch  eine  Gruppe  der  Involution  ü^  üf  Uf  U^  sein.  Und 
dies  führt  zum  Irrschlusse,  dass  die  Involution  zwei  durch  8  gehende 
Omppen  zulAsst,  die  Gruppe  R^MifR^  und  8,  und  die  GruK^e  der 
visr  Punkte,  welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen  von  P  und 
8.  Deshalb  kann  die  von  den  Quadrupeln  QiQ%Qn(kj  ^i^^  und 
8  bestimmte  Involution  keine  zwei  Gruppen  besitzen,  welche  sich  in 
zwei  von  P  und  8  harmonisch  getrennte  Paare  zerlegen  lassen. 

Betrachten  wir  nun  weiter  die  vier&eh  unendliche  Anzahl  der 
duth  QiQiQ^Qi  gehenden  Curven  C^  so  erhellt  aus  dem  vorher- 
gehenden, dass  die  in  Bezug  auf  diese  Gnrven  genommenen  zusam- 
meagesetzten  Curven  I>p^+  r^  von  P  die  Gerade  g  sämtlich  in 
den  Punktepaaren  D^D^  und  T^T^  schneiden.  Aber  dabei  fragt  es 
sich,  ob  immer  das  Paar.i),  D^  auf  dem  Teile  Dp^  wie  das  Paar  7j  T^ 
auf  dem  Teile  Tp*  liege.  Und  hierauf  muss  die  Antwort  entschieden  ver- 
neinend lauten.  Da  nämlich  die  Paare  D^  D^  und  T^  T^  in  Bezug  auf 
die  Quadrupel  QiQ%QtQ%iRtR%Rt  nnd  8  »ne  ganz  gleiche  Bedeutung 
haben,  werden  die  Punkte  A  Dj  resp.  7\  T^  bei  der  einen  Hftlfte 
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der  vierfach  nneadlichea  Anzahl  vonCarven  C^  darcb  Qi  Qs  Qs  ^ 
auf  der  entsprechenden  Curve  B^^  resp.  T^^  bei  der  anderen  Hälfte 
auf  Tp^  resp.  D^  zu  finden  sein.  Nennt  man  nun  zwei  Carven  C** 
durch  die  Punkte  Qi  Qt  %  ^  ^^^  9  i^  Bezug  auf  den  Punkt  P  von  g 
gleichartig  oder  ungleichartig,  jenachdem  von  den  zwei  Paaren  von 
Kegelschnitten  ^,^  und  7p*  die  gleichnamigen  oder  die  ungleich- 
namigen durch  cÜe  nftmlichen  Punfkte  von  q  gehen,  so  teilt  dieses 
Verhalten  die  Curven  C^  durch 

Ol»     Oll    Qs,    04 

so  in  zwei  Omppen,  dass  zwei  dieser  Curven  in  Bezug  auf  P  gleich- 
artig oder  ungleichartig  sind,  jenachdem  sie  zur  nämlichen  Gruppe 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  gehören.  Offenbar  wird,  was  hier 
für  den  Punkt  P  der  Geraden  g  gefunden  ist,  auch  allgemein  für 
irgend  einen  Punkt  von  g  geltra.  Dabei  fragt  es  sich  aber,  ob  die 
Teilung  der  Gurven  C^  durch  Q^  %  Q5  Q4  in  zwei  Gruppen  von  der 
Lage  des  Punktes  P  auf  ^  abhängt  oder  nicht;  aber  diese  Frage 
wird  im  folgenden  Artikel  beantwortet  werden. 

Wenn  ich  mich  jetzt  zum  Satze  dieses  Artikels  wende,  so  setze 
ich  voraus,  dass  der  Berührungsk^elschnitt  T^  von  P  in  Bezug 
auf  die  gegebene  Curve  C*  durch  Q  geht  und  die  Verbindungslinie 
g  der  Punkte  P  und  Q  die  C^  in  den  Punkten  Q^Q^%Q^  schneidet. 
Nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  ist  Q  dann  ein  Punkt  des 
Kegelschnittes  I>^  von  P  in  Bezug  auf  eine  andere  Curve  C*,  durch 
0iiQf)0tt04«  welche  mittelst  eines  Indexes  unterschiedene  Curve  man 
noch  aas  einer  vierfadi  unendlichen  Anzahl  wählen  kann.  Aber 
dann  geht  nach  Artikel  56.  umgekehrt  der  Kegelschnitt  D^  von  Q  in 
Bezug  auf  C*i  durch  P.  Und  da  diu  Curven  "C*  und  C\  für  irgend 
einen  Punkt  von  g  das  nämliche  Quadrupel  D,  D,  und  T^  T^  liefern. 
Hegt  P  auf  der  aus  den  Kegelschnitten  Df  und  7^^  von  Q  in  Bezug 
auf  C^  zusammengesetzten  Curve  vierter  Ordnung,  also  entweder  auf 
D^  von  Q  in  Bezug  auf  C^  oder  auf  Tf  von  Q  in  Bezug  auf 
C^.  Aber  auf  D^  von  Q  in  Bezug  auf  C^  kann  P  nicht  liegen, 
denn  Q  li^  nicht  auf  D^  von  P  in  Bezug  auf  C^  Also  liegt  P 
auf  dem  Bertthrungskegelschnitte  T^  von  Q  in  Bezug  auf  ü^  und 
ist  der  Satz  dieses  Artikels  bewiesen.**) 

62.    „Die   Teilung   der    Curven   C^    durch    die    vier    Punkte 
Ol  Ol  Qt  O4  einer  Geraden  g  in  zwei  Gruppen  nach   dem  Verhalten 
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der  Schnittpunkte  von  g  mit  den  in  Bezug  auf  ihnen  genommenen 
Kegelschnitten  Dp^  und  Tp^  von  dem  Pankte  P  von  g  ist  von  der 
Lage  von  P  auf  g  unabhängig/* 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  erst,  dass  die  Punkte  P 
TOD  g  sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Gurve  C^  durch  Qi  Q^Qs  Q4 
in  zwei  Systemen  ordnen.  Nennen  wir  nämlich  der  Kürze  wegen 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Curve  Dp^  irgend  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  C^  die  D-Punkte  von  P  für  C^  und  stellen  wir  mittelst 
der  Schreibweise 

/)_,,  2)_a,  Z>-i,  P,    Z>„  2>„  Z>8  ... 

eine  von  P  aus  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reihe 
TOD  Punkten  der  Geraden  g  auf,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der 
Reihe  an  beiden  Seiten  unMcbliessenden  Punkte  in  Bezug  auf  C^ 
zu  D-Punkten  hat,  so  ist  es  klar,  dass  die  Fortsetzung  der  Reihe 
nach  beiden  Seiten  immer  neue  Punkte  von  g  erzeugen  wird,  bis  sich 
die  Reihe  an  jedem  der  beiden  Enden  mittelst  einer  der  vier  Punkte 
QiQiQ9<U  abechJiesit  Denn,  da  alle  Kegelschnitte  Dp^  von  den 
Punkten  P  in  Bezug  auf  C^  durch  die  Inflexionsknoten  von  C^ 
geben,  die  Gerade  g  aber  —  da  sie  keinen  Inflexionspnnkt  von  C* 
enthält  —  nicht  ein  Teil  irgend  eines  zerfallenden  Kegelschnittes 
Dp*  sein  kann,  so  hat  kein  Punkt  P  von  g  in  Bezug  auf  C^  drei 
anf^  liegende  1>-Punkte,  was  eintreten  würde,  wenn  die  Fortsetzung 
der  Reihe  in  einer  der  beiden  Richtungen  auf  irgend  ein  schon  nie- 
dergeschriebenes Glied  zurückführte,  bevor  man  den  Endpunkt  Q 
erreicht  hätte.!  Und  die  Reihe  schliesst  sich  jederzeit  in  einem 
Ponkte  Q,  da  unter  den  beiden  D-Punkten  eines  Punktes  Q  von 
C^  dieser  Punkt  selbst  vorkommt  Aber  dann  muss  es  auch  zwei 
solche  Reihen  von  Punkten  P  auf  g  geben,  da  vier  Endpunkte  Qi, 
ö»  Qsi  Q4  vorliegen. 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  es  nicht  schwierig  mehr  zu  zeigen, 
dass  hrgend  eine  andere  Gurve  Cj*  durch  Q^,  Q^,  Qs»  Qi  sich  in  Be- 
zog auf  die  Punkte  einer  nämlichen  Reihe  zu  C^  auf  gleiche  Weise 
Terhäit  Sind  nämlich  erstens  C^  und  C^^  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  Dn  von  einer  der  beiden  Reihen  gleichartig,  so  gehen  die 
Kegelschnitte  Dp*  von  Dn  in  Bezug  auf  C*  und  C^^  durch  den  fol- 
genden Punkt  der  Reihe  Dn^i\  also  gehen  umgekehrt  nach  Artikel 
59.  die  Kegelschnitte  Dp*  von  Dn+i  in  Bezug  auf  C^  und  Cx^  durch 
Dn  und  sind  deshalb  die  Curven  C^  und  Q^  in  Beaug  auf  Dn^i 
«ich  gleichartig.    Sind  zweitens  C^  und   Cj^  in  Besug  auf  Dm  «- 
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gleichartig,  so  gebt  der  Kegelschnitt  Dp^  von  Dn  in  Bezug  auf  C* 
aod  der  K^elschnitt  Tp*  von  Z>»  in  Bezog  aof  ^  C/  durch  Dt^^i 
«nd  also  nnigekehrt  nach  Artikel  59.  der  Kegelschnitt  Dp*  von  Dn^i 
in  Besng  anf  C^  and  nach  dem  Artikel  61.  der  Kegelschnitt 
Tp*  vouj  Dn^i  in  Bezog  auf  C/  durch  Dn;  d.  h.  es  sind  die 
Gurren  C  und  C^^  in  Bezug  auf  Z>n+i  ebenMs  ungleichartig.  Also 
Hast  sich  mittelst  des  bekannten  Schlusses  von  n  auf  n-f-1  oben- 
steheade  Behauptung  beweisen. 

Aber  in  Bezug  auf  die  gegebene  Gurve  C^  lassen  sieb  die 
Punkte  P  von  g  noch  auf  eine  zweite  Weise  in  zwei  Systemen 
ordnen.  Nennen  wir  nftmlich  die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  Garve 
Tp*  irgend  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  C*  die  T-Pnnkte  von  P 
fftr  C\  so  kann  man  ebenso  mittelst  der  Schreibweise 


r-»,  r-i,  r-i,  p,  t^,  t^  t. 


eine  von  P  aus  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reibe 
von  Punkten  aufstellen,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der  Reihe  be- 
grenaenden  Punkte  in  Bezug  auf  C*  zu  r-Pnnkten  hat  Und  auch 
hier  liefert  eine  Fortsetzung  der  Reihe  immer  wieder  neue  Punkte,  bis 
sich  die  Reihe  in  zwei  iet  Punkte  Q^,  Q^  Qs,  (4  abschliesst.  Denn, 
da  nur  die  Kegelschnitte  Tq'*  von  den  Schnittpunkten  Q'  von  g  mit 
dem  Wendeschnitte  in  Geraden  zerÜBÜlen,  und  diese  Geraden  durch 
die  entsprechenden  Punkte  Q  von  C^  gehen,  so  ist  g  kein  Teil  eines 
zerfiJlenden  K^elschnittes  T*  von  einem  Punkte  P  auf  g^  hat  also 
kein  Punkt  von  g  in  Bezug  auf  C^  mehr  als  zwei  r-Punkte,  und  wird 
man  deshalb  bei  Fortsetzung  der  Reihe  bis  zum  Schlüsse  immer  neue 
Punkte  finden.  Und  bei  Fortsetzung  der  Reihe  nach  irgend  einer 
Seite  wird  man  einen  Schlusspunkt  erreicht  haben,  wenn  der  Kegel- 
schnitt Tp*  die  Gerade  g  berührt  Aber  dann  ist  der  Berührungs- 
punkt nach  Artikel  57.  immer  einer  der  vier  Punkte  Q,  weshalb  es 
auf  g  in  Bezug  auf  C^  wieder  zwei  Reihen  von  Punkten  T  geben 
muBS,  da  vier  Punkte  Q  vorliegen.  Und  ebenso  wie  oben  zeigt  man 
auch  hier,  dass  irgend  eine  andere  Gurve  C«  durch  Q],  Q|,  Qs,  Qi 
sich  in  Bezug  auf  die  Punkte  einer  n&mlichen  Reihe  zu  'c^  auf 
gleiche  Weise  verh&lt 

Ist  die  Einteilung  der  Gurven  C*  durch  Q^,  Q^  Q,)  Qi  '^^  ^^^ 
C^  gleichartige  und  mit  C^  ungleichartige  für  alle  Punkte  von 
irgend  einer  Reihe  die  nämlichei  so  ist  jetzt  nur  noch  zu  entschei- 
den, ob  sie  mit  der  Reihe  8ich|  Ändert  oder  nicht    Dazu  beweiten 
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wir  einfach,  dass  die  VoraaBsetzang ,  die  Ersetxnng  von  der  einen 
Reibe  von  J>Pankten  dnrch  die  andere  ändere  die  Einteilnng,  un- 
haltbar ist. 

Sind  Z>M-i,  Dn^  Dn^\  drei  auf  einander  folgende  Glieder  einer 
der  beiden  Reihen  nnd  also  D»-!  and  Z>n+i  die  i)-Pankte  von  Z>« 
in  Bezug  auf  die  mit  C^  gleichartigen  Curven  C*  und  die  7-Punkte 
TOD  Dn  in  Bezug  auf  die  mit  C^  ungleichartigen  Curven  C/,  so  er- 
teilen wir  Dn  eine  unendlich  kleine  Bewegung  auf  |^,  wobei  natürlich 
die  Punkte  Dn^i  und  Dn^x  sich  auch  Aber  unendlich  kleine  Strecken 
von  g  bewegen.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  drei  neuen  Punkte,  die 
als  Ifn-i^  Dny  D*n^\  ZU  bezeichnen  sind,  in  Bezug  auf  die  mit  C^ 
gleichartigen  Curven  wieder  einer  der  beiden  D-Beihen  ange- 
hören werden.  Und  auf  diese  Frage  muss  die  Antwort  im  allge- 
meinen bejahend  lauten.  Denn,  wenn  X>»  seine  Lage  auf  ^  unend- 
lich wenig  ändert,  so  werden  die  Kegelschnitte  2>'  von  Dn  in  Bezug 
aaf  die  mit  C^  gleichartigen  Curven  C^^  und  die  Kegelschnitte  2 ' 
Ton  Dn  in  Bezug  auf  die  mit  C^  ungleichartigen  Curven  C^^  ihre 
Lage  ebenfalls  unendlich  wenig  änderen,  mflssen  also  die  2>-Punkte 
TOD  Dn'  in  Bezug  auf  die  mit  C^  gleichartigen  Curven  C^^  und  die 
r-Pnnkte  von  D»  in  Bezug  auf  die  mitl/^  ungleichartigen  Curven 
C,*  in  unmittelbarer  Nähe  von  i>»-.i  .und  Z>n+i  zu  finden  sein,  und 
wird  man  also  genötigt  die  Punkte  />»•.!»  ^n\  D'n^\  für  die  mit  C^ 
gleichartigen  Curven  unter  eine  Reihe  '^•Punkte  zu  bringen,  wenn 
nicht  zufälligerweise  die  T-Punkte  voni>»'  in  Bezug  auf  die  erste  Gruppe 
yOn  Curven  C^  nnd  die  i>-Punkte  von  Dn*  in  Bezug  aui  die  zweite  Gruppe 
Ton  Curven  C/  ebenfalls  Dn^i  und  Dn\\  unendlich  nahe  liegen.  Aber 
es  tritt  dieses  im  allgemeinen  nicht  ein.  Fiele  nämlich  in  Bezug 
auf  irgend  eine  der  Curven  c';^^  einer  der  D-Punkter  von  einem  nicht  mit 
einem  der  vier  Punkte  Qj,  Q^  (^,  Q4  zusammen  getretenen  Punkte 
i>n  von  g  mit  einem  der  2-Pnnkte  von  diesem  Punkte  Dn  zusam- 
men, so  wtUrde  aus  der  in  den  Artikeln  5(1  und  57.  angezeigten 
harmonischen  Lage  von  den  D-Punkten  und  den  r-Punkten  mit  Dn 
und  dem  Schnittpunkte  S  von  g  mit  der  Polgeraden  von  Dn  in  Bezug  auf 
^/  folgen ,  dass  der  andere  D-Punkt  von  D»  mit  dem  anderen  T- 
Punkte  von  Dm  zusammenfallen  mflsste,  und  hieraus  wieder,  dass  die 
ganze  D-Reihe  des  Punktes  D»  mit  der  r-Reihe  von  D»  identisch 
wäre.  Und  dies  ist  nicht  der  Fall ;  denn  ist  Q^  einer  der  Endpunkte, 
80  ftUt  der  von  Q,  verschiedene  D-Punkt  von  Q|  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  von  Qi  verschiedenen  T-Punkt  von  Q^  zusammen. 
Aber  selbst,  wenn  dies  so  wäre,  so  würde  fflr  jeden  Punkt  der  Reihe 
der  Unterschied  zwischen  D.Puukten  und  7-Punkten  aufgehoben, 
aber  keine  Beschwerde  gegen  die  Aufnahme  von  D'»-.i,  D»',  D^n^i 
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in  eise  Reihe  von  D-Punkten  herbeigeführt  sein.  Nur  wenn  />n 
mit  einem  der  vier  Punkte  Q  zusammenfällt,  fällt  einer  der  Z>- 
Punkte  von  Dn  mit  einem  der  T-Pnnkte  von  Dn  in  Dn  zusammen, 
ohne  dass  der  zweite  Z>- Punkt  mit  dem  zweiten  r-Pnnkte  zusammen- 
fallen muss. 

Ist  nun  bewiesen,  dass  zwei  unmittelbar  an  einander  grenzende 
Punkte  Dn  nnd  Dn  von  g  der  nämlichen  Reihe  angehören,  so  fahrt 
eine  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  zum  Schloss,  dass  alle 
Punkte  von  g  der  nämlichen  Reihe  angehören.  Und  dieses  ist  offen- 
bar nicht  der  Fall.  Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  zwei  ein- 
ander unendlich  nahe  Hegende  Punkte  Dn  nnd  Dn  verschiedenen 
Reihen  angehören  können,  obgleich  nie  sich  in  Bezug  anf  die  Ein- 
teilung der  Curven  C^  auf  gleiche  Weise  verhalten.  Woratts  dann 
endlich  folgt,  dass  die  Einteilung  der  Curven  C/  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Ausgangspunktes  P  anf  g, 

63.  „Die  Geradenpaare,  welche  die  zerfallenden  Berührungs- 
kegelschnitte Tq'*  der  Punkte  Q'  vom  Wendeschnitte  K  bilden,  um- 
hüllen eine  Curve  vierter  Classe,  welche  in  zwei  Kegelschnitte  zer- 
fallen muss.^' 

Durch  irgend  einen  Punkt  \P  gehen  vier  Gerade,  welche  zer- 
fallenden Berührungskegelschnitten  von  Punkten  Q'  von  K  ange- 
hören ,  denn  der  Berührungskegelschnitt  Tp*  von  P  schneidet  K  in 
vier  Punkten  Q',  deren  Berührungskegelschnitte  nach  Artikel  61. 
durch  P  gehen;  ^Iso  ist  die  gesuchte  Enveloppe  von  der  vierten 
Classe.  Aber  diese  Enveloppe  berührt  jede  Doppeltangente  q  von 
0^  in  ihren  Berührungspunkten  0^  nnd  Q^  mit  1>.  Da  nämlich  Q^ 
nach  Artikel  43.  anf  K  liegt,  so  sind  q  und  die  Tangente  q^  an  K 
in  Qi  *—  Qs  Tangenten  der  Enveloppe  nnd  nun  wird  die  auf  q  fol- 
gende Tangente  der  Enveloppe,  da  sie  als  Teil  des  Berflhnmgs- 
Schnittes  vom  an  Q,  grenzenden  Punkte  von  K  durch  den  an  Qt 
grenzenden  Punkt  von  C^  geht  nnd  mit  q  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  bildet,  die  Tangente  q  beim  Grenzübergange  ia  Qs  schneiden, 
d.  h.  die  Gerade  q  berührt  die  Enveloppe  in  Q^.  Und  da  man  mit- 
telst Verwechslung  von  Q]  und  Qf  ebenso  bewoistj,  dass  q  die  ge- 
suchte Enveloppe  in  Q^  berührt,  so  ist  jede  Doppeltangente  q  von 
C^  mit  den  Berührungspunkten  Q^  und  Qf  ebenfalls  Doppeltangente 
der  gesuchten  Enveloppe  in  den  Punkten  Q^  und  Q,.  Aber  eine 
Curve  vierter  Classe  mit  vier  Doppeltangenten  muss  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfallen. 

64.  „Die  beiden  Kegelschnitte,  welche  berührt  werden  von  den 
Geradenpaaren,  die  die  Berührungskogelschnitte  der  Punkte  vom 
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Wendescbnittte  /T  bilden,  haben  mit  K  das  Dreieck  ABC  zum  gemein- 
Bcbaftlichen  Poldreieck.  Sic  gehen  durch  die  vier  sich  selbt  ent- 
sprechenden Punkte  S  und  bilden  mit  K  drei  Kegelschnitte,  die  zu 
einander  in  der  besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jeder  von  ihnen 
in  Bezug  auf  irgend  einen  der  beiden  übrigen  die  Polfigur  der 
dritten  ist" 

Jede  der  drei  involatorisch  perspectivischen  Coliineationen,  welche 
einen  Eckpunkt  vom  Doppelpnnktsdreiecke^iJ^C  von  C^  zum  Gentrum 
und  die  Gegenseite  dieses  Dreiecks  zur  Axe  haben,  ftlhren  C^  und 
i.ren  Wendeschnitt  K  in  sich  selbst  Aber.  Also  muss  jede  dieser 
('reiColliBeationcndie  aus  zwei  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe 
vierter  Classe  ebenfalls  in  sich  selbst  Oberffthren.  Hierbei  können 
dann  diese  Kegelschnitte,  welche  weiter  als  K^  und  JT,  bezeidinet 
werden  sollen ,  entweder  in  einander  oder  in  sich  selbst  fib^gehen. 
Aber  man  weist  leicht  das  erste  als  unmöglich  nach.  Nicht,  dass 
es  nnmöglicb  ist  zwei  Kegelschnitte ,  welche  in  Bezug  auf  einander 
eine  beliebige  Lage  haben,  mittelst  involntorisch  perspectivischer 
ColliBeatioD  in  einander  umzubilden.  Vielmehr  ist  diese  Umbildung 
aof  sechs  verschiedene  Weisen  möglich,  und  tritt  dabei  irgend  einer 
der  sechs  Eckpunkte  T  (Fig.  50)  des  von  den  gemeinsamen  Tan* 
genten  gebildeten  vollständigen  Vierseites  in  Verbindung  mit  einer 
der  sechs  Seiten  t  des  von  den  gemeinsamen  Punkten  gebildeten 
Toilstflndigen  Vierecks  als  Centrum  und  Axe  auf.  Allein  es  ist 
nicht  möglich  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Eckpunkte  drei  Punkte 
7,  und  dessen  Seiten  drei  Greraden  t  sind.  Denn  bei  der  allgemeinen 
Lage  der  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  einander  ist  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  T  entweder  Seite  des  gemeinsamen  Poldrei- 
ecks oder  gemeinsame  Tangente,  und  der  Schnittpunkt  von  zwei  Ge- 
raden i  entweder  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Poldreiecks  oder  ge- 
meinsamer Punkt.  Und  wenn  die  Kegelschnitte  einander  doppelt 
berühren  (Fig.  öl)  so  giebt  es  wol  ein  Dreieck,  dessen  Eckpunkte 
Punkte  T  und  dessen  Seiten  Gerade  t  sind;  aber  hier  verlieren 
zwei  der  drei  Coliineationen  ihren  involutorischen  Charakter  und  hat 
die  aus  den  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe  vierter  Classe 
obendrein  keine  Lage,  wobei  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  auf  Reiche 
Weise  auftreten.  Also  werden  die  Kegelschnitte  K^  und  K^  in  Be- 
zug auf  das  Dreieck  ABC  eine  solche  Lage  haben  mttssen,  dass 
irgend  eine  der  drei  angewiesenen  involntorisch  perspectivischen  Col- 
iineationen jeden  der  beiden  K^elschnitte  in  sich  selbst  überführt,  d.  h. 
ABC  muss  ein  Poldreieck  sein  von  K^  und  von  K^. 

Sind  Ol  =  Q,'  und  Qa  »*  Q^'  die  ebenfalls  auf  K  li^end^  Be- 
rflhrangspankte  yon  C^  mit  ihrer  Doppeltangente  %  (Fig.  52.)  und 
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q^*  and  qi  die  Tangenten  von  K  in  diesen  Pankten ,  to  ist  der 
Schnittpunkt  dieser  Tangenten  nach  Artikel  46.  ein  sich  selbst  ent- 
sprechender Pankt  S  der  bekannten  quadratischen  Transformation 
zwischen  C^  und  K.  Wir  beweisen  nun,  dass  jede  der  beiden  Keget- 
schnitte  A^  und  K^  dnrch  diesen  Punkt  8  geht,  dass  der  eine  dieser 
Kegelschnitte  in  S  die  Gerade  g/,  der  andere  in  iS  die  Gerade  ^' 
berührt  Da  nAmlich  der  Berührungskegelschnitt  von  <2i  ms  9  ond 
q^'  besteht  und  also  dnrch  8  geht,  so  geht  umgekehrt  der  Berah- 
rungskegelschnitt  von  8  durch  C2t  und  wird  8Q^  da  er  in  Qt  die 
C*  nicht  berfthrt,  nach  Artikel  54.  in  Q^  den  Berühningskegelschiiitt 
von  8  berflhren  mtUsen.  Aber,  wenn  der  Berühningskegelschiiitt 
von  8  den  auch  auf  K  liegenden  unmittelbar  an  Q^  grenzenden  Punkt 
von  g/  enthftlt,  so  geht  umgekehrt  der  in  zwei  Geraden  zerfidlende 
Berfihrungskegelschnitt  des  unmittelbar  an  Q^  grenzenden  Punktes 
von  K  durch  8.  Also  ist  8  der  Schnittpunkt  von  zwei  Tangenten 
der  Enveloppe  vierter  Glasse,  welche,  da  sie  zu  den  Berfthrungs- 
kegelschnitten  von  zwei  an  einander  grenzenden  Punkten  von  £  ge- 
hören, einander  folgen,  d.  h.  jds  wird  die  Enveloppe  von  ^'  in  S 
berfthrt.  Und  nun  beweist  man  mittelst  Umtausch  von  Q,  und  Qt 
u,  s.  w.,  dass  die  Enveloppe  ebenfalls  von  qi  in  8  berfthrt  wird. 
Also  muss  die  Enveloppe  in  8  einen  Doppelpunkt  mit  den  Doppel- 
punktstangenten qi  und  q^'  haben  und  jede  der  beiden  Kegelschnitte 
iTi  und  K^  durch  die  vier  Punkte  8  gehen.  Selbstverständlich  be- 
rührt dann  der  eine  dieser  Kegelschnitte  q  in  Qg  und  qi  in  8^  der 
andere  g  in  C2t  und  q^  in  /S;  sodass,  wenn  K^  der  erste,  und  JT,  der 
zweite  dieser  Kegelschnitte  ist,  sie  in  Bezug  auf  K  und  das  Dreieok 
QiQfS  die  in  Fig.  53.  angegebenen  LagenverhAltnisse  zeigen. 

Der  Beweis  des  letzteren  Teiles  unseres  Satzes  kann  nun  un- 
mittelbar der  Figur  53.  entnommen  werden,  wenn  man  noch  bedenkt, 
dass  die  Gurve  C^  vier  Doppeltangenten  besitzt.  Es  leuchtet  dann 
sofort  ein,  dass  die  Polfigur  von  iTj  in  Bezug  auf  iT  mit  1^  zu- 
sammenftUt;  denn  die  vier  Punkte  Q^  und  die  vier  Punkte  8  haben 
in  Bezug  auf  K  die  vier  Geraden  q^'  und  die  vier  Geraden  q  zu  Po- 
laren und  diese  acht  Geraden  werden  von  K^  berfthrt.  Und  ebenso 
beweist  man,  dass  K  die  Polfigur  von  E^  in  Bezug  auf  JT,  und 
von  ^s  in  Bezug  auf  ^  ist 

65.  „Die  Kegelschnitte  K^  und  K$  sind  imaginftr  bei  den  Curven 
C*  erster  Gattung  und  reell  bei  den  Curven    O*  zweiter  Gattung. 

Bei  den  Curven  C^  erster  Gattung  sind  die  vier  Punkte  8  und  die 
vier  Doppeltangenten,  also  auch  die  acht  Berfthrungspnnkte  Q  sftmt- 
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lieh  imftgiiiftr.  Betrachten  wir  nun  die  erste  Kormalcarve  erster 
Gattung,  was  wie  wir  wissen  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  und 
setzen  wir  JST,  reell  woraus,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  K^  and 
JTals  Berühmngspnnkte  Q  von  Doppeltangenten  ^  an  6^  imaginär, 
und  liegt  K^  deshalh  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb 
des  elliptischen  Wendeschnittes  K.  Aber  dann  ist  K^  als  Polfigur 
von  Kl  in  Bezug  auf  K  auch  reell  und  umgekehrt  entweder  ganz 
ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  K  gelegen.  Und  da  i^  und  K^  mit 
A'  das  Dreieck  AßC  zum  Poldrei^ck  haben,  so  sind  Kg  und  K^ 
za  K  concentriscbe  und  ähnlich  liegende  Ellipsen;  denn  von  ihnen 
ist  der  innerhalb  K  liegende  Kegelschnitt  selbstverständlich  eine 
Ellipse  und  weil  die  Tangenten  aus  dem  Centrum  C  an  diesen  ima- 
ginär sind,  hat  der  andere  imaginäre  unendlich  ferne  Punkte,  und  ist 
dieser  ausserhalb  K  liegende  Kegelschnitt  also  auch  eine  Ellipse. 
Aber  nun  kaon  unmöglich  K  die  Polfigur  von  JS^  in  Bezug  auf  K^ 
und  von  K^  in  Bezug  auf  K^  sein.  Denn  die  Polfigur  von  K  in 
Bezug  auf  den  innerhalb  K  liegenden  Kegelschnitt  —  sei  es  K^  — 
liegt  wieder  innerhalb  von  K^^  und  die  Polfigur  von  K  in  Bezug 
auf  den  aasserhalb  A'  liegenden  Kegelschnitt  —  die  nun  K^  heissen 
muss  —  liegt  wieder  ausserhalb  von  Ä^.  Also  führt  die  Voraussetzung 
dass  Kj  reell  sei  zu  Irrschlflssen  und  muss  deshalb  K^  and  dann 
auch  K^  imaginär  sein  *^).  Und  dann  sind  auch  die  in  zwei  Gerade 
zerfallenden  Berührungskegelschnitte  der  Punkte  des  Wendeschnittes 
bei  einer  C*  erater  Gattung  sämtlich  imaginär,  und  kann  man  also 
aas  keinem  Punkte  von  K  an  eine  Curve  erster  Gattung  eine  reelle 
Tangente  anlegen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  sind  die  drei  Gurven  iT, 
Z^,  JT^  da  sie  das  von  den  beiden  Kreispunkten  und  dem  Punkte  C 
gebfldete  Dreieck  zum  Poldreieck  haben,  gleichseitige^Hyperbeln  mit  (7 
als  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte.  Nennen  wir  sie  IT,  H^,  H^ 
und  setzen  wir  nach  der  in  Artikel  10.  angegebenen  Bezeichnungs- 
weise   Bg  «  ^(o,  m),    so  ist  nach  Artikel  13.  auch 


^.-^(-«,  i) 


da  H^  die  Polfigur  von  /T,   in  JBezug   auf  H  ist.    Aber  es  ist  aoch 
^t  cUe  Polfigur  von  H  in  Bezug  auf  B^y  also 
fii  =  if(2«,  1»*) 

SS)  Sind  W|  vnd  w,  die  imaginiren  Kobikwnneln  der  Einheit  uod  a  und  fr  die 
Aeheen  too  K,  ao  findet  man  Ar  die  Achsen  von  K^  und  K^  analytisch 
»fa  and  ip,fr ;  w^a  nnd  109  fr,  wenn  JTderWendescbnitt  der  NormalcttrYe~(>  erater 
Qattang  tat. 
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woraus  man  findet,  dass  a  entweder  60^  oder  120^  ist ,  und  m  eut 
weder  den  Wert  eins  hat  oder  eine  der  imaginären  Kubikwurzeln  der 
Einheit  ist.  Also  ist  die  einzige  reelle  Lösung  —  und  die  Curven  H^ 
und  H^  müssen  reell  sein ,  da  zwei  der  vier  Punkte  S  und  vier  der 
acht  Berührungspunkte. Q  von  Doppeltaiigenten  q  der  C*  es  sind-- 
die,  welche  schon  in  Artikel  13.  angewiesen  ist,  wobei  die  Hj  und 
iT,  mittelst  Drehung  von  H  über  60^  um  C  abgeleitet  werden.  Von 
der  Lage  dieser  drei  gleichseitigen  Hyperbeln  in  Bezug  auf  die  Nor- 
nmlcurve  C^  aweiter  Gattung  giebt  Fig.  54.  eine  YorsteUnng.  Sie 
zeigt  an,  dass  die  in  Geraden  zerfallenden  Berührungskegelschnitte 
der  Punkte  von  dem  Wendeschnitte  bei  den  Curven  C*  zweiter  Gat- 
tung sämtlich  reell  sind. 

66.  „Die  beiden  Geraden  durch  den  Punkt  Q  von  der  Normal- 
curve  C'4  zweiter  Gattung,  welche  den  Berühruns^skegelschuitt  des 
entsprechenden  Punktes  Q'  des  Wendeschnittes  bilden,  schneiden  die 
Verbindungslinie  von   Q  mit  dem  Centrum  C   unter  Winkeln  von 

Ans  dem  vorhergehenden  Artikel  fo!gt  einerseits,  dass  die  beiden 
Geraden  durch  irgend  einen  Punkt  Q  der  Lemniskate,  welche  den 
Bertthrungskegelschnitt  des  entsprechenden  Punktes  Q'  von  H  (Fig. 
54.)  bilden,  durch  Q  gehende  Tangenten  von  der  Coubinatton  ^1+^2 
sind.  Andererseits  ergab  sich  die  Lemniskate  in  Artibel  14.  als  der 
Ort  des  Schnittpunktes  von  den  entsprechenden  Tangenten  von  B^ 
und  H^,  wobei  unter  einander  entsprechenden  Tangenten  von  if^  und 
H^  die  Tangenten  zu  verstehen  sind,  welche  sich  bei  Drehung  von 
H  aus  einer  nämlichen  Tangente  von  H  entwickelt  haben;  dabei 
sahen  wir  dann,{dass  diese  einander  entsprechenden  Tangenten  einen 
Winkel  von  60^  mit  einander  bilden,  welcher  von  den  Mittelpunkts- 
leitstrahl  ihres  Scheitels  gehälftet  wird.  Unter  den  vier  aus  Q  an 
^1+^2  möglichen  Tangenten  giebt  es  also  zwei,  welche  die  Ver- 
bindungslinie CQ  von  Q  mit  dem  Centrum  C  beiderseits  unter  Win- 
keln von  30^  schneiden;  aber  damit  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass 
gerade  diese  zwei  Tangenten  aus  Q  den  Berührungskegelschnitt  von 
Q'  bilden.  Nun  muss  aber  der  Berührungskegelschnitt  des  Scheitels 
P  von  H  die  Achse  CF  zur  Symmetrieachse  haben  und  also  aus 
einer  Tangente  von  H^  und  einer  Tangente  von  H^  bestehen;  wes- 
halb der  Bertthrungskegelschnitt  von  irgend  einem  Punkte  Q*  von 
H  ans  einer  Tangente  von  H^  und  einer  Tangente  von  H^  bestehen 
muss.  Aber  nun  besteht  der  Berührungskegelschnitt  von  D^  be- 
kanntlich aus  4i  und  #] ,  von  welchen  Geraden  d^  ata  Tangente  von 
H^  und  si  als  Tangente  von  H^  zu  betrachten  ist.     Und  da  diese 
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Tangenten  einander  anter  einen  Winkel  von  60^  schneiden,  so  reichen 
Continnitätsgründe  zur  YoUendigung  des  Beweises  aus. 

67.  ,,Die  kubische  Involntion  auf  AB,  welche  die  Punkte  A 
und  B  zo  dreifachen  Elementen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Be- 
rflbningskegelschBitten  der  Punkte  des  We^deschnittes  K  von  der 
Cnrve  C*  mit  den  Inflexionsknoten  A ,  B,  C  in  enger  Verbindung . 
Ist  Q'  irgend  ein  Punkt  von  K^  Q  der  entsprechende  Punkt  von  C* 
nnd  wird  Q  durch  CA  und  CB  harmonisch  getrennt  von  Q,  so  wer- 
den die  Verbindungslinien  von  Q  mit  den  beiden  Punkten,  welche 
Q  zu  einem  Tripel  der  auf  AB  angedeuteten  kubischen  Involution 
ergftnzen,  zusammen  den  Berflhrungskegelschnitt  von  Q'  bilden/^ 

Wenn  A  und  B  die  imaginären  Kreispunkte  sind,  die  C^  also 
eine  Lemniskate  ist,  sagt  der  Satz  aus,  dass  die  Senkrechte  auf  CQ 
mit  den  beiden  durch  Q  gehenden  geradlinigen  Bestandteilen  des 
BerOhrongskegelschnittes  von  Q'  bei  Bewegung  von  Q  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  eine  kubische  Involution  bilden,  welche  die 
imaginären  Kreispunkte  zu  dreifachen  Elementen  hat.  Also  ist  der 
Satz  für  diesen  besonderen  Fall  nur*  eine  andere  Ausdrucksweise 
des  Satzes  des  vorhergehenden  Artikels,  da  die  kubische  Involution 
welche  mittelst  Drebnng  eines  regelmässigen  Sechsecks  von  den  Mit- 
telponktsdiagonalen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildet  wird, 
merklich  die  imaginären  Kreiapuukte  zu  dreifachen  Elementen  hat^). 
Und  nun  wird  der  Satz  fflr  den  Fall  einer  allgemeinen  Curve  C'^ 
mittelst  centraler  Projection  aus  diesem  besonderen  Falle  abgelei- 
tet"). 

68.  „Die  Berflhmngspunkte  der  Tangenten  ans  irgend  einem 
Paakte  ^  von  AB  an  C^  liegen  paarweise  auf  drei  Geraden  p  durch 
C.  Bei  Bewegung  von  F  Ober  AB  bilden  die  Strahlentripel  p  durch 
C  eine  kubische  Strahleninvolution  mit  den  dreifachen  Strahlen  CA 
und  CB^  welche  mit  der  Punktreihe  P  auf  AB  projectivisch  ist.^^ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  eiue  Folge  des  Satzes  von  Artikel 
19.  Projiciren  wir  nämlich  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  der 
Inflexionsknoten  von  C^  ins  Unendliche,  so  wird  die  Projection 
von  C  Hittelpunkt  der  Projection  von  C\  und  nun  liegen  die  Be- 


2€)  Mad  vergltiohe  „Grancbage  einer  Theorie  der  kobischen  Involationen" 
Ton  Dr.  EiDil  Weyr. 

S7)  Ich  flberlane  es  geneigten  Lesern  hierbei  mitteUt  geometrischer  Be- 
tnctangen  die  iiaagkiire  üebefiragnng  des  Sataes  von  derCanre  iweiterGat- 
teng  snf  die  Carre  erster  Gattung  in  umgehen. 
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rtthrangspookte  der  aus  einem  bestimmten  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  an  diese  Mittelpnnktscurve  C/^  möglichen  Taugenten 
auf  drei  ihrer  Durchmesser.  Weiter  bilden  die  den  verschiedenen 
Punkten  F  von  AB  zukommenden  Strahlcntripel  p  durch  C  eine 
kubische  Involution,  welche  zu  der  Punktreihe  F  projectivisch  ist,  da 
irgend  ein  Strahl  p  den  ihm  entsprechenden  Punkt  F  und  mittelst 
dieses  die  ihn  zu  einem  Tripel  ergänzenden  Strahlen  bestimmt.  Und 
endlich  bat  die  gefundene  kubische  Involution  die  Strahlen  CA  und 
CB  zu  dreifachen  Strahlen,  denn  die  sechs  Berührungspunkte  der 
Tangenten  aus  A  resp.  i^  an  C  fallen  alle  mit  ^  resp.  B  zusammen. 

69.  „Die  Tangente  QR  der  Lemniskate  in  Q  (Fig.  55.)  bildet 
mit  dem  Leitstrahle  CQ  und  der  zu  CQ  in  Bezug  auf  die  Doppel- 
punktstangenten antiparallelcn  Geraden  CR  ein  gleichschenkeliges 
Dreieck  CQR  mit  der  Basis  CQ.'' 

Wenn  wir  die  Lemniskate  ableiten  aus  dem  um  seine  imagiuAre 
Achse  umgeschlagenen  Wendeschnitte  1/,  so  haben  wir  es  nach  Ar- 
tikel 22.  mit  der  Verwandtschaft  der  reciproken  Radien  zu  tun. 
Sind  also  Q  und  Q'  einander  in  dieser  Verwandtschaft  entsprechende 
Punkte  von  der  Lemniskate  und  von  If ,  so  bilden  die  Tangenten  q 
und  9'  in  Q  und  Q'  an  diesen  einander  entsprechenden  Curven  mit 
CQ  nach  verschiedenen  Seiten  gleiche  Winkel^).  Und  da  CQ'  und 
g'  antiparallel  zu  einander  sind  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von 
H^  so  folgt  hieraus  der  Satz. 

Wenn  man  den  Winkel  QCD  durch  <p  andeutet,  so  findet  man 
fflr  den  Winkel  RQD  den  Wert  90^4~3^-  Hieraus  kann  man  auch 
den  Satz  des  vorhergehenden  Artikels  ableiten  ^). 

Der  Satz  dieses  Artikels  liefert  eine  äusserst  einfietche  Con- 
stmction  der  Tangente  von  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  ausser  diesem 
Punkte  nur  das  Centmm  und  die  Achsenrichtnngeu  gegeben  siud.^) 

70.  ,J)er  ErOmmungskreis  der  Hyperbel  H  in  Q'  (Fig.  58.) 
geht  mittelst  der  angewendeten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien in  den  Krflmmungskreis  der  Lemniskate  in  Q  ttber.^^ 


SS)  Bcy«,  ft.  a,  O.    I.  Abtwlnng.    Seite  17L 

29)  „Die  LemtiiBcate  in  rationaler  Behandlung**  von  Dr.  Emil  Weyr,  Ar- 
tikel S1. 

so)  Steiner  (gesanunelte  Werke,  Ster  Teil,  Seite  SS.)«  Bine  andere 
glebt  Canlor  in  Zeitacbrift  Akr  Mathematik  nnd  Phyeik,  Teil  IS,  Seite  428, 
1SS7. 
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Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aas  den  Gesetzen  der  Trausfor. 
matioii  der  redproken  Radien  vnd  der  Definition  des  Krflmmnngs- 
kreises.  Wir  verwenden  ihn  znr  Bestimmung  des  Krflmmnngscen- 
trnms  von  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  von  dieser  Gnrve  das  Gen- 
tntm,  die  Achsenrichtangen  and  der  Punkt  Q  gegeben  sind,  and  man 
ihre  Tangente  9  in  Q  constrairt  hat 

Schneidet  die  in  Q'  senkrecht  anf  CQ  gestellte  Gerade  qi  die 
Asymptoten  CX  and  CY  von  H  ia  CU'  and  Qy  and  ist  iS'  so  be- 
stimmt, dass 

Bo  geht  der  Krümmangskreis  von  .17  in  Q'  durch  S*  und  also  der 
Krfimmangskreis  der  Lemniskate '  in  Q  durch  den  entsprechenden 
PsDkt  8  9Mt  C8\    Und  aus  der  Relation 

CQ.CQ'  ^  CS.  CS' 

folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  COS  und  CSQ''\  deshalb  findet 
man  den  Punkt  S^  wenn  man  aus  Q  eine  Senkrechte  ftllt  anf  CS* 
und  den  Erammungskreis  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  man  den  Ereis 
beschreibt,  welcher  durch  Q  und  S  geht  und  in  Q  die  Gerade  q  be- 
rührt. 

Der  Punkt  S  ist  der  bewegliche  Schnittpunkt  des  Erflmmungs- 
kreises  mit  der  Lemniskate;  durch  ihn  gehen  drei  Erümmnngskreise, 
da  die  Senkrechte  in  8  auf  CS  die  Lemniskate  ausser  8  noch  in 
drei  Punkten  schneidet 

71.  „Eine  Curve  6'^  ist  bestimmt  durch  ihre  Inflezionsknoten 
ii,  B,  C  und  zwei  Punkte  Q.  Aus  diesen  Beptimmungsstflcken  kann 
man  die  Curve  Punkt  fflr  Punkt  und  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Tangente  und  den  Erammungskreis  linear  construiren.'^ 


Wenn  man  eine  Curve  C*^  wovon  man  die  Inflezionspnnkte  A^ 
B,  C  und  zwei  einfache  Punkte  Q  kennt,  einer  involutorisch  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fundamentalpunkten  A,  B^  C 
nDterwirft,  so  erhalt  man  einen  Eegelschnitt,  welcher  ABC  zum 
Poldreieck  hat  und  wovon  mau  zwei  Punkte  Q!  kennt.  Da  nun 
jeder  Punkt  Q'  in  Verbindung  mit  dem  Poldreiecke  ABC  noch 
drei  Punkte  dieses  Eegelschnittes  kennen  lässt,  nftmlich  die 
drei  Punkte,  welche  mit  diesem  Punkte  Q'  die  Eckpunkte  eines 
vollständigen  Vierecks  mit  den  drei  Diagonalpunkten  A^  B^  C  bilden, 
BO  giebt  es  nur  einen  Eegelschnitt  durch  die  beiden  Punkte  Q',  welche 
ABC  zum  Poldreieck  hat,  und  deshalb  auch  nur  eine  Curve  C^ 
mit  den  Inflexionsknoten  A^  B,  C  durch  die  beiden  Punkte  Q. 

Ank.  4tt  lUfk.  V.  Phji.    9.  ItoUie,  TeU  VL  10 
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Sind  Ol  und  Q^  die  gegebenen  Punkte ,  welche  die  Gurre  C^ 
mit  den  InflezionBknoten  A^  B^  C  bestimmen,  sind  Q,'  und  Q«'  die 
den  Punkten  Q^  nnd  Q^  entsprechenden  Punkte  in  irgend  einer  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fnndamentalpnnkten  A^  B^  C  — 
mm  Beispiel  in  der  hyperbolisch  gleichseitigen  Transformation  — 
und  ist  K'  der  im  allgemeinen  vom  Wendeschnitte  K  von  C^  ver- 
schiedene K^schnitt  durch  Q^'  und  Qt\  welche  ABC  zum  Pol- 
dreieck hat,  so  entspricht  der  gegebenen  Gnrye  C^  in  der  angewen- 
deten Transformation  der  Kegelschnitt  K\  Wird  nun  weiter  K*  in 
Q^  von  der  Geraden  l^'  berOhrt,  und  ist  IT,  der  dieser  Geraden  ent- 
sprechende Kegelschnitt,  so  wird  K^  in  Q^  die  Gurve  c«  berilhren, 
weshalb  die  Tangente  f,  von  A'^  In  0^  zu  gleicher  Zeit  die  Tangente 
von  der  Gurve  C«  in  Qi  ist  Zur  Gonstmction  dieser  letzteren  Tan- 
gente /|  hat  man  also  erstens  mittelst  des  Pascal'schen  Satzes  von 
K*  die  Tangente  l^*  in  Q^\  sodann  mittetet  der  angenommenen  Trans- 
formation den  der  Geraden  l^*  entsprechenden  K^elschnitt  K^  zu  suchen 
—  und  von  dieser  Gurve  hat  man  ausser  A^  B,  C  und^Qi  noch  einen 
Punkt  zu  kennen  -  endlich  wieder  mittelst  des  Pascal'schen  Satzes 
von  dieser  Gurve  K^  die  Tangente  <i  in  Q,  zu  bestimmen.^) 

Zur  Gonstmction  des  Krflmmungscentrums  von  C^  in  Q^  kann 
man  unmittelbar  gelangen  mittelst  der  bekannten  Gonstmction  eines 
Kegelschnitt^,  welcher  durch  zwei  g^ebene  Punkte  geht  und  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  g^ebenen  Punkte  osculirt.  Mittelst 
dieser  Gonstmction  kann  man  nämlich  erst  einen  K^elschnitt  K' 
bestimmen,  welcher  durch  A  nnd  B  geht  und  den  der  Gurve  C* 
entsprechenden  Kegelschnitt  K^'  in  Q^'  osculirt,  nachher  den  Kegel- 
schnitt Eq^  welcher  dem  Kegelschnitte  E^'  entspricht  und  also  c* 
in  Ol  osculirt,  und  endlich  die  gleichseitige  Hyperbel  H  von  ge- 
gebenen Asymptotenrichtnngen,  welche  C«  in  (2|  osculirt  Und  von 
dieser  Gurve  ist  der  Krflmmungshalbmesser  von  Qi  nach  Artikel  6. 
leicht  zu  finden.  Zur  Illustration  dieser  Bestimmungsweise  des  Krflm- 
mnngscentmms  flihre  ich  die  ganze  Gonstmction  in  Fig.  56.  für  den 
ein&kchen  Fall  der  Normalcurve  erster  Gattung  durch. 

Ist  die  gegebene  Normalcurve  erster  Gattung  mittelst  des  Cen- 
trums  C,  der  Achsenrichtungen  CA  und  CB,  des  Punktes  Q^  und 
der  Tangente  ^  in  diesem  Punkte  bestimmt,  und  bedient  man  sich 
der  Transformation,  welche  einen  am  C  geschlagenen  Kreis  von 
beliebigem  Badius  CD  flberfohrt  in  die  Gurve  C*  mit  den  Inflexions- 


3)  DieM  GoDstnietion  Yerdanke  ich  meinem   Landgenoseen   A.  N.  Gode- 
froy,  Architekl  in  Amslerdam. 
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knoten  J,  J?,  C,  wovon  dieser  Kreis  der  Wendeschnitt  ist,  so  wird 
nach  Artikel  22.  der  Ponkt  Q^'  mittelst  der  Polgeraden  EP  von  Qi 
gefnndeo  als  der  vierte  Eckpunkt  des  aof  den  Segmenten  CR  und 
^S  beschriebenen  Rechtecks.  Weiter  ist  der  anf  EF  liegende  Pol 
G  von  9)  das  Centmm  der  gleichseitigen  Hyperbel  dnrch  die  anend- 
lieh  fernen  Pnnkte  A  nnd  B^  welche  in  Q/  den  der  gegebenen  Curve 
V*  entsprechenden  Kegelschnitt  K'  berührt;  deshalh  ist  die  in  Bezng 
sof  Q^'R  and  Q^'S  zu  Q^'G  antiparallel  durch  Q^'  geführte  Gerade 
qi  die  Tangente  in  Q^'  an  diesen  Kegelschnitt  K\  Und  da  dieser 
Kegelschnitt  K'  offenbar  mit  c^  concentrisch  ist,  so  kann  man  ihn 
DiUdst  der  Punkte  Q^\  Q^\  Q,S  Q^'  und  der  Tangente  ^'  in  Q,' 
bestimmt  denken. 

Wenn  es  nnn  gilt  die  gleichseitige  Hyperbel  Hq'  zu  constmiren» 
welche  dnrch  A  nnd  B  geht  und  K*  in  Q^'  oscolirt,  so  betrachten 
wir  K'  und  Hf/  als  zu  einander  perspectivisch  collineare  Kegel- 
schnitte mit  dem  Oscnlationspunkte  Qi  als  Coliineationscentrnm, 
wobei  dann  die  Punkte  Q«'  und  Q/  von  K'  den  Punkten  A  und  B 
TOD  i9o'  entsprechen.  Die  Yerbindnngslinie  von  Q^'  mit  dem  Schnitt- 
pankte  von  Q9Q4  und  AB^  d.  h.  die  zu  Q%Q4!  durch  (2/  gefahrte 
Parallele  g  tritt  dabei  dann  als  Collineationsachse  auf.  Und  da  in 
dieser  perspectivischen  Gollincation  den  Geraden  0^*0%  und  Q4Qt 
offenbar  G^l  nnd  G^T  entsprechen,  so  entspricht  T  dem  Pnnkte 
Qt  von  K\  und  ist  Hq\  also  zu  betrachten  als  der  Kegelschnitt 
durch  A,  B^  Tnui  Qq\  welchen  in  Qi  die  Gerade  q^  berührt  Aber 
diese  gleichseitige  Hyperbel  £^'  hat  ihren  Mittelpunkt  auf  GQ^^  da 
GQi'  durch  Qi  antiparallel  ist  zu  qi  in  Bezng  anf  die  Asymptoten, 
nnd  auf  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptotenrechtecks  Q^'T,  also 
in  ü,  Deshalh  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  Hq^  welche  der  Hq' 
in  der  angewandten  quadratischen  Transformation  entspricht,  ihren 
Mittelpunkt  in  F,  welcher  Punkt  mittelst  der  Polgeraden  u  von  ü 
leicht  bestimmt  wird.  Steht  also  endlich  Q^  W  senkrecht  auf  VQi 
nnd  QjM  senkrecht  anf  g,  so  ist  der  gegenüber  V  liegende  Eck- 
ponkt  M  des  Parallelogrammes  VM^  wovon  VQ^  in  GrOsse  und  Lage 
eine  Seite,  QiM  die  andere  Seitenrichtung  und  Qt  W  die  eine  Dia- 
gonalenrichtung, ist  der  gesuchte  Krümmnngsmittelpunkt 

Diese  Construction  bildet  das  G^enstfick  zu  jener,  welche  in 
Artikel  70.  für  die  Lemniskate  gegeben  ist 

Ich  beendige  diesen  Aufsatz  mit  der  Aufweisung  von  einigen  Be- 
nütaten,  welche  jenen  dieses  Abschnitts  dualistisch  gegenüber  stehen. 
Dabei  vermeide  ich  diejenigen,  welche  sich  anf  PoU&ren  beziehen. 

72.    „Die  Tangenten  von  K^  in  den  sechs  Schnittpunkten  mit 
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irgend  einer  Geraden  g  berttliren  einen  Kegelschnitt  Tg\  welche 
ansserdem  mit  K^  noch  zwei  Tangenten  gt'  and  gt"  gemein  hat. 

„Die  Geradenpaare  g,  deren  Besttangentenpaare  g*'  und  gt''  ein- 
ander zu  den  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  von  K* 
erg&nzen,  entsprechen  einander  in  der  tangentiellen  Transformation 
zwischen  K^  nnd  ihrem  Bflckkehrschnitte  J?." 

^Der  Rttckkehrschnitt  ist  die  Enveloppe  der  Geraden  g^  deren 
Besttangenten  zosammen&llen.^^ 

Wenn  g  sich  um  einen  Punkt  P  dreht,  so  erzeugen  ihre  Best- 
tangenten um  K*  eine  quadratische  Involation,  welche  zerfällt,  wenn 
P  ein  Punkt  von  K*  ist.'* 

^Indem  der  Tangentenkegelschnitt  Tg^  von  g  um  K^  die  Tan- 
genten von  K^  in  den  Schnittpunkten  mit  g  bestimmt,  bestimmt  um- 
gekehrt K^  um  Tg^  die  Tangenten  tg  und  tg"  in  den  Schnittpunkten 
mit  g\  d.  h.  die  Gombination  von  K*  mit  Tg*  bildet  eine  Gurve 
sechster  Glasse  mit  acht  von  a,  5,  c  verschiedenen  Doppeltangenteu 
von  welchen  jede  einen  ihrer  Berührungspunkte  auf  g  hat"^ 

„Der  Tangentenkegelschnitt  zerMt  in  zwei  Punkte,  w^nn  g 
entweder  K^  oder  ihren  BQckkehrschnitt  K  bertthrt;  bei  allen  an- 
deren Lagen  von  g  ist  Tg*  nicht  zusammengesetzt/* 

„Die  vier  Tangenten  aus  P  an  K*  sind  von  einander  unab- 
hängig.'*        « 

„Wenn  Tg*  die  Gerade  h  berührt,  so  berührt  unngekehrt  Tk*  die 
Gerade  ^.** 

„Der  Ort  der  Punktenpaare,  welche  zerfallene  Tangentenkegel- 
chnitte  von  Punkten  von  K  bilden,  ist  die  Gombination  von  zwei 
Kegelschnitten  K^  und  JT,,  welche  mit  K  das  Poldreiseit  abc  gemöin 
haben,  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  s  berühren  und 
usammen  mit  K  drei  Kegelschnitte  bilden ,  die  zu  einander  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  beiden  übrigen  die  Polfigur  der  dritten  ist.** 

„Die  Kegelschnitte  JT,  und  K^  sind  imaginär  bei  den  Gurven 
K  *^  erster  Gattung  und  reell  bei  den  Gurven  K^  zweiter  Gattung.** 

„Die  beiden  Punkte  auf  der  Tangente  g  von  der  Normalcurve 
K^  zweiter  Gattung,  welche  den  Tangentenkegelschnitt  der  ent- 
sprechenden Tangente  g*  vom  Bückkehrschnitte  bilden,  werden  mit 
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dem  Gentriim  C  verlmDdeii  durch  Gerade ,  welche  mit  dem  Mittel- 
psnktsleitotrahle  dee  Berührangsponktes  von  g  den  Winkel  von  60® 
UUen/' 

„Die  kabische  Involation  am  C,  welche  die  Strahlen  CA  and  CB 
za  dreifachen  Strahlen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Tangenten- 
k^elscbnitten  der  Tangenten  des  Rückkehrschnittes  in  enger  Yer- 
bindang.  Ist  g'  irgend  eine  Tangente  von  IT,  g  die  entsprechende 
Tangente  von  K^  and  wird  g  darch  A  and  B  harmonisch  getrennt 
von  gy  so  werden  die  Schnittpankte  von  g  mit  den  beiden  Strahlen, 
welche  g  za  einem  Tripel  der  Involation  ergänzen,  zasamneii  den 
Tangentenkegelscbnitt  von  g'  bilden.'^ 


Anhang 
Beziehang  anf  die  Carven  vierter  Ordnnng  mit  zwei 
Inflezionsknoten. 

73.  „Eine  Garve  C^  mit  den  zwei  Inflexlonsknoten  A^  B  and 
dem  einfachen  Pnnkte  C  (Fig.  57.)  wird  mittelst  einer  bestimmten 
involatorischen  quadratischen  Transformation,  welche  A^  B^  C  zn 
Fandamentalpankten  hat,  in  eine  darch  A  and  B  gehende  Gorve  C< 
flbergeflhrt,  fBr  welche  zwei  der  darch  A  gehenden  Tangenten  a^ 
lad  «t  die  Gorve  aaf  BC^  zwei  der  darch  B  gehenden  Tangenten 
&]  und  ^  die  Gurve  auf  CA  berOhren.^^ 

Es  ist  dieser  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  an- 
gewendeten Transformation,  welche  a^  und  o,,  bi  and  b^  in  einander 
flberffthrt 

74.  „Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolutionen  in  halb 
perspectivischer  Lage  kann  man  eine  Gurve  C^  durch  A  und  B  er- 
zeugen, welche  auf  der  willkfirlich  durch  B  gelegten  Geraden  BC  die 
willkürlich  durch  A  gelegten  Geraden  oi  und  o,,  auf  der  willkürlich 
durch  A  gelegten  Geraden  ^C  die  willkürlich  durch  B  gelegten  Ge- 
raden bi  und  bf  berührt  Der  dritte  Schnittpunkt  F  von  AB  mit 
dieser  Gurve  liegt  mit  dem  Punkte  D  von  BC^  der  B  harmonisch 
trennt  von  a^  und  o^,  und  dem  Punkte  E  von  CA^  der  Ä  harmo- 
nisch trennt  von  b^  und  A|,  in  einer  Geraden.*^ 

Denken  wir  uns  um  il  die  quadratische  Strahleninvolution,  wo- 
von %  und  o,  ein  Paar  bilden,  und  AC  ein  Doppelstrahl  ist,  ebenso 
um  B  die  quadratische  Strahleninvolution,  wovon  b^  und  b^  ein 
Paar  bilden,  und  BC  ein  Doppelstrahl  ist,  und  bringen  wir  diese 
beiden  Involutionen  so  mit  einander  in  projectivische  Verwandtschaft, 
dass  der  Doppelstrahl^C  der  ersten  dem  Paare  b^  und  b^  der  zwei- 
ten, das  Paar  o^  and  o,  der  ersten  dem  DoppelstraMe  BC  der  zweiten 
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und  das  die  Yerbindangslinie  AB  der  Scheitel  anfhehmeude  Baar  der 
ersten,  dem  diese  Verbindangslinie  BA  ebenso  enthaltende  Paare 
der  zweiten  entspricht,  so  erzengen  diese  dann  in  sogenannter  halb 
perspectivischen  Lage  verkehrenden  Strahleninvolntionen  eine  Cnrve 
vierter  Ordnung  mit  den  zwei  Punkten  A  und  B  als  Doppelpunkten, 
welche  ans  der  Geraden  AB  und  der  oben  im  Satze  angewiesenen 
Curve  C«  besteht. 

Sind  pt  und  Pf  (Fig.  58.)  die  Strahlen  irgend  eines  Paares  der 
Involution  um  A  und  pi  und  p^'  die  Strahlen  des  entsprechenden 
Paares  der  Involution  um  ^,  so  ist  P  der  dritte  Diagonalpunkt  des 
von  den  vier  Geraden  gebildeten  vollständigen  Yierseits.  Dieser 
Punkt  P  beschreibt  bei  der  Erzeugung  von  C  eine  Ctorade.  Da 
nämlich  zwei  concentrische  Strahleninvolutionen  nur  ein  Strahlenpaar 
gemein  haben,  so  enthält  die  StrahleniAvolution  um  A  nur  ein 
Strahlenpaar  das  von  einer  willkflrlich  angenommenen  Geraden  AF 
durch  A  harmonisch  von  AB  getrennt  wird;  also  entspricht  einer 
willkOrlich  angenommenen  Ctoraden*  AP  nur  eine  Gerade  BP^  und 
umgekehrt  einer  willkOrlich  angenommenen  Geraden  BP  nur  eine 
Gerade  AP^  woraus  folgt,  dass  der  Ort  von  P  ein  durch  A  und  B 
gehender  Kegelschnitt  ist  Aber  dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Ge- 
rade ABy  da  die  AB  aufnehmenden  Paare  der  Strahleninvolutionen 
um  A  and  B  einander  entsprechen,  und  AP  und  BP  in  diesem  Falle 
in  AB  hineinfallen.  Also  ist  der  Ort  von  P  eine  Gerade.  Aber  aus 
den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  folgt,  dass 
P  in  i>(Fig^57)  liegt,  wenn  man  für  die  Strahlenpaare  p^^  p^  iuidp]',ps', 
die  StnJilen  o,,  o,  und  den  Doppelstrahl  BC^  dass  P  in  E  liegt, 
wenn  man  für  sie  den  Doppelstrahl  AC  und  die  Strahlen  ^  und  b^ 
annimmt  Und  andrerseits  lehren  Grenzbetrachtungen,  dass  Pmit 
dem  dritten  Schnittpunkte  F  von  AB  und  der  erzeugten  Curve  zu- 
samimenfällt,  wenn  man  die  Strahlenpunkte  p^,  ps,  und  pi\  p^  zu 
den  die  AB  aufnehmenden  Paaren  specialisirt  Also  liegen  Z>,  E^  F 
auf  der  Geraden,  welche  der  Ort  der  Punkte  P  ist 

76.  ^ie  Berührungspunkte  der  sechs  Tangenten,  die  ans  irgend 
einem  Punkte  C  an  eine  Curve  C«  mit  zwei  Inflexionsknoten  A  und 
B  möglich  sind,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.'^ 

Die  erste  Polare  von  C^  für  ihren  Punkt.  C  schneidet  C^  in 
zwOlf  Punkten-,  zwei  von  diesen  liegen  in  A  auf  der  Tangente  dieser 
Polare  in  A  neben  einander,  zwei  andere  liegen  in  B  auf  der  Tan- 
gente dieser  Polare  in  B  neben  einander  und  noch  zwei  andere 
liegen  in  C  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  dieser  Polare 
mit  C^  neben  einander;  die  sechs  übrigen  sind  die  Berührungspunkte 
der  von  C  ausgehenden  Tangenten  an  C^.  ]Nun  wird  der  Satz  dieses 
Artikels  —  und  zur  Bewährung  dieser  Behauptung  kann  man  die 
in  Artikel  61«  angeführten  Gründe  wiederholen  —  bewiesen  sein, 
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sobald  gezeigt  ist,  dass  die  erst  anfgexfthlten  sechs  der  zwölf  Schnitt- 
pnDkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  ^dass  es  also  einen  durch  A^ 
B,  C  gehenden  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  A^  B  nnd  C  die  erste 
Polare  von  C^  für  C  berührt 

Da  die  Tangente  in  ^  an  der  ersten  Polaren  von  C^  für  C  die 
Gerade  ist,  welche  C  harmonisch  trennt  von  den  Doppelpunktstan- 
genten  von  C^  in  ^,  so  entspricht  dieser  Tangente  in  der  in-Art.  73. 
angewendeten  Transformation  die  Gerade  AD.  Ebenso  entspricht  der 
Tangente  in  B  an  der  ersten  Polare  von  C«  für  C  die  Gerade  BE. 
Endlich  entspricht  der  Tangente  in  C  an  C^  die  Gerade  CF.  Aber 
AD,  BE,  CF  sind  dnrch  die  Eckpunkte  A^  B,  C  des  Dreiecks  ABC 
gehende  Gerade,  welche  die  Gegenseiten  dieses  Dreiecks  in  den 
Pnnkten  einer  Geraden  schneiden;  nach  Artikel  20.  schneiden  die 
Geraden,  welche  AD^  BE^  CF  entsprechen,  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  also  anch  in  drei  Funkten  einer  Geraden,  und  dieses  be- 
weist, dass  es  einen  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  A^  B  und  Cdie  erste 
Polare  von  C^  für  C  berührt,  und  die  sechs  Berührungspunkte  der 
▼on  C  an  C^  möglichen  Tangenten  deshalb  auch  Punkte  sind  eines 
Kegelschnittes. 

76.  „Die  Curven  C^,  welche  mit  einander  die  Inflexionsknoten 
A^  B  mit  den  Doppelpunktstangenten  gemein  haben,  bilden  einen 
Bflschel,  d.  h.  die  Inflexionsknoten  A^  J9,  die  Doppelpunktstangenten 
und  ein  einfacher  Punkt  bestimmen  eine  einzige  Curve  vierter  Ord- 
nung von  der  verlangten  Beschaffenheit'^ 

Alle  Curven  C\  welche  A  und  B  zu  Inflexionsdoppelpunkten 
haben,  und  in  A  (Fig.  59.)  die  Doppelpunktstangenten  a^,  o^i,  in  ^ 
die  Doppelpunktstangenten  d^,  b^  besitzen,  haben  in  jedem  der  beiden 
Punkte  A  nnd  B  acht ') ,  in  ^  und  B  zusammen  also  sechszehn 
Punkte  mit  einander  gemein.  Und  endlich  geht  durch  irgend  einen 
Punkt  P  der  Ebene  nur  eine  dießer  Curven  C^.  Wenn  nämlich  die 
Geraden  a  und  b  die  Geradenpaare  a^ ,  a%  und  b^ ,  b^  harmonisch 
trennen  von  P,  so  werden  zwei  der  Curven  C\  welche  dnrch  P 


1)  Es  kann  dies  auf  yersehiedene  Weisen  geseigt  werden.  Wenn  swei 
Corren  in  P  einen  Doppelpunkt  gemein  haben,  nnd  die  Doppelpnnktstajigeiiten 
der  einen  Canre  von  jenen  der  anderen  yerschieden  sind,  so  gilt  P  schon  Ar 
Tier  gemeinschaftliche  Paukte  der  beiden  Cunren;  denn  die  swei  Aeste 
der  einen  Gurre  sehneideu  doch  die  swei  Aeste  derj  anderen  Gurre.  Und 
nttQ  Termehrt  sich  die  Anzahl  der  in  P  aogehäuften  gemeinsamen  Punkte  um 
swei,  wenn  die  Gurren  auch  die  Doppelpunktstaogenten  gemein  haben,  und 
nochmals  um  swei,  wenn  diese  Doppclpunkstangenten  beide  Inflezionstangenten 
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gehen,  in  P  berührt  vom  Kegelschnitte  dnrch  A^  B^  P,  welche  in  A 
von  a  and  in  B  von  b  berührt  wird;  also  werden  zwei  der  Gnrven 
C^,  welche  dnrch  P  gehen,  in  dem  nächst  anf  P  folgenden  Pnnkte 

—  nnd  da  diese  Schlnssweise  von  Pnnkt  zn  Pnnkt  fortznsetzen  ist 

—  ganz  und  gar  coincidiren.^) 

77.  ,,Mittel8t  zweier  qnadratischen  Strahleninvolntionen  kann  Bian 
eine  Cnrve  C^  erzeugen,  welche  die  willkürlich  gegebenen  Punkte  A  aod 
B  zn  Inflexionsdoppelpunkten,  die  willkürlich  dnrch  A  geführten 
Geraden  b^  nnd  b^  zn  Doppelpunktstangenten  und  den  wiUkttrlich 
gegebenen  Pnnkt  P  zn  einem  einfachen  Paukte  hat.^^ 

Denken  wir  uns  um  A  die  quadratische  Strahleninvolntion, 
welche  das  Paar  a^,  a^  und  den  Doppelstrahl  AB  enthält,  ebenso 
um  B  die  quadratische  Strahleninvolution ,  welche  das  Paar  5^,  &, 
und  den  Doppelstrahl  BA  enthält,  und  Aringen  wir  diese  Involutionen 
so  mit  einander  in  perspectivische  Verwandtschaft,  dass  der  Doppel- 
strahl AB  und  das  Paar  b^y  3^,  das  Paar  a,,  a,  and  der  Doppelstrahl 
BAy  das  die  Gerade  ÄP  enthaltende  Paar  und  das  die  Gerade  BP 
enthaltende  Paar  einander  entsprechen,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectivischen  Strahleninvolntionen  offenbar  die  verlangte  Curve  C^. 
Wirklich  ist  diese  Erzeugnngsweise  nicht  verschieden  von  jener, 
welche  man  erhält,  wenn  man  auf  die  Erzeugnngsweise  der  C^  von 
Artikel  74.  die  in  Artikel  73.  angeführte  quadratische  Transformation 
anwendet. 

78.  ,ylede  Cnrve  C^  mit  zwei  Inflexionsknoten  kann  als  eine 
Curve  mit  einem  Mittelpnnkte  nnd  zwei  Symmetrieachsen  projicirt 
werden.^^ 


8)  AUo  if  t  die  Differentaalgleicbang  dieser  Curvenfamilie  in  -?    Tom    er- 

dx 

Bten  Grade.     Ift  die  Verbindangslinie  der  beiden  Inflexionsknoten    dorcb  2=0 

and  sind  die  beiden  Geraden ,  welche  diese  Verbindungslinie  harmonisch  trennen 

Ton  einem  der  beiden  Paare  von  Doppeltangenten,  durch 

«5  =  0    und    y  ««  0 
gegeben,  so  ist 

worin  ^  einen  willkftrliehen  Parameter  vorstellt,  die  Gleichung  der  Cunrenfamilie. 
Und  projicirt  man  nun  die  Inflexionsknoten  in  senkrecht  auf  einander  stehen- 
den Richtungen  in's  Unendliche,  so  ist 

die  Gleichung  der  Frojection.    Also  giebt  Diffsrentiation  wirklich 

^     _»(y'+«) 

das'"       y(»«+6)' 
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Wir  nnterscheiden  hierbei  wieder  zwei  Fälle,  and  betrachten 
nach  einander  eine  C^  mit  zwei  reellen  und  eine  C^  mit  zwei  con- 
jHgirt-imaginftren  Inflexionsdoppelpunkten. 

Sind  die  Inflexionsknoten  Ä  und  B  reell ,  so  können  die  Paare 
TOD  Doppelponktstangcnten  jede  far  sich  entweder  reell  oder  con- 
jvgirt  imginär  sein^).  Unabhängig  :hiervon  ist  aber  der  dritte  Dia- 
gonalpunkt  C(Fig.  60.)  des  von  den  Deppelpnnktstangenten  ge- 
bildeten Vierecks  immer  reell.  Denn  dieser  Punkt  C  ist  der  Schnitt- 
piiBkt  der  Geraden,  (welche  AB  harmonisch  trennen  von  den 
Puren  o^,  o,  und  &i,  5^,  und  diese  beiden  Geraden  AC  nnd  BC 
and  reell,  da  sie  eine  reelle  Gerade  von  zwei  conjngirt  imaginären 
Geraden  harmonisch  trennen^).  Nun  kann  man  die  Curve  central 
so  projiciren,  dass  die  Projectionen  A'  und  B'  von  A  und  B  in  senk- 
recht aufeinander  stehenden  Richtungen  in's  Unendliche  verschwinden, 
wobei  daun  die  Projeetion  C*  von  C  Mittelpunkt  und  die  Geraden 
CA*  und  C,  B'  Symmetrieachsen  der  Projeetion  werden.  Es 
wird  dann  nämlich  die  Projeetion  von  Fig.  60.  die  in  Fig.  61.  ge- 
gebene Form  annehmen.  Und  hieraus  folgt  dann,  dass  die  beiden 
quadratischen  Strahleninvolutionen  aus  in  Bezug  auf  CA'  und  C'B' 
symmetrischen  Strahlenpaareu  bestehen,  und  die  vier  Schnittpunkte 
von  zwei  einander  entsprechenden  Paaren  also  die  Eckpunkte  sind 
eines  Rechtecks  mit  den  Seitenrichtungen  CA'  nnd  C'B'  nnd  dem 
Schnittpunkte  C  der  Diagonalen.  Projiciren  sich  aber  die  beiden 
Strahleninvolutionen  derweise,  dann  ist  offenbar  C  Mittelpunkt,  und 
CA'  Qsd  C'B'  sind  Symmetrieachsen  der  Projeetion  der  Curve. 

Der  Grund  dafOr,  dass  jede  Curve  C  ^  mit  zwei  reellen  Inflexions- 
knoten A  und  B  als  eine  nm  zwei  senkrechte  Achsen  symmetrische 
Mittelpnnktscurve  C^  projidrt  werden  kann,  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden hierin  zu  suchen,  dass  die  von  den  einander  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  der  Involutionen  A  und  B  gebildeten 
ToUständigen  Vierseite  den  Punkt  C  zum  gemeinschaftlichen  ^ritten 
Diagonalpnnkt  haben.  Dies  ist  auch  leicht  aus  Fig.  60.  zu  er- 
icennen.  Die  beiden  Diagonalen />ii^,  nnd  £|£i  des  Vierecks  (hh^^t 


8)  Du8  die  Paare  von  Tangenten  conjugjrt-imagin&re  Geraden  find,  faili  lie 
ftberhanpt  imagiDir  tiDd,  ist  der  AnalysU  so  entnehmen«  Der  Fookt  C  if t  der 
dritte  Bckpniikt  des  in  der  yorhergehenden  Kote  schon  angewendeten  Coor- 
dtDiteiidreieckt. 

4)  Aach  diefet  Beenltat  ift  der  Analysie  %u  entlehnen. 
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werden  nämlich  jede  fflr  sich  von  den  beiden  Strahleninvolutio- 
nen  in  zwei  Punktinyolutionen  geschnitten,  die  identisch  sind;  denn 
die  Involution  auf  D^D^  hat  die  Doppelpunkte  C  und  />,  jene  auf 
E^E^  die  Doppelpunkte  C  und  E.  Und  da  nun  ÄC  die  Strahlen- 
paare der  Involution  um  Ä^  uud  BC  die  Strahlenpaare  der  Involution 
um  B  harmonisch  trennt  von  AB^  ist  F  der  dritte  Diagonalpnnkt 
von  jedem  vollständigen  Yierseite,  dessen  Seiten  zwei  einander  ent- 
sprechende Strahleupaare  dieser  Involution  sind. 

Wenn  die  Doppelpunkte |i  und  B  coigugirt-imaginär  sind,  so  sind 
CS  auch  die  Doppelpuuktstangenten.  Da  aber  zwei  coDjugirt-ima- 
giuäre  Gerade  einen  reellen  Schnittpunkt  haben ,  so  können  nicht  a^ 
und  bi  zu  o,  nnd  b^  conjugirt  sein,  sondern  es  mnss  einer  Doppel- 
taugente  durch  i4,  eine  Doppeltangente  durch  B  conjugirt  sein.  Aber  dann 
sind  von  den  vier  Punkten  Z>],  Z)s,  J^,  E^  (Fig.  60.)  auch  zwei  nicht 
auf  einer  nämlichen  Seite  des  Yierseits  oi^hhh  liegende  Punkte, 
z.  B.  die  Punkte  D^O^  reell,  und  die  andern  dann  £|,  E^  co^jngirt- 
imaginär.  Und  hieraus  folgt  wieder,  dass  C  als  Punkt,  welcher  auf 
D^V^  die  Punkte  D^  und  D^  harmonisch  trennt  von  AB^  reell  ist  Da 
nun  dieser  reelle  Punkt  C  der  dritte  Diagonalpunkt  ist  von  allen 
vollständigen  Yierseiten,  deren  Seiten  zwei  einander  entsprechende 
Paare  sind  von  den  Involutionen  nm  A  nnd  B^  so  besitzt  die  Gurve 
C^  mit  den  imaginären  Inflexionsknoten  A  nnd  B  neben  jedem  re- 
ellen Punkte  P  auf  CP  einen  zweiten  reellen  Punkt  P',  der  von  C 
nnd  AB  harmonisch  von  P  getrennt  wird.  Und  deshalb  wird  man 
die  Gurve  C^  central  nur  so  zu  projiciren  haben,  dass  die  Projectionen 
A'  und  B'  mit  den  imaginären  Kreispunkten  der  neuen  Ebene  zu- 
sammenfallen ,  um  in  der  Projectionscurve  eine  Curve  C  zu  erhalten, 
die  in  der  Projection  C'  von  C  einen  Mittelpunkt  hat  Aber  hier- 
mit ist  noch  nicht  nachgewiesen,  dass  die  Projectionscurve  Achsen 
hat  Ist  C  (Fig.  62.)  der  Mittelpunkt,  nnd  sind  B^  und  2>,  die 
reellen  Schnittpunkte  der  Doppelpunktstangenten  dieser  Pro- 
jectionscurve, so  erkennt  man  D^D^  nnd  ihre  Mittelsenkrechte 
CE  unmittelbar  als  Symmetrieachsen  von  dieser  Gurve;  da  ein  Um- 
klappen der  Figur  um  irgend  eine  dieser  beiden  Geraden  eine  neue 
Gurve  liefert,  welche  mit  der  vorhergehenden,  ausser  sechszehn  Schnitt- 
punkten in  den  imaginären  Ereispnnkten  noch  die  acht  Schnitt- 
punkte mit  den  beiden  Geraden  gemein  hat  nnd  also  mit  ihr  zn- 
sanmienf&llt. 

Wir  nennen  die  Gnrven  C^  mit  zwei  reellen  Inflexionsknoten 
wieder  die  Gnrven  erster  Gattung,  die  Gurven  C^  mit  zwei  conjugirt- 
imaginären  Inflexionsknoten  die  Gurven  zweiter  Gattung  dieser  Spe- 
cies.    Es  sind  dann  von  dieser  Species  die  Mittelpunktscurven  wieder 
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als  Normaleorve  erster  and  als  Normalciirve  iweitor  Oattong  za  be- 
leielmeiL 

79.  „Es  giebt  drei  verschiedene  Arten  von  Normalconren  C^ 
enter  Gattung  und  nur  eine  Art  von  Normalcarfen  zweiter  Grattang/* 

Die  Normalcarven  C^  erster  Gattung  teilen  sich  in  drei  Arten, 
jenachdem  die  beiden  reellen  Inflexionsknoten  Knotenpunkte,  oder 
einer  von  beiden  ein  Knotenpunkt,  und  der  andere  ein  conjugirter 
Punkt,  oder  aber  beide  coigugirte  Punkte  sind.  Sind  die  In- 
flexionsknoten Knotenpunkte,  so  ist  die  Curve  ihrer  Gestalt  nach 
nicht  von  der  ersten  Normalcurve  C^  erster  Gattung  (Fig.  22.)  ver- 
schieden; nur  geht  sie  nicht  durch  den  Mittelpunkt  C,  den  conjugirten 
Punkt  von  jener  Curve.  Die  zweite  Art  von  Normalcurven  C^  er- 
ster Gattung  mit  einem  coigugirten  Inflexionsknoten  A  und  einem 
Inflexionsknoten  B  mit  reellen  Doppelpunktstengenten  ist  in  Fig.  63. 
vorgeführt;  es  giebt  die  Figur  von  ihr  zwei  verschiedene  Formen 
(^  und  C^  an,  die  bei  Parameteränderung  durch  die  zweite  Nor- 
malcurve C^  hindurch  in  einander  flbergefaen.  Und  die  dritte  Art  von 
Normalcurven  C^  erster  Gattung  mit  zwei  Inflexionsknoten  A  und  B, 
deren  Doppelpunktstangenten  sämtlich  imaginär  sind,  giebt  Fig.  64. 
an*). 

Es  giebt  nur  eine  Art  von  Normalcurven  C^  zweiter  Gattung, 
da  bei  imaginären  Inflexionsknoten  keine  Unterschiede  in  den  Dop- 
pelpunktstangenten obwalten  können.  Von  ihr  giebt  Fig.  65.  zwei 
verschiedene  Formen  C^  und  C^  die  bei  Parameteränderung  durch 
die  Lemniskate  hin  in  einander  übergehen  können.  Diese  Curve 
ist  bekannt  als  das  Oval  von  Cassini  ^). 


5)  Die  Gleichung  der  Carve  ist 

Sind  a  und  6  beide  negativ,  lo  hat  man  ee  mit  der  ersten,  haben  a  nnd  6  ver- 
schiedene  Zeichen,  so  hat  man  es  mit  der  «weiten,  sind  a  und  6  beide  positiv, 
10  bat  man  es  mit  der  dritten  Art  der  Normalcnrren  C4  erster  Gattung 
n  tan. 

6)  Die  Gleichung  der  Cnrre  ist 

(«»+sf«)»4.2aV-»')  +  f»«*  -  0 
Ist  die  Carre  C*  (Fig.  59.)  bestimmt  durch  die  Infiexionsknoten  A,  S, 
die  Infiezionsdoppeltangenten  a^  «i  und  fr|,  6,  in  diesen  Fankten  und  den 
Ponkt  P ,  so  hat  der  Kegelschnitt  ,  welchen  in  A^  B  und  P  die  erste  Polare 
von  P  in  Being  anf  C^  berflhrt,  den  Punkt  P'  zum  Pole  von  AB.  An  der 
Nonnalcurre  C  sweiter  Gattung  angepasst,  findet  man  aber,  dass  der  Kreis, 
welcher  diese  Curve  in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  und  in  P  berührt, 
leinen  Mittelpunkt  hat  im  Punkte  P',  welcher  in  der  (Fig.  68.)  um  Z>i/>i 
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umgelegten  Trattformatioii  der  redproken  Radien  mit  der  Fotens  CD,  dem 
Ponkte  P  entspricht.  So  findet  man  weiter,  dass  der  Ort  dieeer  Mittelpunkte 
fdr  die  bei  den  yerschiedenen  Punkten  der  Carve 

(«•+y*)»+2«,(y«-x»)+».«*  -  0 

vorkommenden  Kreise  die  Cnnre 

ist;  Ar  diese  Cnrve  liegen  die  Doppeltrennpnnkte  Z>|  nnd  Dl  In  einer  Ent- 
fernung ~  y^  von  C  u.  8.  w. 

fr 

Ans  der  letzteren  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  die  Normale  in  ii^end 
einem  Punkte  P  von  einer  Ovale  von  Cassini  den  Punkt  P'  enth&lt,  welcher 
P  in  der  angedeuteten  umgelegten  Transformation  von  reciproken  Radien  eat- 
spricbt    Dieses  Resultat  gilt  auch  fftr  den  besonderen  Fall  der  Lemniskate. 

In  der  letzten  Bemerkung  ist  die  einfachste  LOsung  der  Aufgabe  enthalten : 
in  einem  Funkt  P  von  einer  durch  diesen  Punkt  P  und  die  beiden  Doppel- 
brennpunkte bestimmten  Ovale  von  Oassini  die  Normale  nnd  die  Tangente  au 
ooBstruiren.  Ist  n&mlich  Z>|  einer  der  Doppelpunkte  nnd  C  der  Mittelpunkt, 
so  bestimmt  man  den  Funkt  P'  mittelst  der  beiden  Relationen 

Z,  A  CP'  —  Z,  PCD^    und    CP,  CP'  —  CD^^\ 

dann  ist  PP'  die  Normale  in  P  an  der  Gurre  u.  s.  w.  Bei  der  Lemniskate 
ist  also  die  EinhOllende  der  Verbindungslinie  des  Lemniskatenpunktes  Q  mit 
dem  Funkte  von  dem  Wendeschnitte,  welcher  dem  Q  entsprechenden  Funkte 
C*  diametral  gegenüberliegt  su  gleicher  2^it  die  Evolute  der  Lemniskate;  sie 
ist  eine  Cnrve  C**^  sechtcr  Ordnung  nnd  sechster  Classe  von  der  Gleichung 

(man  vergleiche  »die  Lemniskate  in  rationaler  Behandlung  von  Dr.  Emil  We]rr, 
Art  80). 

Es  wird  auch  leicht  geometrisch  erkannt,  dass  die  Evolute  der  Lemniskate 
von  der  sechsten  Classe  ist.  Ist  P  ein  gegebener  Funkt  und  l  irgend  ^ne 
Gerade  durch  P,  so  wird  der  Kegelschnitt,  welcher  in  der  um  die  Breon- 
punktenachse  umgelegte  Transformation  der  redproken  Radien  der  Geraden  / 
entspricht,  l  in  swei  Funkten  schneiden.  Also  ist  der  Ort  der  einander  ent- 
sprechenden Funkte,  deren  Verbindungslinien  durch  P  gehen,  eine  durah  C 
und  die  imaginären  Doppelpunkte  der  Lemniskate  gehende  Cnrve  dritter  Ord- 
nung, welche  ausser  diesen  Funkten  noch  sechs  Funkte  mit  der  Lemniskate 
gemein  hat. 
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VIIL 


Beitrag  zur  Lehre  von  der  Bewegung 

eines  festen  Körpers  in  einer  incompressibeln 

Flüssigkeit. 


Von 

Fr.  Kötter. 


Bektnntlich  hat  Dirichlet  die  Bewegung  YoUständig  bestimmt 
welche  ein  irgend  wie  bewegter  fester  kagelförmiger  Körper  in  einer 
ihn  umgebenden  incompressibeln  reibnngslosen  Flflssigkeit  hervor- 
mft.  Es  ergiebt  sich,  dass  man  den  Dmck ,  welchen  die  Flüssigkeit 
auf  den  Körper  ansübt,  ansehen  kann  als  die  Eesnltante  zweier 
Kräfte,  nämlich  des  hydrostatischen  Druckes  nod  einer  Kraft,  deren 
Angrifiispunkt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  deren  Grösse  propor- 
tional, und  deren  Richtung  entgegengesetzt  der  Beschleunigung  dieses 
Ponktes  ist.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken,  und  die  Masse  der  Kugel  homogen  ist,  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  gerader  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort- 
schreitet 

Ein  ähnliches  scheinbar  bisher  nicht  veröffentlichtes  Gesetz  gilt 
aoch  dann,  wenn  die  Massenverteilnng  der  Kugel  nicht  homogen  ist 
Ans  dem  ttber  den  Druck  Gesagten  kann  man,  ohne  auf  den  hydrodyna- 
mischen Ausgangspunkt  zurückzugehen,  mit  den  Hifsmitteln  der  ge- 
wöhnlichen Mechanik  folgern ,  dass  bei  beliebiger  Massenyerteilnng 
ein  gewisser  zwischen  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  gelegener  Punkt, 
wenn  äussere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  geradlinig  mit  constant^ 
Geschwindigkeit  sich  bewegt  Dass  wir  beim  Beweise  dieses  Ge- 
setzes, welchem  die  folgenden  Seiten  gewidmet  sind,  auf  den  hydro- 


Bigitized  by  VjOOQ  IC 


158  Kötter;  Bewegung  tUei  futen  Kdrpert 

dynamischen  AosgaDgspnnkt  zurückgreifen,  hat  erstens  den  Zweck,  das- 
selbe für  eine  ganze  Reihe  yon  Körpern  darzatnn,  und  zweitens  den  Zweek, 
den  Innern  Grnnd  desselben  klarer  hervortreten  zn  lassen.  Wir 
werden  zeigen,  dass  das  fragliche  Theorem  nnd  etliche  andere  damit 
im  Znsammenhang  stehende  dann  gelten,  wenn  die  Gestalt  des  Körpers 
zwei  sich  senkrecht  schneidende  Symmetrieachsen  besitzt,  in  denen  sieb 
je  zwei  Paare  Symmetrieebenen  unter  rechtemWinkel  schneiden.  Solche 
Körper  sind  z.  B.  der  Würfel,  das  regelmassige  Oktaeder,  die  Kngel, 
der  Körper,  dessen  Oberfl&che  die  Gleichung  hat: 

u.  a.  m.  um  uns  künftig  unnütze  Weitläufigkeiten  zu  ersparen, 
werden  wir  derartige  Körper  beliebiger  Massenverteilnng  dadurch 
bezeichnen,  dass  wir  sagen,  ihre  Gestalt  sei  im  hydrodynamischen 
Sinne  regelmässig  oder  trage  den  hydrodynamischen  Charakter  der 
Kugel. 

Für  die  modernen  Methoden  ^)  zur  Bestimmung  der  Bewegungs- 
gleichungen eines  beliebigen  Körpers  in  einer  idealen  Flüssigkeit  ist 
der  Umstand  von  besonderer  Bedeutung,  dass  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeit  sich  ebenso  wie  diejenige  des  Körpers  darstellen  lüsst 
als  homogene  quadratische  Function  der  Geschwindigkeitscomponenten 
uvw^  welche  der  Anfangspunkt  eines  in  dem  Körper  festen  Coor- 
dinatensystems  nach  dessen  Achsen  besitzt,  und  der  drei  Rotations- 
eomponenten  pqr  des  Körpers  um  diese  Achsen.  Besitzen  nämlich, 
wie  wir  annehmen  wollen,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte 
ein  Potential,  so  sind  bei  passend  gewähltem  Anfangszustand  die 
Gomponenten  der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  dessen 
Coordinaten  in  dem  bezeichneten  Coordinatensystem  xy»  sind,  die 
Ableitungen  einer  Function  q>  nach  xy».  Als  Function  der  Zeit  t 
betrachtet,  ist  dieselbe  eine  lineare  Function  der  sechs  Grössen 
uvw  pqri 

deren  Coefficienten  q>^^  q>^^  , .  (pß  zwar  von  xyz^  nicht  aber  von  der 
Zeit  t  abhangen.  Der  Charakter  der  Functionen  ist  durch  die  geo- 
metrische Gestalt  des  Körpers  bedingt,  wird  aber  durchaus  nicht 
durch  dessen  Massenverteilung  beeinflusst.  Die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  q  sein  möge,  erhalten  wir  durch  das 
dreifache  Integral 


///-"-(©■+(g)V(^)') 


1)  Kirchhoff:  üeber  die  Bewegung   eines  RotationikOrpers  in  einer  Flfis- 
figkeit.     Borchardts  Joarnal  Bd.  71.     1S69. 
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welches  ftber  den  ganzen  nnendlichen  Ranm  za  erstrecken  ist  mit 
Aasnabme  desjenigen  Teiles,  welcher  von  dem  festen  Körper  ans- 
geMt  wird;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  also  in  jedem  Augen- 
blick dieselben.  Daraas  erhellt  dann  unmittelbar,  dass  die  lebendige 
Kraft  wirklich  die  angegebene  Form  hat.  Bezeichnet  man  nun  mit 
T  die  gesamte  lebendige  Kraft,  d.  b.  also  die  Summe  derjenigen  des 
Körpers  und  derjenigen  der  Flüssigkeit,  mit  X,  F,  Z  die  Componen- 
tensummen  and  mit  MxMyMg  die  Brehungsmomente  sämtlicher  auf 
die  Flüssigkeit  wie  auf  den  festen  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte, 
so  erhält  man  das  folgende,  zuerst  von  Kirchhoff  in  voller  Allge- 
meinheit entwickelte  System  von  Differentialgleicbangen  für  die  Be- 
wegung des  gegebenen  Körpers: 

d   /87\  dT  dl  .    ^ 

d_fdT\  St         3^  I    V 

dt\dvj  ^  ""du  "Pdtü'^^ 

d    /8T\  dT  ^T  .    ^ 

d   (dl\  BT  St  ,8t  BT  .  ,^ 

d  (dT\  dT  ST  .        dT  BT  ,    ,, 

d    /dT\  dl  dT  .       dT  dT  .   -^ 

Dasselbe  stimmt  in  seiner  Form  wesentlich  mit  demjenigen 
fiberein,  welches  die  Bewegung  eines  Körpers  im  leeren  Räume  dar- 
stellt Wie  man  nun  bei  dem  letzterwähnten  Problem  die  Bewegung 
auf  ein  im  Baume  festes  Coordinatensystem  beziehen  kann,  so  lassen 
sich  auch  in  dem  hydrodynamischen  Problem  für  die  Componenten- 
snmmen  and  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  drei  im  Räume  feste 
Achsen  Ausdrücke  in  den  Bewegungs-  und  Lageelementen  des  Kör- 
pers ableiten.  Wir  bezeichnen  die  neuen  Coordinatenachsen  als  E, 
1},  (  Achse,  mit  S,  ff,  Z  die  Componentensummen  nach  diesen  Achsen 
und  mit  tußiyi  die  Richtungscosinus  der  Achsen  der  beiden  Systeme 
ZQ  einander  in  der  Weise,  wie  sie  durch  das  nachstehende  Schema 
verdeutlicht  wird: 


s 

«1 

«j 

«» 

n 

ßi 

ßt 

ß. 

i 

n 

Vi 

y» 
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Die  drei  Oleiehnngen,  welche  den  tniDslatorisdieii  Crleichnngen  fttr 
den  leeren  Banm  entsprechen,  lanten  dann: 

d    f     dT  ,       dT  ,       dT\ 

Aach  diese  OleichuDgen  stimmen  in  ihrer  Form  mit  den  ent- 
sprechenden des  znr  Yergleichong  herangezogenen  einfacheren  Pro- 
blems wesentlich  überein;  gewöhnlich  werden  iu  diesem  Falle  die 
letztangefahrten  in  etwas  anderer  Form  anfgefflhrt,  welche  die  ein- 
fache mechanische  Bedeutung  der  Grössen  besser  hervortreten  lässt, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auf  der  linken  Seite  ste- 
hen. Diese  Grössen  sind  bekanntlich  die  mit  der  Masse  des  im 
leeren  Raum  bewegten  Körpers  mnltiplicirten  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit seines  Schwerpunktes.  Deswegen  liefern  für  die  Be- 
wegung im  leeren  Raum  diese  Gleichungen  eine  klarere  Einsicht  in 
das  Wesen  der  fortschreitenden  Bewegung  als  die  erstgenannten 
Gleichungen.  Anders  bei  der  Bewegung  in  der  Flüssigkeit;  dort  haben 
im  allgemeinen  die  Grössen 


dT         dT  ,       BT 


u.  s.  w.  nicht  mehr  eine  so  einfache  Bedeutung,  und  daher  bieten 
diese  Gleichungen  nicht  mehr  den  Vorteil  wie  vorher.  Zwar  liefern 
sie  in  gewissen  einfachen  Fällen,  z.  B.  wenn  keine  Kraft  oder  nur 
die  Schwere  wirkt,  je  ein  Integral,  dafür  bringen  sie  aber  auch  schon 
frühzeitig  die  Richtung  der  Achsen  selbst  in  die  Gleichungen;  des- 
halb empfiehlt  es  sich  bei  dem  hydrodynamischen  Problem,  nament- 
lich in  dem  Falle,  dass  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  zunächst  bei 
dem  bewegten  Coordinatensjstem  stehen  zu  bleiben,  wie  es  die  For- 
scher auf  diesem  Gebiete  bisher  getan  haben.  In  dem  speciellen 
Falle,  welchen  wir  jetzt  ins  Auge  gefasst  haben,  lassen  sich  für  den 
leeren  Raum  sämtliche  Integrale  des  Systems  von  6  Differential- 
gleichungen für  uvwpqr  finden.  Bei  dem  hydrodynamischen  Pro- 
blem lassen  sich ,  wenn  die  Form  des  festen  Körpers  völlig  willkür- 
lich bleibt,  nur  drei  und  zwar  t  nicht  explicite  enthaltende  Integrale 
finden.    Clebsch  ^)  hat  aber  gezeigt,  dass,  wenn   ein  weiteres  von  t 


1)  Mathematische  Annalen.     Bd.  3.    pag.  238—269.      IS7I. 
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freies  Integral  bekannt  wäre,  sich  mit  Hfllfe  von  Jaoobi's  Theorem 
des  letzten  Moltiplicators  ein  fünftes  derartiges  Integral  und  dann 
aoch  das  sechste ,  t  enthaltende  Integral  finden  lasse.  Die  Frage, 
nnter  welchen  Umständen  das  fehlende  vierte  Integral  durch  eine 
constant  zu  setzende  homogene  lineare  oder  quadratische  Function 
geliefert  wird,  beantwortet  der  genannte  Forscher  dahin,  dass  diese 

I       Möglichkeit  an  gewisse  Relationen  zwischen  den  Coefücienten  der 

!  Function  T  geknüpft  ist  Die  Erfüllung  der  fQr  den  ersten  Fall 
nötigen  Bedingungen  hatte  Kirchhoff  M  schon  vorher  durch  die 
rereinfachende  Annahme   erreicht,   dass   der   KOrper  sowol   in   6e- 

1  Btalt  wie  in  Massenverteilung  den  Charakter  eines  Rotationskörpers 
hat,  d.  h.  zwei  Paare  von  senkrecht  auf  einander  stehenden  Sym- 
metrieebenen besitzt,  deren  Schnittlinien  zusammenfallen.  Das  Inte- 
gral, welches  sich  in  diesem  Falle  ausser  den  drei  erwähnten  finden 
läast,  drückt  aus,  dass  der  Körper  mit  constanter  Geschwindigkeit 

'  am  seine  Achse  rotirt  Den  zweiten  Fall,  dessen  Liösung  in  einem 
speciellen  Fall  Herr  Weber  *)  auf  Thetafunctionen  zweier  Variablen 
zarückgeflührt  hat,  welche  lineare  Functionen  der  Zeit  sind,  lässt 
sidi  ansehen  als  die  Bewegung  gewisser  Körper,  deren  Gestalt  und 
Ifassenverteilaug  drei  senkrecht  auf  einander  stehende  Symmetrie- 
ebanen  besitzt 

Der  Umstand,  dass  der  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
dem  festen  Körper  selbst  herrührt,  schon  von  vornherein  eine  ge- 
wisse einfache  Form  hat,  lässt  voraussetzen,  dass  schon  die 
Annahme  gewisser  Symmetrien  der  Form  hinreichen  werde,  den 
Aiudruck  für  die  lebendige  Kraft  zu  vereinfachen.  Wir  wollen  die 
Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  an  dem  Beispiel  der  Körper  dartun 
j  deren  Gestalt  den  Charakter  der  Kugel  hat  Zu  dem  Ende  wählen  wir 
j  das  Coordinatensystem  so,  dass  die  y  und  die  »  Achse  mit  je  einer  der 
t  beiden  Symmetrieachsen  zusammenfallen.  Auf  den  Teil  der  leben- 
digen Kraft,  welcher  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  herrührt, 
hat  nur  die  Gestalt,  nicht  aber  die  Massenverteilnng  des  festen  Kör- 
pers Einfluss;  es  lassen  sich  also  auf  diesen  Teil  dieselben  Ueber- 
legnngen  anwenden ,  welche  Kirchhoff  zur  Vereinfachung  des 
Aasdrucks  der  lebendigen  Kraft  des  gesamten  Systems  bei  Rotations- 
körpern gebraucht  Berücksichtigen  wir  zunächst,  dass  die  Gestalt 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  n  Achse  den  Character  einer  Rotations- 
fläche hat,  so  erhalten  wir  für  den  fraglichen  Teil  der  lebendigen 
Kraft  T  den  Ausdruck 


1>  VergL  auch  KOpcke:  Mathemntiscbe   Aonalen.    Bd.  12,    pag.  387— 
40«.    1877. 

2)  Mathematische  Annalen.    Bd.  U.    pag.  173.     1879. 
AicL  ter  Math.  v.  Pliys.   2.  SeOie,  TeU  VI.  U 
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Da  aber  aach  in  Bezug  aof  die  y  Achse  die  Gestalt  des  festen 
Körpers  den  Charakter  einer  Rotationsfläche  hat,  so  mnss 

sein.  Wir  können  daher  den  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
der  Flüssigkeit  herrührt,  schreiben,: 

Derselbe  stimmt  also  genau  ttberein  mit  der  lebendigen  Kraft  eines 
homogenen  kugelförmigen  festen  Körpers  von  der  Hasse  M^  und 
dem  Trägheitsmoment  Zr,  welcher  mit  dem  gegebenen  Körper  derart 
fest  verbunden  ist,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  dem  geo- 
metrischen Mittelpunkt  des  Körpers  zusammen  fällt.  Es  braucht 
nicht  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  Eigenschaft 
selbstverständlich  unabhängig  von  der  Wahl  des  in  dem  gegebenen 
Körper  festen  Coordinatensystems  ist  Wir  können  uns  daher  die 
gesamte  lebendige  Kraft  vorstellen  als  die  lebendige  Kraft  eines  ein- 
zigen festen  Körpers,  dessen  Masse  besteht  aus  der  Masse  M  des 
gegebenen  Körpers  und  der  Masse  M\  welche  wir  künftig  als  mit- 
geführte Masse  bezeichnen  wollen. 

Der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems,  von  welchem  wir  jetzt 
sehr  wol  reden  können,  ist  leicht  aufzufinden;  er  teilt  die  Ver- 
bindungslinie des  Schwerpunktes  des  gegebenen  Körpers  und  des 
Schwerpunktes  der  mitgeführten  Masse,  d.  h.  des  Mittelpunktes,  nach 
dem  Verhältniss  der  beiden  Massen.  Sind  die  Coordinaten  des  Massen- 
mittelpunktes für  den  gegebenen  Körper  a,  6,  c,  so  hat  also  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  Coordinaten 

_       M  ^_      M     ^  _      M 

'''^M+M''''      ^-M+M*^'      ^''M+M''' 

In  demselben  Sinne  ist  man  nach  den  bisherigen  Entwicklungen 
berechtigt  von  Hauptträgheits- Achsen  des  ganzen  Systems  in  Bezug 
auf  seinen  Schwerpunkt  zu  sprechen.  Wählen  wir  nun  diese  Linien 
zu  Coordinatenaxen,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Sy- 
stems die  Form  an: 

In  unserm  Falle  bietet  die  Bezugnahme  auf  ein  im  Baume  festes 
Coordinatensystem  dieselben  Vorteile  wie  bei  der  Bewegung  im 
leeren  Baum;  denn  die  Ausdrücke 


Digitized  by 


Google 


dl        .    dT       ,    BT  BT^     .    BT^     .dl^ 

BT         BT  BT 

ftT^^  +  airy'  +  dfry» 

nehmen  hier  die  ein&chere  Form  an: 

(3f+Afi)  (uy^  +  ü  y,+ wya) 

Die  zweiten  Factoren  dieser  Ausdrucke  sind  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  nach  den  Achsen  des  im  Banme  festen  Coordinaten- 
systems  fllr  den  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  können 
also,  wenn  die  Coordinaten  des  letzteren  S,  17,  i  sind,  geschrieben 

,      dS     diy     rft 
^^^  Ä-    Ä*    dt' 

Für  die  fortschreitende  Bewegung  des  Körpers  haben  wir  also 
die  folgenden  Gleichungen 

deren  Inhalt  sich  folgendermaassen  in  Worten  aussprechen  Iftsst: 

„Bei  der  Bewegung  eines  festen  Körpers,  dessen  Gestalt  den 
hydrodynamischen  Charakter  einer  Kugel  hat,  in  einer  incompressi- 
beln  reibungslosen  unendlichen  Flüssigkeit  beschreibt  ein  gewisser 
zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  seinem  Schwerpunkt  gelegener 
Punkt  dieselbe  Bahn,  welche  der  Schwerpunkt  eines  aus  der  eigenen 
and  der  mitgeffihrten  Masse  gebildeten  Körpers  unter  Einfluss  der- 
selben äusseren  Kräfte  im  leeren  Raum  beschreiben  wflrde/^ 

Wirken  spedell  gar  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 
^      ^       ^      n 

€tt«  ""  €Ä»     "■    dt«  "  " 

Wir  erhalten  also  folgende  Erweiterung  des  in  der  Einleitung  er- 
wähnten Theorems  Ton  Dirichlet: 

„Welches  auch  immer  die  Massenverteilung  innerhalb  eines 
Körpers  von  Kugelgestalt  sein  möge ,  stets  lässt  sich  auf  der  Ver- 
bindungslinie Ton  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  ein  Punkt  finden, 
welcher  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  fort- 
schreitet.'' 

Ist  der  Körper  und  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  der  Schwere 
unterworfen,  so  muss,  damit  die  Flüssigkeit  im  unendlichen  ruhe, 

11* 
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durch  eine  dort  aufgestellte  Fl&che  ein  gewisser  Druck  ausgeübt 
werden,  welcher  dem  hydrostatischen  Druck  gleich  ist.  Dieser  Druck 
wttrde  im  Stande  sein,  die  durch  die  constante  beschleunigende  Kraft 
hervorgerufene  Wirkung  aufzuheben,  wenn  der  ganze  Raum  mit 
Flüssigkeit  erfüllt  wäre;  es  ist  also  die  Resultante  sämtlicher  auf 
den  flüssigen  Teil  des  Systems  wirkenden  Kräfte  gleich  dem  (Gewicht 
deijenigcn  Masse,  welche  den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen 
Raum  auszufüllen  im  Stande  wäre,  oder  gleich  dem  Gewicht  der 
sogenannten  verdrängten  Masse,  welche^  wir  M"  nennen  wollen. 
Ihr  Angriffspunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Körpers,  ihre  Richtung 
deijenigen  der  Schwere  entgegengesetzt.  Geben  wir  der  ^  Achse 
die  Richtung  der  Schwere^  so  ist 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung  lauten: 

„In  einer  schweren  incompressibeln  Flüssigkeit  bewegt  sich  also 
ein  Punkt  eines  schweren  Körpers,  dessen  Gestalt  den  Charakter 
der  Kugel  hat,  gerade  so,  wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  festen 
Körpers  von  der  Masse  (M-i-M^)  im  leeren  Raum  unter  Einflnss 
der  Constanten  beschleunigenden  Kraft  g(M  —  M*' )  bewegen 
würde ;  d.  h.  in  einer  Parabel.  M  ist  die  eigene  Masse  des  Körpers, 
M*  die  mitgeführte  und  M"  die  verdrängte  Masse  der  Flüssigkeit'* 

Die  rotatorische  Bewegung  des  Körpers  erkennt  man  leichter 
unter  Beibehaltung  des  im  Körper  festen  Goordinatensystems.  Die- 
selbe wird  bei  der  speciellen  Form,  welche  die  lebendige  Kraft  in 
unserem  Falle  hat,  gegeben  durch  die  Gleichungen : 

Sind  die  Drehungsmomente  der  äusseren  Kräfte  bekannt,  so  ist  das 
Problem  der  Rotation  ebenfalls  identisch  mit  einem  derartigen  Pro- 
bleme für  den  leeren  Raum.    Wirken  speciell  gar  keine  äusseren 
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Kräfte,  so  rotirt  der  Körper  in  der  Flassigkeit  um  den  Schwerpunkt 
des  ganzen  Systems  in  derselben  Weise  wie  ein  fester  Körper  im 
leeren  Baom  nm  seinen  Schwerpunkt  rotirt.  Vereinigen  wir  das  mit 
dem  Aber  die  fortschreitende  Bewegung  Gesagten,  so  erhalten  wir 
das  Theorem: 

„Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  bewegt  sich  auch  ein  nicht 
homogener  fester  Körper  regelmässiger  Gestalt  in  einer  incompres- 
nblen  Flflssigkeit,  wie  sich  ein  gewisser  durch  Gestalt  und  Massen- 
yerteilung  des  gegebenen  bedingter  Körper  im  leeren  Baum  bewegen 
würde.  Die  Bolle  des  Schwerpunktes  spielt  dabei  ein  Punkt,  wel- 
cher die  Yerbindungslinie  you  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  nach 
dem  Yerh&ltniss  der  mitgeftihrten  und  der  eigenen  Masse  teilt.^ 

In  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers  wird  durch  das  Vorhandensein  einer  schweren  Flüssigkeit 
keine  andere  Aenderuug  der  Bewegung  bewirkt,  als  dass  die  Con- 
stante  der  Beschleunigung  verringert  wird.  Die  Botation  des  festen 
Körpers  in  einer  schweren  FlOssigkeit  folgt  Jedoch  nicht  so  einfachen 
Gesetzen,  wie  die  Botation  im  leeren  Baum«  Bekanntlich  rotirt  ein 
frei  beweglicher  Körper  im  leeren  Baum  um  seinen  Schwerpunkt 
gerade  so,  als  ob  gar  keine  äusseren  KrMte  wirkten.  Es  beruht  das 
darauf,  dass  die  äusseren  Kräfte  —  hier  lediglich  die  Schwere  der 
einzelnen  Teile  des  festen  Körpers  —  eine  Besnltante  haben,  welche 
dmrch  den  Schwerpunkt  des  festen  Körpers  geht,  und  also  in  Bezug 
auf  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ein  Drehungsmoment 
haben  kann.  Bei  der  Bewegung  in  einer  Flflssigkeit  wirken  jedoch 
zwei  Kräfte  entgegengesetzter  Bichtung,  deren  Angriffspunkte  ver- 
Bchieden  sind,  nämlich  im  Schwerpunkte  des  Körpers  seid 'eigenes 
Gewicht,  im  geometrischen  Mittelpunkt  der  hydrostatische'  Auftrieb, 
welcher  gleich  dem  Gewichte  der  yerdrängten  Masse  ist  In  Bezug 
aaf  das  zu  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  möge  der  Schwer- 
punkt die  Coordinaten 

M'  M'  M' 

Jf +.3f '  ^'       Af+M'  *'        M+M'  ^ 

haben;  dann  hat  der  Mittelpunkt  die  Coordinaten 


M+M"*'        M+M'"'        M-^-M' 

iifld  die  DrehuDgsmomente  in  Bezug  auf  die  im  Körper  festen  Achsen 
md: 
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jf(jf>-j-jf")„ .        . 

IMe  Rotation  des  Körpers  am  den  Coordinatenanfangspnnkt  gehorcht 
also  dem  durch  folgende  Gleichnngen  dargestellten  Gesetz: 

dp  .     MlM'-i-M') 

p,  J  -  (gi-Qx)gr+g  M+M-^'y'-^y*'^ 

Durch  Oleichnngen  von  derselben  Form  ist  aber  die  Botation  eines 
schweren  KOrpers  im  leeren  Baum  bestimmt,  welchen  man  in  einem 
▼on  seinem  Schwerpunkt  yerschiedenen  Punkt  befestigt  hat  Wir 
haben  demnach  das  Theorem: 

„Der  Schwerpunkt  der  mitgefllhrten  und  der  eigenen  Masse 
eines  in  einer  schweren  incompressiblen  Flüssigkeit  frei  bewegliclien 
schweren  Körpers  von  regelmässiger  Gestalt  aber  beliebiger  Massen- 
vorteilung  bewegt  sich  wie  der  Schwerpunkt  eines  festen  Körpers  im 
leeren  Baum  in  einer  Parabel  Während  aber  im  leeren  Baum  die 
Botation  eines  festen  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  so  beschaffen 
ist  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten,  rotirt  der  Körper  in 
der  schweren  Flflssigkeit  um  den  genannten  Punkt  in  derselben  Weise, 
wie  im  leeren  Baume  ein  gewisser  schwerer  Körper,  von  welchem 
ein  vom  Schwerpunkt  verschiedener  Punkt  befestigt  ist 

Fassen  wir  das  Gesagte  noch  einmal  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Einfluss  der  Flflssigkeit  auf  die  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers regelmässiger  Gestalt  in  ihr,*abge8ehen  von  der  Modification  der 
äusseren  Kräfte  nach  dem  Gesetz  des  Archimedes,  aufgefasst  werden 
kann  als  eine  Vermehrung  der  Masse  und  der  Trägheitsmomente, 
verbunden  mit  einer  Verlegung  des  Schwerpunktes  und  des  Systems 
der  Haupttrfigheitsachsen.  Das  gilt  selbstverständlich  auch  daim 
noch,  wenn  der  feste  Körper  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  an 
der  freien  Bewegung  gehindert  ist,  wenn  er  z.  B.  gezwungen  ist,  sich 
rotationslos  in  gerader  Linie  zu  bewegen,  oder  wenn  er  sich  ledig- 
lich um  eine  feste  Achse  drehen  kann.  In  den  beiden  genannten 
Fällen  ist  sogar  die  Möglichkeit,  den  Einfluss  der  Flflssigkeit  auf 
die  Bewegung  des  Körpers  in  der  genannten  Weise  zu  beschreiben, 


Digitized  by 


Google 


m  eÜMT  incomprestibebi  FUUttgUeit,  167 

nicht  an  die  Bedingung  der  regelmässigen  Oestait  geknüpft,  sondern 
gilt,  wie  Herr  G.  Nenmann  ^)  nachgewiesen,  hat  für  beliebige  Körper, 
sobald  nur  voransgesetzt  werden  darf,  dass  der  von  der  Flüssigkeit 
erftUte  Baum  einfach  zusammenhangend  ist.  Es  mag  dem  Verfasser 
dieser  Abhandlung  zum  Schluss  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass 
dasselbe  auch  noch  bei  einem  höheren  Grade  von  Freiheit  der  Be- 
wegung gilt,  nämlich  bei  der  Rotation  um  einen  festen  Punkt  Wenn 
keine  äussere  Kraft  oder  nur  die  Schwere  wirkt,  so  ist  das  Problem 
der  Rotation  eines  beliebigen  Körpers  im  wesentlichen  identisch  mit 
dem  entsprechenden  Problem  für  den  leeren  Raum;  das  Vorhanden- 
sein der  Flüssigkeit  bewirkt  einerseits  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heitsmomente und  eine  Drehung  des  Systems  der  Hauptträgheits- 
achsen f&r  den  Rotationsmittelpunkt,  andererseits  nach  dem  Gesetz 
des  Archimedes  eine  Vermindenwg  des  Gewichtes  und  eine  Verlegung 
des  Schwerpunktes. 

Berlin,  1887. 


1)  C.  Kenmann,  Hydrodynamische  UnteriüchnDgeD.      Leipzig  1883.  pag. 
79  nnd  84. 
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X. 
Principien  der  n  dimenßionalen  Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.    Anordnungen. 

Die  Lage  eines  Punkts  yarüre  mit  n  (vorbehaltlich  erklärter 
Bestimmung)  unabhäaglgon  Grössen,  die  wir  als  Coordinaten  bezogen 
auf  n  orthogonale  Axen  auffassen.  Sind  diese  Coordinaten  sämtlich 
Functionen  eines  Parameters,  so  erzengt  der  Punkt  eine  Linie  «. 

Bei  Normirung  der  Eigenschaften  dieser  Linie  lassen  wir  uns 
von  folgenden,  in  der  Baumcurventheorie  gemachten  Erfahrungen 
leitet 

'  1)  Fast  alle  allgemeinen  Bestimmungen  lassen  sich  mit  An- 
wendung einer  einzigen  Goordinate,  welche  vermöge  ihrer  beliebigen 
Lage  alle  übrigen  vertreten  kann,  zum  Ausdruck  bringen.  In  gegen- 
wärtiger Darstellung  sind  auch  die  wenigen  Ausnahmen  vermieden. 
Wir  werden  jeden  Punkt  durch  eine  Goordinate,  jede  Richtung  durch 
den  Richtungscosinus  beztlglich  auf  eine  Axe  bezeichnen;  £N  soll, 
wo  keine  Summationsgrenzen  dabei  stehen,  und  N  Function  von 
Grössen,  die  von  der  Lage  jener  Axe  abhangen,  ist,  die  Summe  aller 
Analogen  bezflglich  auf  alle  n  Axen,  und 

die  Determinante  des  Systems  bedeuten,  dessen  erste  Horizontabreihe 
allein  ausgeschrieben  ist,  während  die  übrigen  als  Analoga  daraus 
hervorgehen. 

2)  Die  Baumcurventheorie  hat  gezeigt,  dass  die  allgemeinen 
Probleme  sich  sehr  vereinfachen,  wenn  man  das  Bogenelement  und 
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mit  ihm  alle  LineargrOssen  yorerst  eliminirt  Die  Elimination  voll- 
ziehen wir,  indem  wir  die  Gnrve  nicht  als  Ort  eines  variabeln  Punktes, 
sondern  als  Einhüllende  einer  Tangentenschar  anfassen  nnd  die  Tan- 
genten durch  gleichgerichtete  vom  Anfangspunkt  ausgehende  Strahlen 
ersetzen.  Da  alsdann  die  actuellen  Tangenten,  Normalen  u.  s.  w. 
nicht  vorkommen,  so  werden  wir  (abgesehen  von  einer  vorbereiten- 
den Betrachtung)  der  Kürze  wegen  die  gleichgerichteten  Strahlen  so 
nennen. 

3)  Gleichwie  in  der  Raumcurventheorie  wenden  wir  den  KrOm- 
mongswinkel  t  als  Parameter  an  und  bezeichnen  die  Differential- 
qnotienten  einer  Function  N  nach  t  durch 

N',  N'\  ...  m^) 

Die  Grösse  t  ist  dann  der  vom  Endpunkt  der  auf  dem  Tangenten- 
strahl abgetragenen  Strecke  =  1  erzeugte  Bogen. 

4)  Es  Iftsst  sich  leicht  bemerken,  dass  alle  Glieder  einer  Reihe 
schon  durch  Anfangs-  und  Endglied 

Np,    ...    Nf 
kenntlich  sind,  wenn  I^q  zugleich  als  allgemeines  Glied  aufgeiasst 
werden  kann.    Ist  9<p,  so  hat  die  Keihe  kein  Glied,  nnd  ihre 
Summe  ist  null. 


§.  2.    Osculirende  lineare  Gebilde. 

Ein  Gebilde  B  osculirt  in  mter  Ordnung  ein  Gebilde  A  im  ge- 
meinsamen Punkte  P,  wenn  ein  Punkt  auf  A  im  einfach  unendlich 
kleinen  Abstand  von  P  einen  unendlich  kleinen  Abstand  mehr  als 
mter  Ordnung  von  B  hat 

So  osculirt  in  1.  Ordnung  die  Tangente,  in  2.  Ordnung  die 
Schmiegiingsebene,  in  3.  Ordnung  der  Schmiegungsraum  (für  4  Di- 
mensionen) die  Gurve,  weä  der  Nachbarpunkt  des  Berührungspunkts 
auf  der  Curve  bzhw.  um  eine  Unendlichkleine  2.,  3,,  4.  Ordnung 
von  den  genannten  linearen  Gebilden  entfernt  ist 

„Die  osculirende  lineare  mdehnung  Em  ist  der  Schnitt  von  n— m 
(n— l)dehnungen  einzeln  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen: 

I  /• ...  fil-i)    {_aj     /(A+i)  .../(»-!)  1-0  (1) 

(i-m,    ...    n-1)  (2) 

wo  {  den  erzeugenden  Punkt  von  £;»,  x  den  gemeinsamen  Punkt 
von  Em  lad  der  Curve  «,  und  f  den  Bichtungscosinus  der  Tangente 
an  «  im  Punkte  x  bezeiehnetU. 
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Um  dies  za  beweisen,  sei  1^  ein  PaDkt  der  Cnrve  für  den  Bogen 
ß'\-i$.  Dann  ist  dessen  normaler  Abstand  von  der  linearen  (n  — 1) 
dehnang  (1) 

ÄA  =  I  /  . . .  /a-1)     fi  -«     /XHD  . . .  /(— M  I  :  M         (3) 

wo  M  die  Qnadratwarzel  ans  der  Quadratsumme  der  Goeffidenten 
der  Analogen  von  i^-^x  bedeutet  Entwickelt  man  £i  nach  dem 
taylorschen  Satze,  so  erh&lt  man: 

5j-«  -  äi^'+ •••  8?  IT +^  (XHFi)T 

wo  R  ein  endlicher  Mittelwert  von  ^j^i    bei  Variation  von   $  bis 

Bx 
s+8$  ist     Da  nun  g;;— A  «>  wird  li— «  von  der  Form: 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  Gl.  (3)  heben  sich  die  k 
Beihenglieder  als  proportional  den  vorhergehenden  Yerticalreihen  der 
Determinante,  und  es  bleibt  nur  der  Best,  n&mlich: 


f ...  /a-i)j2/tHi)  .../i*^^) 


:M 


Nun  ist  nach  der  Bestimmung  (2)  l-i-l^  m^  folglich  sämtliche  Aa 
unendlich  klein  mehr  als  mter  Ordnung,  folglich  auch  der  Abstand 
von  £i  und  £m,  soweit  überhaupt  die  genannten  (n— l)dehnungen 
einen  m  dehnigen  Schnitt  haben. 

Nachdem  hiermit  der  analytische  Ausdruk  der  Osculirenden  fest- 
gestellt ist,  verschieben  wir  Em  bei  unveränderter  Stellung  so ,  dass 
der  Punkt  x  in  den  Anfangspunkt  rückte  und  bezeichnen  mit  der 
osculirenden  linearen  mdehnung  Em  die  durch  die  Gleichungen 

I  /"...  /-(^-Dt/tHi)  .../^(H-i)  1-0  (i-fis  ...  n-1) 
ausgedrückte. 

Diese  n— m  Gleichungen  werden  erfüllt  durch  die  Werte 

sowie  durch  jeden  linearen  Complez  derselben ;  umgekehrt  ist  Em 
bestimmt  durch  die  m  Strahlen  f, ...  fi^-^). 
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Liegt  irgend  ein  Strahl  in  Em^  so  hat  sein  Bichtongscosinus  die 
Form 

WO  CT,  ...  tfM-3  Invarianten  bezeichnen. 


§.  3.    Orthogonales  begleitendes  Azensjstem. 

Innerhalb  Em  gibt  es  anf  Em^\  im  Anfangspunkt  nur  einer  be- 
stimmte Normale ,  deren  Bichtnngscosinns  /»  sei.  Bestimmt  ist  sie 
dadurch,  dass  sie  anf  den  m— -1  Strahlen  /;  .../("^^  senkrecht 
steht    Die  Bedingungen  sind  also  einerseits: 

Sffm  =  Q\    ...    -»/(—«>/••- 0  (4) 

andreraeita,  sofern  sie  in  Em  liegen  soll: 

Mmfm^"T^ÄX.mf^^^  (6) 

wo  Mm  sich  durch  die  Bedingung 

Efm^  - 1  (6) 

bestimmt,  nachdem  über  den  willkttrlichen  Factor  der  Ä  yerfOgt  ist 

Ffihrt  man  den  Wert  (5)  in  die  Ol.  (4)  ein  und  setzt 

9U--S/^«>r^*>  (7) 

so  erhftlt  man: 

£     Ax,mQO,X  =  0\     ...     £     AX^Pm^U  (8) 

AssO  1=0 

Fügt  man  zu  diesen  n»— 1   Gleichungen  als  mte  die  Ol.  (6),    so 
gibt  die  Auflltoung: 

eaO         ...  W,iii-2      / 


Mmfm  ■• 


9M-1.0  ...  ^ii-l,«i-2 /<'*"^> 


(9) 


Identificirt  man  diese  Oleichung  mit  Ol.  (5),  so  drttckt  sie  die  Werte 
von  Ax^  in  Unterdeterminanten  aus.  Von  diesen  Goeffidenten  haben 
die  zwei  letzten  besondere  Bedeutung.    Sei  deshalb 


«•- 


90fi      ...  (Om-i 


(10) 
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Bm  = 


Gm'- 


Dann  ist 


^,0       ... 

P0,m-1 

^•1-a.o  .. 

•                          • 

^.0 

P0,m-8 

PO.m-1 

^-a.0  ... 

«»--9,». 

.8  Qm-Z.m-l 

^«-1,0     .. 

9m-l,m' 

-•   P«i-l,in-l 

Nach  Gl.  (6)  hat  man  zur  Besümmaog  von  M»: 

x=30       A=0 


Die  Gl.  (8)  and  (9)  geben: 

A=iii-1 

folgUch  ist 


5o   ^^^^^'^-\k^  (*-m-l) 


'A'm*  —  -4iH-l,iiiÄ»=  Km^m^l 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


Der  Strahl  /«»  steht  als  Normale  von  Em-i  auf  den  Strahlen  /, 
/s,  ...  /in-i  senkrecht.  Dies  snccessive  anf  /,,  /s,  ...  /n  angewandt 
ergibt,  dass  die  n  Strahlen  f^  f],  f^^  ...  A  ein  orthogonales  System 
bilden.  Wir  nennen  dasselbe  gleichwie  in  der  Raumcurventheorie 
das  begleitende  Axensystem,  den  Strahl  /m  die  mte  begleitende  Axe, 
so  dass  /i  die  Tangente,  /,  die  Hanptnormale,  f^  die  Binormale, /4 
die  Trinormale  n.  s.  w.  darstellt. 


i  4.    Differentialformel  iflr  die  Bichtnngscosinns 
der  begleitenden  Azen. 

Differentiirt  man  Gl.  (5)  nach  t,  so  hat  das  Resultat  die  Form: 
U'^^Bifi^)  (16) 

nnd  der  letzte  Goefficient  den  Wert: 

Am'-'hm         Am— 1 


B«- 


Mm 


AT» 


Nach  Gl.  (9)  ist 


Itm  iS/("-»)/iK  -  Km 


(17) 
(18) 
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Differentiirt  man  die  Ol.  (4)  nebst  dieeer,  so  kommt: 

0  («  —  0,  ...  m— 2) 


173 


Dod  zwar  ist  nach  Ol.  (4)  (18) 
0 


(wj    <«---^> 


(«-0,  ...«—3) 


./<..../.=  !^_       ,_,_„ 


(19) 


und  sei 
Dann  hat  man : 


-m- 


L    für    «  — m-1 


l 


0        («  =  0,  ..•  m  — 3) 
L  («^m  — 1) 


Zo  diesen  m  Oleichongen  kommt  als  (in-f'l)te  die  Ol.  (16);  dann 
ist  die  (JoefiBcientendetenninante  nach  Ol.  (9) 

und  die  AnflAsnng  des  Oleichungssystems  lautet: 

9SiS         •«•   90^m-S         ^«1-3         ^m-.l        / 


W-W  »-.  W-l,m-S  ^A-l,«-a  9A-1.«-!  /^^*> 

0        ...0              -^^       £  V 

^A+lrO  ...  fX+I.w-8   pa-l-l.iii-2    QX-l-hm^l  /<*+^) 

■                       •                  •                      •  • 

.                       •                  •                      •  . 

.    f«,0     ..•   pm,m— S     ^,111*3      9m,m-.l  Z*^*") 

du  ist  fOr  i  »  m  nach  Ol.  (17): 


«M 


^M-8         W»-2         ^«-1 


9»-l,0  . . .  Ci»-l.ii»-a  ^m-l,m-2  ^-l.M-l  /<"•"*> 


...  0 


Mn, 


fm' 
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-  Kn^fm'-Lfm-^N^Fm  (20) 

WO 

^.0        ...  ^m-t         ^M-1        / 

N^F^^      :  :  :  :  (21) 

gesetzt  ist,  and  Fm  durch  die  Gleichung 

£Fm^  -  1 

als  Richtnngscosinns  eines  Strahles  bestimmt  werden  soll. 

Mnltiplicirt  man  Ol.  (20)  mit  /W«  so  gibt  die  Samme  der  Ana- 
logen: 

0--L^^N^£f„,Fm  (22) 


und  da  naoh  Ol.  (21)  (11) 
ist: 


^mSfmFm'^^—  (23) 


Jetzt  lautet  Gl.  (20): 

Vom  Strahle  F^ist  einerseits  ans  Ol.  (21)  zu  ersehen,  dass  er  auf 
den  Strahlen  /*,...  /<*-^)  und  /'<"^*>,  mithin  auch  auf  deigenigen, 
deren  Richtungscosinus  lineare  Complexe  derselben  sind,  senkrecht 
steht.    Solche  Complexe  sind  aber  nach  Gl.  W  /u  ft^   •..  /«n-s. 

Andrerseits  zeigt  Gl.  (4),  dass  die  Strahlen 

/«•fl,     ...    fn 

auf  allen  Strahlen  senkrecht  stehen,  deren  Biditungscosinus  lineare 
Complexe  von 

/;  /\  ...  r(-i) 

sind.    Mithin  auch  auf  dem  Strahle  Fm. 

Demnach  steht  Fm  auf  allen  begleitenden  Axen  senkrecht  ausser 
fm  und  /m-i.    Folglich  hat  es  die  Form 

Fm  —  a/m  +  ßfm^l 

WO  die  luYarianten  a,  ß  die  Gleichung 

««4./j»-l 

erfflllen,  und  zwar  erhält  man  einzeln: 
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a-.  SfmFmi     ß  —  £fm-lFm  (26) 

Entwickelt  man  fm  nnd  fm-i  nach  Ol.  (5),  so  kommt: 

A=o 
A=m-2 

also  nach  61.  (13): 

Hm  Km  ^  Ä,Jr«-2 


a 


MmNm  *'       '^  "        iM»-liV« 


daher  wird 

und  nach  61.  (25) 

^"  ^       KmMm       ^-+'   ""  MmMm^-/""^ 

oder  nach  61.  (15> 

/m'  = ^Tj /m+l j^_^       A»-l  (28) 

Sei,  nm  nachtraglich  iVW  zu  berechnen, 


NmFm  -  'i  "Ca/(^)  (29) 

A=0 

dann  ist  Cx  als  Coefficient  von  f^^^  in  61.  (21)  bekannt,  ans  welchem 
man  ersieht,  dass 

ist   Daher  wird 

x=m— 1  Xzzm^l 

Nm* '^  ^NmFm)^ '^      £  £     CxCXQm^ 

x=0      A=0 

Cm^^Km=GmKm  (31) 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  von  3f«,  3fm-i,  Nm  in  61.  (27) 

Hm  fm  —  y^  iCm-2/m-l  y^gv 

yö;;:^;;;!! 

woraus  beiläufig  die  Identität: 

GmKm^l  ==  ai*+  ifm  J^m-%  (38) 
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Sei  femer  zur  AbkOrzang 

p^.-V^SEi  (34) 

Am 

dann  laatet  Ol.  (28): 

fm'  «  P«/mfl  — Pm-l/«^l  (35) 

nnd  zwar  ist  ist  Pq  =  0.     Maltiplicirt   man  mit  fm   and   sammirt 
von  m  »  1  an,  so  kommt: 

'Sfkfk'^Pmfmfm^l  (36) 


§.  5.    Krümmungen. 

In  der  Banmcorventheorie  werden  die  Krümmangen  darch  die 
Contingenzwinkel  der  Tangente  and  Schmiegnngsebene  gemessen 
Will  man  diese  osculirenden  linearen  Gebilde  £i,  ^  darch  ihre 
Normalen  ersetzen,  so  zeigt  sich,  dass  die  Normale  der  Tangente 
nur  dann  gleiche  Winkel  mit  dieser  erzeugt,  wenn  sie  sich  längs 
der  Schmiegnngsebene  bewegt.  Die  Haaptnormale  entspricht  dieser 
Bedingung  nicht:  indem  sie  sofort  aus  der  Schmiegungsebene  her- 
austritt, bildet  sie  einen  andern  Contingenzwinkel,  nämlich  den,  wel- 
cher die  Totalkrflmmnng  bestimmt  Für  ebene  Gurven  sind  beide 
Winkel  gleich,  weil  die  osculirende  Ebene  fest  ist.  Ebenso  erzeugt 
die  Normale  der  Schmiegungsebene  gleiche  Winkel  mit  letzterer,  wei 
der  osculirende  Baum  fest  ist. 

Wenden  wir  dies  auf  Curven  in  der  festen  linearen  n  dehnung 
an,  deren  osculirende  lineare  Gebilde  E^^  ...  J^.i  variabel  sind,  so 
haben  wir  zwei  Begriffe  zu  unterscheiden:  Krümmungen  schlechthin 
und  Totalkrümmungen,  welche  wir  nun  folgendermasscn  definiren. 

Deviation  des  Strahles  fm  heisst  der  Winkel  zwischen  den  Nor- 
malen auf  der  osculirenden  linearen  (m  —  1)  dehnung  £m-i  und  ihrer 
Gonsecutiven  innerhalb  £m.  Sie  sei  bezeichnet  durch  dtm-i.  Die  Grössen 

^m       STm  , 

heissen  die  mte  Krümmung,  das  fm— l)te  Krümmungsverhältniss, 
der  mte  Krümmungswinkel. 

Der  Gontingenzwinkel  des  Strahles  fm^  d.  h.  der  Winkel  zwischen 
dem  Strahle  und  seinem  Gonsecutiven,  sei  bezeichnet  durch  dcm-i- 
Die  Grössen 
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heissen  die  mte  Totalkiümmang,  das  (m— l)te  Totalkiümmangs- 
verhftltniss,  der  mte  TotalkrQmmQiigswinkel. 

Es  ist  iiiin  zuerst  die  Deviation  von  fm  als  Winkel  zwischen 
den  zwd  Strahlen 

fm     und    fm  +  fpm^ 

za  berechnen.    Sofern  letzterer  in  Em  liegt,  mnss  sein  Richtnngs- 
Gorians  die  Form  (5)  haben.    Man  kann  daher  setzen: 

(H.+  »mar)(/«  +  v^8T)  -  ^X^ {Ax,m+ixdx)f^^)  (37) 

Dann  gibt  die  Qnadratsnmme  der  Analogen: 

(Mm+nmdxy  -  Mm^^-^Mmftmdx  - 
JtrrO  Ä=0 

wonas,  da  der  Wert  von  Mm^  bekannt  ist: 

Mmltm^^im^lKm  (38) 

Die  zweite  Bedingung  ist,  dass  der  Strahl  Ai+^aidt  auf  den 
Consecutiyen  der  m  — 1  Strahlen 

fW    (^  =  0,...  «-2) 
i  i.  auf  den  Strahlen 

fiiD^fifi^Ddt    (fi  =  0,  ...  m— 2) 
senkrecht  steht    Es  muss  also  sein 

0-    £    (Ax.m+ix^){QKu+9^^^\^) 
A=0 

A=«i-1 
^hx     £    {Ax,m  ^A./1+l  +*A eA,/i)     (fi  —  0,  . . .  »—  2) 
A=0 


das  ist 

^^;i,.,    -)^  (fi-0,  .. .111-3) 

^  »AeA^-\_jj^^    (^  =  «.-2) 

fine  «te  Gleichung  erhält  man  aus  (37)  nach  Subtraction  des  von 
8t  freien  Teils,  nämlich: 

Ink.  to  ÜMXk,  «.  Phji.   S.  lUflit,  TtU  TL  ^* 
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£     «A/t^)  =  »m/m +  Kii  9m 

und  nach  AnflOsung  des  Systems,  dessen  CoefScientendeterminante 
'^M^U  ist: 


^AJfm/m- 


QOfi 


P0.m-S        W.m-2        / 


PA-1,0    ...  ^A-l.m-S   ^A-l.m-2  Z^*""*^ 

0  ...  0  —Km  7tmfm+Mmq>m 

^A+1.0    ...   pA-fl.m-S  ^A+l,ii»-2  /^^+^> 


Pm-1,0  ...    ^m-l,m-3  ^m-l,m*2  /■<"*"*) 

das  ist  für  A  «  m  ~  1 

im-lMmfm  —  -Km-l(»mfm  + At,9m)+ ÄmAfm-l/m-1 

Nach  Gl.  (30)  aber  ist 


folglich 
woraus: 


Om^lMm  •"  «m  j^ —  —  «m  Am-1 


JCm-l-afmg>m+XmAIU-l/m-l  —  0 


9m  — 


VXmÜ^m-S 


Demnach  ist  die  Deviation  von  fm 


U-x 


Am— 1 

und  das  (m — l)te  Erammnngsverh&ltniss 


Tm 


"  Am 


(39) 


(40) 


(41) 


Fahrt  man  diesen  Wert  in  die  Differentialformel  (28)  dn,  so 
lautet  sie: 

du  -  Ah+I  3Tm  -  ^m-l  Stm-l  (42) 

und  um  Anfang  und  £nde  der  Beihe  sichtbar  zu  machen: 

^2       *=  /»  0^2  ^"/l  8*1 

S/h-1  =»  /•»  ÖTfi— 1  — /»— 2  dt».2 

8/h    =  — /h-iSth-i 
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Hierans  ergeben  sich  nach  der  Formel 

die  Totolkrflmmangsverhftltnisse: 

a'«-2«  -  t«'«+t'^-i«  (43) 

einzeln : 

•a"      =Tt'»  -1 

ff/«     =V»+v« 

ff*«-»«  -  T'«_1»  +  t',_8« 
ff'„_l«-  t*,-!« 

Dod  in  inverser  Entwickelnng : 

i'J'ZY^     (-1)"-*-!«'»«  (44) 

woraus  zwischen  allen  Totalkrflmmangen  die  Relation  hervorgeht: 

*^~*    (-l)»«»'»-0.  (45) 

*=0 

Die  Formel  (42)  stimmt  mit  der  in  der  Theorie  der  dreifach 
gekrammten  Curven  (Grün.  Arch.  LXY.  p.  337  Ol.  (9})  auf  anderm 
Wege  hergeleiteten  ttberein.  Dass  sie  fQr  jede  Dimensionszahl  gilt, 
ist  erst  jetzt  bewiesen. 


§.  6.    Rednction  der  InYarianten. 

Die  nn  Invarianten  qx,x  redaciren  sich  zunächst  wegen  qm^X'^qx,* 
auf  i«(n  +  l). 

Femer  erhalt  man  durch  Differentiation  der  Gl.  (7),  wenn  man 
der  KOrze  wegen 

Qx,x  —  Qx 

setzt: 

p»(»)=  (2h)kQi^k  +  2  ^"\2Ä)Ap»4.Äjk+»-A  (46) 

A=0 

pt(2M-i)-2  i'(2Ä+l)A()HA^+2M-i-i  («) 

A=rO 

Diese  2  Relatioen  reichen  hin  das  in  das  Quadrat  geordnete  System 
(10)  aaf  die  n  Werte  der  positiven  Diagonale  und  deren  Differential- 
qnotienten  linear  zurflckzufuhren.  Die  erstere  Formel  enthalt  nur  q 
von  gerader,  die  letztere  von  ungerader  Indexsumme.  Die  Auflösung 
des  erstem  Gleichungssystems  lautet: 

12» 
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Zum  Beweise  setzen  wir  für  den  Differentialqnotienten  den  Wert 
(46)  ein,  dann  kommt: 

A=0. 

Nun  ist 

=   2:  £         (— Ä  — fi)A(Ä4-^)*-A»* 

A=aO  X=:A 

—  *S  rc*  £         (—Ä—  ^);i(ä4.^)x-.A 

x=0     A=0,x— *— /« 

li=:ao  A=x4-/i 

^   Zx*         2         (-Ä— f*)A-^(Ä+fi)A-xfA 
x=0         hs/ifX-^h 

also  der  Coefficient  von  fic*-/* 

^^]?  (-Ä-^)A-M(Ä  +  f*)A+;,  =  {  ^    l^<^^  (49) 

insbesondere  für  f*  =  0 

'^*(-Ä)A(Ä)A-0    (Ä>0) 
A=o 

Hiernach  wird  61.  (48)  identisch  erfflllt. 

Ans  der  Lösnng  von  Gl.  (46)  ergibt  sich  leicht  die  von  Ol.  (47).  Sei 

A=* 

woraus  durch  Differentiation: 

A=* 
A=0 
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Fflhri  man  znr  Linken  die  Werte  ans  Ol.  (48)  ein,  so  ergibt  sich : 

ft;t-(-l)*+Alg±|(Ä+i)^ 

Demnach  ist 

A=A  2Ä4-1 

*M+»+i  -  i^f/- 1)*+*  2I$1  (*+ A)2A«»»»-A<»^'>    (50) 

Ferner  sind  die  folgenden  An&ngsverte  bekannt 


Tabd 

Ue  fftr  9njk 

l 

X 

0 

1       2    3 

0 

1 

0—10 

1 

0 

1       0 

2 

—1 

0 

3 

0 

woraoB : 

JKi-1;    J5r,  =  l  (51) 

Sind  nnn  t',,  t',,  ...  t'm-'i  gegeben,  nnd  man  setzt 
so  wird  nach  61.  (41) 


l?m  =  T,'r'j  ...  r'«_i 


^'-^K^i 


daher 
oder  direct 

Km  -  (r',«-2T',"-8  ...  ^'^1)1  (52) 

Ferner  Iftsst  sich  61.  (10)  schreiben: 

Km  -  Km^l  Qm^l  +  Qm  (63) 

wo  Qm  ans  Elementen  besteht,  deren  2  Indices  eine  Summe  <2m— 2 
haben,  die  sich  s&mtlUch  nach  61.  (48)  (50)  auf 

eo»      ^1»      •••      Pm-2 

und  deren  Diiferentialquotienten  reduciren  lassen.  Sind  also  alle  K 
bis  Kn  nnd  alle  Elemente  der  Diagonale  bis  pm-2  bekannt,  so  er. 
gibt  sich  pM-i  durch  61.  (53).  Die  vorausgesetzten  q  aber  erhält 
man  snccessiTe  durch  die  61eichungen 

Kn  — -Kf^2 

•  •  ■ 

•  •  • 
... 

Km  —  Jtm-l  Qm^l'{'Qm 

Das  Beanitat  lautet: 
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Durch  die  Erümmangsverhältnisse  bis  r'm-i  sind  alle  Elemente 
der  Determinante,  welche  Km  ausdrückt,  bestimmt  and  lassen  sich 
nach  den  61.  (52)  (53)  (48)  (50)  daraus  berechnen. 

§.  7.    Curven  constanter  Erümmangsverhältnisse  and 
constanter  Krümmungen. 

Sind  alle  n— 2  Erümmangsverhältnisse  r,',  ...  r'n-i  constant, 
so  sind  nach  §.  7.  auch  alle  9,  mithin  alle  Coefficienten  Ä  constant. 

Sei  nun  die  lineare  (n — l)dehnung  En^i  fest,  mithin  die  Gurve 
nur  (n — 2)  fach  gekrümmt  Dann  kann  man  deren  Normale  zu  einer 
Goordinatenaxe  nehmen,  während  die  n— 1  übrigen  in  En^i  fallen. 
Diese  Normale  hat  aber  die  Richtung  des  Strahles  /n\  folglich  sind 
alle  Analogen  von  /••  bezüglich  auf  Axen  innerhalb  JE^n.i  null,  und 
Gl.  (9)  ist  nach  Substitution  von  n  für  m  homogen  linear  in 


fy 


/(H-l) 


Hier  ist  indes  n  die  beliebige  Dimensionszahl,  die  der  ganzen 
Rechnung  zugrunde  liegt.  Man  kann  dafür  auch  ti-j-l  schreiben. 
Dann  geht  die  Annahme,  dass  £h~i  fest  sei,  in  die  ursprüngliche 
Voraussetzung  einer  festen  linearen  ndehnung  En  über,  und  die  Spe- 
cialisiruag  ist  keine  mehr.  Wir  haben  gemäss  Gl.  (9),  worin 
m  »  n-|-l  zu  setzen  ist: 


^.0 


^,••-1 


/ 


-0 


and  da  nach  61.  (48)  (50)  für  constante  q 
0-^1      0    .../ 

-pi   0    p,   0  ...  r 
0  -p,  0    ps  ...r 


ist 


^0 
0 


. /t") 


=  0 


(54) 


(65) 


(56) 


An  dieser  Gleichung  bemerkt  man ,  dass  der  Goefficient  jedes 
^(,»-a-i)  ^^j  jg|,  jjj  jedem  Terme  der  Entwickelung  einer  belie- 
bigen Determinante  {  qx,x  |  ist  nämlich  die  Summe  der  Indices 
£k+£X  eine  gerade  Zahl.    Tritt  nun  an  die  Stelle  von  Qx,n  wie  in 
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(54)  /('>,  so  rnnss  für  ungerades  n  — x  auch  mindestens  ein  Element 
jedes  Terms  der  Unterdeterminante  eine  ungerade  Indexsamme  haben, 
d.  i.  nach  61.  (55)  null  sein,. woraus  das  Gresagte  folgt. 

Hiemach  wird  GL  (56)  für  gerade  n  —  2v: 


0        ^1  0 

(-'l)»p,  6  (— l)-«-!^,^  1  ... 
Mr  ungerade  n  »  2^-}"  1 ' 
0 


0        / 
(-l)H-i^,   0 

0     r 

6       fhp) 


=  0 


(67) 


9o 
0 

—9x 


9i 
0 


(H,  ...  (-1)^+1^,  0 

0    ...  0        /' 

^,  ...  (-l)^^,+iO 


(68) 


0  (-i)'e»fi  0  ...         0     /^+^> 

Die  vollständigen  Integrale  beider  Gleichungen  sind  von  der  Form 

wo  die  C  ganze  Functionen  von  v  oder  constant,  die  A  constant 
und  durch  bekannte  Gleichungen  bestimmt  sind. 

Da  nun  /  die  Grenzen  ±  1  nicht  überschreiten  kann,  so  können 
die  A  nur  rein  imaginär  oder  null  und  ungleich,  die  C  nur  constant 
sein.  Sei  A'^  ±^ia\  dann  sind  die  a  flir  gerade  n  —  2v  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 


»0 

0 

—ih. 

0 

«1 

0 

Cl 

0 

«1 

0 
0 


1 

0 


(-l)»f,0      (-1)»+»^+»...        0        (-1)»««» 
Ar  nngende  »  =  2v-|-l  die  Wnnelii  der  Oleichong: 


=  0       (59) 


«0 

0 

— »I 
0 


«1 
0 

—et 


— *i 
0 

9i 
0 


(-1»  0        (-l)»+»^i 

0        (— l)»#H^i  0 


(-1)>  0 

0  1 

(-l)H-i^+l  0 

0  -tfl 

•  . 

0       (—l)'tfi' 


(60) 


-0 
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Die  IntegratioiuconstaDten  C  mtUsen  der  Gleichang 

entsprechen.  Doch  genügt  es  ein  specieUes  System  von  nn  Werten 
der  C  ao&astellen,  da  die  allgemeine  Lösnng  dnrch  Coordinaten- 
transformation  daraas  herrorgeht  In  einüetchster  Form  können  wir 
setzen  Ar  nsa2v: 

f=excOB(axt)j      cA8in(aAT)    (1=1,  ...if)  (61) 

ftr  n  —  2v+l: 

/"  —  ob ,    cACOS(aA t),        cA8in(aA  t)    (A  =  1,  . . .  v)  (62) 

nnd  die  Bedingung 

ci«+  ...  <?p«  —  1,    resp.    c^«+  ...  Cr»  =  1 

durch  beliebige  Anordnung  erfüllen. 

Sollen  nun  sämtliche  Erfimmungen  constant  sein,  so  kommt  bei 

unveränderter  Bestimmung  des  begleitenden  Azensystems  nur  noch 

die  Gleichung  hinzu: 

»'  —  r  -=-  const 

und  man  erhält  die  Goordinatenwerte  bzhw.  für  gerade  und  unge- 
rade n: 

«-?~sin(«AT),    -^cos(«AT)  (63) 

«  — rtf^T,     —  sin(aAT),    — ^a^'^*^^^  ^^^ 

A-1    ...    V 

Eine  Curve,  deren  erste  m  Krümmungen  constant  nicht  null, 
deren  übrige  Krümmungen  null  sind,  heisse  Spirale  mter  Ordnung. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung  (für  m  <  n— 1)  ist  nur  ein  Special- 
fall einer  Spirale  (tt—l)ter  Ordnung,  in  den  dieselbe  übergebt, 
wenn  man  Em-^i  fest  annimmt,  wobei  t'^+i,  ...  t'n-i  verschwinden. 
Das  Coordinatenaxensystem  behält  beliebige  Stellung,  doch  lassen 
sich  m-^1  Azen  in  Em^  legen  und  so  die  übrigen  Goordinaten  ent- 
behrlich machen. 

Eine  Spirale  Jeder  Ordnung  ist,  wie  die  Gleichung  zeigt,  sich 
selbst  in  allen  Teilen  congruent  und  lässt  sich  in  sich  selbst  ver- 
schieben. 

Eine  Spirale  mter  Ordnung,  wdche  mit  einer  Curve  s  einen 
Punkt  und  in  diesem  alle  begleitenden  Azen  und  alle  Erümmungea 


Digitized  by 


Google 


Hoppe:  Prindpien  der  n  dmeneionalen  Curventhearie»  185 

bis  ZOT  mten  gemein  hat,  heisse  mte  Krammungsspirale  von  s  für 
jeoen  Punkt  Sie  repräsentirt  demnach  die  m  ersten  momentanen 
Kitmmnngen  von  9  durch  ihre  constanten  Krümmungen. 

Die  Aafgabe  der  Gonstmction  aller  Erttmmungsspiralen  einer 
gegebenen  Cnrve  für  jeden  ihrer  Punkte  ist  im  Vorstehenden  ge- 
löst: man  hat  erst  aus  den  Erammungen  der  gegebenen  Curve  nach 
{.  6.  die  p,  aus  diesen  die  a  zu  berechnen  und  diesen  gemäss  die 
Spirale  zu  bestimmen ,  endlich  die  Spirale  in  die  erforderliche  Lage 
zn  bringen. 

Die  Bestimmung  der  a  ergibt  f&r  die  kleinsten  Dimensionszahlen 


Fflr  » 

"2  wird  Gl.  (63): 

1- 

.«« 

woraus  als 

Spirale  1. 

Ordnung : 

i       das  ist  ein  Kreis. 

X  »i  rOOSf, 

Pflrn 

-  3  wird  GL  (64): 

rsinv 


(<?,-«l)«(a«-^,)-0 
I      woraus  als  Spirale  2.  Ordnung: 

26  —  r  T  COS  /^,    r  sin/S  cos  {Vq%  t),    r  sin  /^  sin  ( V^i  t) 
das  ist  eine  Schranbenlinie. 

Fttrn-4  wird  GL  (63): 

(^— ^*)lft-l)«*+(^i-eÄ)«*+^s-(?i*}  -0 
^       Snd  ±«2,  ±a^  die  Wurzeln,  so  wird  die  Spirale  3.  Ordnung: 

1  «  —  -  co8/}8in(«i  t),    —  ^  cos/Icos(i«,  x) 

~sin/»sin(«,T),    —  J^sin/»cos(a,T) 

Jede  dieser  Spiralen  l&sst  sich  auch  als  Krammungsspirale  einer  be- 
liebig mehrfach  gekrümmten  Curve  verwenden. 
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XI. 
Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme- 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Die  aus  der  Yerbindung  der  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen hervorgehenden  Schliessungstheoreme  gewinnen  ein  um  so 
höheres  Interesse,  als  jeder  zur  Erforschung  dieser  eigenartigen  Ge- 
bilde eingeschlagene  Weg  neue  Gesichtspunkte  eröffnet. 

Der  hier  gewählte  Weg  nimmt  seinen  Ausgangspunkt  von  der 
auf  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Art  sich 
beziehenden  Relation  von  Lagrange,  da  ihre  die  Amplituden  dieser 
Integrale  enthaltenden  Ausdrücke  Producte  yon  Wurzelwerten  be- 
stimmter Gleichungen  darstellen,  welche  jene  Relation  in  eine  Kegel. 
Schnitts-  oder  höhere  Gleichung  transformiren.  Die  Ausführung 
dieses  Grundgedankens  führt  auf  manche  bemerkenswerte  Beziehungen 
namentlich  confocaler  Ellipsen,  sowie  auch  zu  einer  neuen  Methode 
der  geometrischen  Addition  der  elliptischen  Integrale,  welche  viel- 
leicht einige  Aufmerksamkeit  verdient.  Da  die  Integrale  der  Pendel- 
bewegung sich  zwanglos  in  der  Untersuchung  verwenden  Hessen,  so 
haben  wir  sie  in  den  Kreis  der  Schliessungstheoreme  hier  aufge- 
nommen. 

I. 


Ein  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 
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ist,  sei  durch  die  PolarcoordiDaten  R(a)  bestimmt.     Wir  ziehen  die 
;  beiden  Tangenten  an  die  Curve  und  bezeichnen  die  Goordinaten  der 

!  Berfthmngspnnkte  zy  vermittelst  Einfahrung  der  ezcentrischen  Winkel 

9  allgemein  durch 

o;«— rsin^,    y^bC08<p 
Da  nun 

b^x       y — l^sina 
^  a'y       X — l^cosa 

ist,  so  erhalt  man  durch  Einsetzen  obiger  Substitutionen  ans  letzter 
Formel  die  Beziehung 

-,  ,  ,  .  ab 

1)  a8mcrcos<ip4~^<^08^sin9  »^ 

also  die  Gleichung 

2)  ^(Ä»cosa>— a>)tg9«+aÄÄ«8in2atg<p+a«(Ä«8in««— 6«)  -  0 

Da  Ausdrücke  wie  sin  g^^  sin  ^s,  cos^icosqp)  später  häufig  zu  berechnen 
sind,  so  bemerken  wir  hier,  dass  aus  der  Gleichung 

atg^' — ^tg9-|-c  —  0 

die  genannten  Formen  aus  folgenden  Relationen 

sich  ergeben.    Aus  diesen  oder  auch  den  nachfolgenden  Gleichungen 
(a*sina*+**coso')sin9'— 2-^cosa.sin9-|-  -g,-— a*sino'  ■=- 0 

(a*8ina*+**cosa*)cos^* — 2-^  sina.  COS9+  -pg — ft*cos«*  ■=-  0 
finden  sich  demnach  leicht  die  Formeki 

-=l — a'sina* 


sing^^siny,-  ^28i^„,^.j»eos«« 


COS91COS9,  -  a«Bin««  +  ft*C08«> 

Das  genannte  Additionstheorem 

J   ^9i     J  ^v%     J  ^ 
basirt  nun  auf  der  Formel  von  Lagrange  oder  Euler: 


Ja 
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cosq>iCosipf'^8m(pi9in(p^J(a)  »  cosa 

and  der  Zweck  anserer  Untersachungen  gründet  sich  auf  die  Sab- 
stitution  der  obigen  Formen  von  Bin  9  cos  ^  etc.  in  diese  Relation. 
Daraus  geht  eine  Polargleichung  für  Ria)  hervor,  deren  Curve  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  Ellipse 
gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berührungspunkten  entsprechen- 
den excentrischen  Winkeln  {der  Fnndamentalrelation  genügen.  Wir 
betrachten  hierbei  den  Modulus  k  und  die  Amplitude  0  als  im  all- 
gemeinen constante  Grössen. 

Die  Endgleichung  ist  nun 

3)   a%«-6«i2«C08«*+(a«*«— a«Ä«sin««)z/<y-(a«Ä«sin««+Ä«Ä«cosa«)cos<F 

und  stellt  in  der  hier  gewählten  Form  eine  Ellipse  dar,  auf  welche 
Curve  wir  uns  im  Folgen  beschränken  werden.  Für  die  Hyperbel 
wäre  einfach  das  Vorzeichen  von  Ja  umzukehren. 

lieber  k*  steht  die  Verfügung  frei,  demnach  können  wir 

ar 
setzen,  welcher  Wert  geometrisches  Interesse  hat 
Die  Ellipsengleichung 

1+COStf  ^a-|-COStf 

welche  wir  abgekürzt 

chreiben,  hat  nun  die  Eigenschaft 

woraus  folgt,  dass  beide  Ellipsen  confocal  sind.  Da  sich  aus  dieser 
Eigenschaft  manches  Bemerkenswerte  entwickeln  lässt,  so  wollen  wir 
bei  diesem  Specialfall  von  confocalen  Ellipsen  etwas  verweilen. 

Wir  können  die  Amplitude  a  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

Man  setze  in  der  Gleichung  F»  6,  das  entsprechende  JIT  findet 
man  leicht  durch  folgende  Formel  ausgedrückt: 

6)  jr-atgitf 
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JB«         1+Jo 

hat  man  auch 

und  da 

B^      ^    1+Ja 
A*        1+da 

a*        1-|-C08«' 
10  folgt  dnrch  Mnltiplication  der  letzten  Formeln 

d.  i.  weigen  A*~B*  =  e' 

2a»-<l»  — oV— ^* 
costf  — -TT rs 

''' ^«-«v — 

Ans  den  Axen  zweier  confocalen  Ellipsen  bestimmt  sich  dem- 
Dach  in  yorstehender  Art  die  Amplitude  c,  welche  vermittelst  5) 
leicht  constmirt  werden  kann.  Beschreibt  man  nämlich  am  die  1. 
Ellipse  den  einschliessenden  Kreis  vom  Radius  a,  so  ergibt  sich  ans 
dem  Dreieck  Oax  sofort  die  halbe  Amplitude.) 

Bemerkt  man  femer ,  dass  fflr  die  Lage  des  oben  gewählten 
Punktes  XY  d.  i.  Xb  eine  Amplitude  q>  verschwindet,  so  wird  die 
zweite  zu  tf,  welche  man  findet,  wenn  von  dem  genannten  Punkte  die 
zweite  Tangente  gezogen  wird. 

Da  jede  Tangente  an  die  1.  Ellipse  die  nmschliessende  confocale 
2 mal  achneidet,  so  können  von  den  neuen  Durchschnittspunkten 
wiederholt  Tangenten  gezogen  werden.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
das  entstehende  Polygon  sich  nach  ein-  oder  mehrfachen  Umläufen 
BchlieBSt.  Die  analytischen  Bedingungen  fflr  den  ersten  Fall  sind 
nun  bekanntlich  an  folgende  Relationen  geknflpft: 

Fflr  ein  n  Eck  hat  man,  wenn  man  beachtet,  dass  der  (n-f  l)te 
Berfibmngspunkt  mit  dem  ersten  znsammenfiUlt 


6) 


Fe«)  — i^l)-i^<r) 
F(8)— F(a)  — -F(a) 
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6) 


F\,n)      —F(,-l)  = 

■Fla) 

F(n^l)~F»          = 

•'F(«) 

FnJrl    —F{1)       - 

'  «F(,) 

F(,+l)— ^(,)       = 

=  4js: 

»F(»)  —  4i5r 

2aM«-a»c«- 

f/>l 

and  da 
so  resaltirt 
woraus 

also 

Cn   =  TT a~ä folgt 

Um  einige  Anwendungen  zu  geben ,  wollen  wir  n  »  3  setzen , 
und  haben  demnach  die  Bedingungsgleichung  zu  suchen,  unter  wel- 
cher das  Tangentendreieck  der  1.  Ellipse  zum  Sehnendreieck  der  2. 
confocalen  wird. 

Zunächst  ist 

Setzt  man  nun  in  der  Definitionsgleichung 

cnacntj  — sni*8ü»dn(t«+ü)  =cn(a4-») 

so  erhält  man 

cnJX«-sniXMniX«cnfX 
Man  kann  die  Werte  von  cncr,  de  leicht  berechnen,  sie  sind 


cnf£< 


^*  — a»c« 


dnH Ä^II^^ 

so  dass  durch  diese  Formeln  die  obige  Gleichung  übergeht  in 

^8-4aMe+6a«c«^*  — 4aMil«+a*c*  -  0 
und  setzt  man 
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80  ergibt  nch 

«*  -  40»+  6*«««  -  4ifc»««a+  ife*  -  0 

Die  Lösnng  der  Aufgabe,  zu  eiuer  gegebenen  Ellipse,  deren  Ex- 

c 
eentridtät  durch  X;  »  -  bestimmt  ist,  eine  zweite  confocale  zu  finden« 
a  '  ' 

?0Q  der  Eigenschaft,  dass  das  dem  ersten  umbeschriebene  Tangenten- 
dreieck zum  Sehnendreieck  der  zweiten  wird,  h&ngt  von  der  Auf- 
lösung  einer  biquadratischen   Gleichung     ab,   deren    eine   Wurzel 

s » -^  die  grosse  Achse  der  gesuchten  Ellipse  bestimmt.  Zur  Auf- 
lösung der  obigen  Gleichung  bemerken  wir,  dass  die  quadratische 
Invariante  gleich  0  ist.  Der  Wnrzelwert  ist  demnach  leicht  zu  be- 
rechnen. Uebrigens  kann  noch  eine  andere  Gleichung  eingeführt 
werden,  wenn  man  die  obige  als  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

der  neuen  ansieht.  Fflr  ^  ^  ^  folgt  nämlich,  wie  leicht  nachzu- 
weisen ist, 

X*— 2«»+2ifc«a;  — ib«  =  0 
Setzt  man 

80  folgt 

Nimmt  man  ik^  »  ^  an,  so  wird  sehr  einfach 

l-i  +  VF+v! 

Wir  benutzen  für  den  vorliegenden  Fall  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  der  2.  Art,  um  eine  Belation  abzuleiten. 
Wir  haben  der  Reihe  nach  zunächst  allgemein 

E{2)  —  -K(i)  =■  E{a)  —  h^  sin  6  sin  tpx  sin  fp%^ 
E{Z)  —  E\^2)  «=  E{a)  —  **  sin  er  sin  tp^  sin  y^, 
-E(4)— -E(3)  —  E{^a)  —  Ä;*8in<ysin93sin94, 


8) 


und  da 


E(H)  —    E{n'D  —  E^a) — ife*  sin  <y  sin  tp^r-x  an  q>n 
^(H+i)  —  E{n)    =  E{0)  —  **  sin  <y  sin  ^n  sin  qp^+i 

E{n  1- 1)  -  E{x*      —  nE{a) — &*  sin  cZ  sin  9>i  sin  qt^ 
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worin  E  das  Tollständige  Integral|  and  demnach  iE  der  Um&ng  der 
Ellipse  fftr  a  *  1  ist,  so  folgt 

9)  iE^nE{a)'— h^  sin  oZsinqfiBin^f 

Hierans  geht  hervor,  dass  ZsintpiBin^  eine  constante  Grösse  ist 

Man  hat  also,  da 

sin^+i  —  sin  Vi 

10}    sin 9i sin 9s -j" 8^^ ^8^^ 78 ~h 8^11 98 8^^ 94  ••• 

...  sittqp|i-.isin^-(~8U^9MBiQfi  *"  ^ 

Diese  Relation  zwischen  den  Amplituden  der  Integralo  besteht 
für  alle  Tangenten-  und  Sehnenvielecke  zweier  confocalen  Ellipsen. 

Fflr  das  Dreieck  ist  die  Constante  C  leicht  zu  ermitteln,  nämlich 

sin^i  sin  9^+ Bin  tp^  sin  99 + sin  99  sin  9^  —  —  sin  tf' 

demnach  ist 

4£  — d£(«^)-fX:>sino< 

Man  hat  bei  diesen  Bestimmungen  besonders  auf  die  Vorzeichen 
der  Functionen  zu  achten.  Nimmt  man  sinqpi  nogativ.  so  wird  sin^« 
positiv,  sin  98  negativ. 

X 

Da  siuy  »  -  ist,  so  kann  die  oben  gefundene  Formel  auch  durch 

-TiCijr,  =  C 
dargestellt  werden. 

Wie  vorhin  far  das  Dreieck,  so  gelten  für  das  4,  6,  n  Eck  die 
allgemeinen  Formeln 

AK      —  ^*+2i4«a«— aV 


4Z      ii>-2ui»c«  +  a«c« 
n 


11)  dn-  =        ^_^,^ 


Far  das  Viereck  werden  diese  Gleichungen  sehr  ein&ch. 
Die  Bedingungsgleichung  ist 

woraus 

A^  —  a(a+b). 
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CoBBtruirt  man  demnach  zu  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  a 
imd  b  sind,  eine  zweite  confocale,  so  lässt  sich  fflr  den  Fall,  dass  die 
g[rosse  Halbachse  der  zweiten  dnrch  Ä  «  Va(a  +b)  bestimmt  ist, 
der  äossem  Ellipse  ein  Parallelogramm  einzeichnen,  welches  der  in- 
nem  umgezeichnet  ist 

Da  E{9)  —  i?  ist,  so  folgt 

ZsinqPiSin^t  ""^ 
Die  Anwendung  der  Formeln  auf  das  8  Eck  führt  auf  die  Be- 
stinminng  von  dn  ä~9  welcher  Ausdruck  bekanntlich  gleich  */«'     ist. 
Die  Bedingungsgleichnng  fflhrt  demnach  auf  die  Relation 

woraus 

Da  ib  —  -  ist,  so  folgt 

a 

Die  Relation  9)  geht  nun  ttber  in 

4£  »  8£;(a)— l^^slna^sin^iSin^^s 

Aas  einer  speciellen  Lage  des  Achtecks  folgt  aber,  dass 

27  sin  ^]  sin  92  ==  4sina 
weshalb 

JB  —  2£(a)— **sin<f* 

Die  analytischen  Bedingungen  fflr  Tangenten-  und  Sehnensechsecke 
confocaler  Ellipsen  basiren  auf  den  Formeln 

cn|i: « iTIZ^v ' 

12) 

Setzt  man  nun,  um  eine  Relation  zwischen  den  letzten  Grössen 
zu  finden,  in  der  Formel  7) 

so  wird  man  erhalten 

Anh.  4.  lUik  «.  Pkjr«.  2.  lUät,  T.  YI.  13 
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cnlX«— 8n|i:«dii}jr=  -cnfJi: 

aas  welcher  nach  einigen  Entwickelangen 

cn|ir— (l-*cn|J0dn{Ji:  =  O 
hervorgeht 

Nach  Sabstitation  der  Werte  ans  12)  erhftlt  man  also  ans  der 
letzten  eine  Bedingnngsgleichang,  die  wir  wie  folgt  schreiben 


Setzen  wir 


(^)'=- 


so  ist 

«*-f(i+A«)«»+abM^|*-o 

Wie  beim  Dreieck,  so  beruht  aoch  beim  Sechseck  die  Bestim- 
mnng  der  Axenverhältnisse  anf  der  AoflOsang  einer  biqnadratischen 
Oleichang. 

Für  die  Ellipsenbogen  besteht  nach  9)  die  Relation 

IE  —  6  J5(tf)'  —  ifc*  sin'a  £  sin  ^j  sin  <pf 

Da  aber,  wie  auch  hier  an  einer  speciellen  Lage  des  Sechsecks 
dentlich  wird,  die  Constante 

C=2sinif« 
ist,  so  hat  man 

2Essi3E[a)-'^ma^ 


II. 

In  dem  bisher  Entwickelten  hatten  wir  die  Annahme  gemacht, 

c 
dasB  der  Modalas  k  ^  -  sei.     Im  Folgenden   lassen  wir  diese  Con- 
stante unbestimmt,  so  dass  die  allgemeine  Ellipsengleichnng 

X« y»_ 


fflr  alle  Fälle  gilt    Beide  Gurven  haben  gleiche  Achsenrichtangen 
and  gemeinsamen  Mittelpunkt 

Demnach  bestimmen  sich  die  Achsen  der  2.  Ellipse  aus 
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.3)  Ä--^i^„     B'  =  »'it'" 


l+cosa'  da'\-co%a 

Aoeh  hier  Sachen  wir  die  Absdasen  X  zn  bestimmen,  deren  Ordi- 
nate —  b  ist    Man  findet 

Sind  demnach  2  coneentrische  Ellipsen  gleicher  Achsenrichtnngen 
gegeben,  so  ist  damit  anch  die  Amplitude  0  der  Relation 


da 
Ja 


bekannt    Eliminirt  man  in  13)  ^<r,  so  kommt  schliesslich 

woraus 

Femer  folgt  ans 

^«_  1+^g 

a*       l+costf 
die  Beziehung 

2^co8K-l  -  Vi  — *«BinV 
woraus 

Aus  der  Verbindung  beider  Formeln  f&r  tg^a'  resultirt  eine  Relation 
fftr  Id^j  nämlich 

*    ■"oi(ijS—  6») 

Da  also  k  und  cos  a  durch  die  Achsen  beider  Ellipsen  bestimm- 
bar sind,  so  gewinnt  man  auch  fQr 


^u- Vi  — Ä^sino« 
die  Formel 

Die  Schliessnngsprobleme  far  2  Ellipsen,  welche  bei  gleichen 
Achsenrichtungen  denselben  Mittelpunkt  haben,  sind  demnach  an 
folgende  Formeln  geknüpft: 

Fttr  ein  n  Eck,  welches  der  äussern  Ellipse  ein-,  der  innem  um- 
gezeichnet ist ,  gelten ,  von  welchem  Punkte  der  einen  oder  andern 
man  auch  beginnen  möge,  die  Relationen 

18* 
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ATT 

F(a)—  —    fltr    1  Umlanf, 

F{a)  =-4  —    ftr    u  Umläufe. 

Im  ersten  Fall  hat  man  also 

4J: 
tf  »  am  — 
n 

14;  an  ^   ""  ^a(J52-iÄ)  +  öa^2  » 


Jta  = 


a2JJ2_-52^2  jÄ  il«— a« 


-JL:^      i.'2  —  "L  f!^ !:. 

_^x   1      «     —  ^2    J32_i2 


and  analog  fflr  den  2.  Fall. 

Bei  der  Anwendung  auf  3,   4,  n  Ecke  hat  man  also   die  Be- 

4Ä" 

ziehnngen  zn  Sachen,  welche  ftr  verschiedene  Werte  von  —     oder 

— tt  in  Form  von  Oleichangen  bestehen.     Vermittelst  Sabstitiition 

obiger  Aasdrücke  in   diese  Beziehnngen  gehen  neue  hervor,  welche 
das  Abhängigkeitsverh&ltniss  der  Achsen  beider  Ellipsen  definiren. 

Indem  man  dann  den  Modnlas  h  oder  a  und  b  beliebig  annimmt, 
gewinnt  man  manche  interessante  Ergebnisse,  deren  einige  wir  hier 
mitteilen. 

Ist  z.  B.  A;  —  0,  so  folgt  aas  der  letzten  Formel 

A  _a 
B"  h 

Sobald  also  die  Ellipsen  ähnlich  sind,   gehen  die  elliptischen  Fonc- 
tionen  in  Kreisfnnctionen  and  damit 

cn  —    in    cos  — 
fr  n 

über.    Daher  ist  hierfflr 
oder 
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^  h        a  nu 

eoBic  —  --  —  -T  =r  cos  — 
^  B       A  n 

Ist  diese  Bedingung  erfflUt,  so  schliesst  sich  bei  ähnlichen  in 
ihren  Achsen  gleichgerichteten  concentrischen  Ellipsen  das  Polygon 
wie  anch  der  Anfangspunkt  gewählt  werden  möge. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  obige  f&r  Kreispolygone  gOltige 
Formel  sich  auch  auf  Ellipsen  der  oben  definirten  Art  ausdehnen 
Itat  Die  ezcentrischen  Winkel  stehen  dann  in  folgender  Beziehung 
zn  einander. 

9i~"9i  =  Vs"~V2  —  V4""9S  •..  =  <» 

woraus  fOr  die  Curven  einfache  constructive  Bestimmungen  hervor- 
gehen. 

Für  das  Sechseck  gilt  nun  im  allgemeinen  Fall 

weshalb  wir  jetzt  die  Formel 

1  1 


cn|^      dn|Jr 


—  1 


anzuwenden  haben.  Snbstituiren  wir  die  in  14)  berechneten  Ausdrflcke 
in  die  letzte  Formel,  so  resultirt  die  elegante  Relation 


^«  +  ^«  "" ^      .i«  ""  Ä«""-^      A^  "^  B*^^ 

als  Bedingongsgleichung  für  die  Achsen  zweier  gleichliegenden  con- 
centrischen Ellipsen,  wenn  jedes  Sehnensechseck  der  äussern  zum 
Tangentensechseck  der  innem  wird. 


Ana  der  letzten  Relation  folgt  nun 


(»+^)»/-5 


vermittest  welcher  für  bestimmte  Werte  der  kleinen  Halbachsen  b 
und  ü,  die  entsprechenden  fftr  die  grossen  Halbachsen  berechnet 

werden  können.    Falls  also  -  constant  bleibt,  kann  a  nach  Belieben 

a 

gewählt  werden.    Es  gibt  also  unendlich  viele  Ellipsen,  welche  den 

obigen  Bedingungen  genflgen. 
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Sofern 

a       A 

h^  B 
ist,  wird  man  fOr  beide  jetzt  ähnliche  Ellipsen  die  Formeln 

haben,  welche  fllr  a  —  &  in  bekannte  Kreisrelationen  übergehen.« 

Die  Formeln  filr  das  Dreieck,  also  f flr  n  —  3  gehen  ans  der 
Substitution  der  Formeln  14)  in  7)  hervor.  Die  schliessliche  Be- 
dnction  der  Gleichung  führt  auf 

worin  Ä^  B  und  a,  h  die    Halbachsen  der  beiden  entsprechenden 
Ellipsen  sind. 

Aus  dieser  folgt  die  einfache  Relation 

welche  eine  bemerkenswerte  geometrische  Gonstruction  zuUsst 

Wie  man  sieht,  stellt  sie  die  Gleichung  einer  Geraden  in  recht- 
winkeligen Goordinaten  vor.    Demnach  hat  man  folgenden  Satz: 

Zieht  man  in  einer  festen  Ellipse,  deren  Halbachsen  A  und  B 
sind,  eine  die  Scheitelpunkte  XT  verbindende  Gerade,  so  existiren 
fbr  alle  auf  dieser  Geraden 

^+ jj    * 

liegenden  variabeln  Punkte  oftiNitsprechflnde  Ellipsenschaaren,  wdchen 
die  EigenBchaft  zukommt,  dass  der  festen  Ellipse 

Dreiecke  dnbeacbrieben  werden  können,  welche  den  mit  den  Halb- 
achsen ab  variabeln  Ellipsen 

^2  +  i«  -  1 

umbeschrieben  sind. 

Die  Amplitude  des  Integrals  /  -^.  wird  jetzt  durch 

cos4tf  =  |/l  j 
ausgedruckt 
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Für  das  Yiereek  wird»  am  wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln 
zorflckzakehren 


ond 


woraiu 


oder 


tf  = 

ramXsr^ 

^+ 

%-'. 

p- 

A*,aÄ* 

a»  +  o» 

A* 

-i+v 

a  

1 

Vermittelst  eines  die  äussere  Ellipse  dnschliesseoden  Kreises  ist 
2  durch  den  ezcentrischen  Winkel  ^,  also  dnrch 

^-sinif» 

bestimmt,  und  da 

1  K 

ist,  80  folgt 

K 
♦  -  am  2 

Da  tf  —  90®  .isty  80  8ind  die  Badien  nach  den  Bertthmng^nnkten 
der  tangirenden  Sebnenviereoke  einander  ooiyngirt 

Fflr  das  Achteck  ist  die  Bediagnngsgleichang 


Setzt  man 


so  ergibt  die  Entwickdang  filr  y  eine  Oleichang  5.  Grades. 

Um  die  Verb&ltniBse  fikr  ein  Zebneck  darznstellen,  erinnern  wir 
an  die  bekannte  Belation  (Dordge  8.  185) 
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Gemftgs  der  Formeln  14)  iat  nnn 

i^B'—AHB'—b*) 

Fahrt  man  diese  Ansdrflcke  in  obige  Formel  ein,  so  resnltirt 


welche  Relation  ebenfalls  auf  eine  biqaadratische  Gleichung  führt 

Wftre 

i      a 
B"  h 
80  wflrde  folgen 

165--20j,+5-0 
wie  es  sein  muss. 

Die  allgemeinen  Formeln  geben  noch  sn  einer  interessanten 
Betrachtung  Veranlassnag.  Sie  enthalten  nftmlich  eine  eigenttimliche 
Methode  der  geometrischen  Constmction  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  erster  Art,  nnd  zwar  wird  dieselbe  durch  Kreis 
und  Ellipse  vermittelt.    Denn  setzen  wir  in 


pd^t  _  Cd^_  r^ 


die  Amplituden  o  und  tp^  und  den  Modulus  h  als  gegeben,  9>,  als 
gesucht  voraus,  so  hat  man  zunächst  in  den  aus  14)  hervorgehenden 
Formein,  wenn  a  =  5  gesetzt  wird : 

B^zueliminiren.  Fflr  -•  ^  y  kommt  dann 

»*-»(i+t«l««)+»»tgi««=o 
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woraofl  demnach  2  Werte  fflr  ^2  bervorgehen,    welche    beide   wir 

herflcksichtigea  werden.    Fflr  das  obere  Zeichen  geht  nach  einigen 
Umformangen  des  Warzelaasdmcks  die  Beziehang 

:f  _  Vi 4- Aising  +yi  —  Jfcsintf 
^  Scos^tf 

und  für  das  untere  die  Excentridt&t 

£^yi+i?8intf— Vi  — ib8ing_ 

lienror. 

Der  Radius  a  des  Kreises  kann  wülkflrlich  gewfthlt  werden,  die 
erste  Formel  lässt  demnach  A  leicht  finden,  daher  ist  auch  B  nach 
einer  der  obigen  Formeln  bekannt.  Wird  nun  die  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  AB  constmirt,  so  i  kann  fflr  jede  Amplitude  ^i  die  der 
obigen  Belation  entsprechende  Amplitude  ^^  bestimmt  werden.  Wir 
ziehen  nftmlich  an  den  Kreispunkt  X,  welcher  der  Amplitude  ^i 
entspricht,  eine  Tangente  K-^  E  bis  zur  Ellipse,  und  von  E  aus  eine 
zw^te  EK^  an  den  Kreis,  der  Berflhmngspunkt  ergibt  im  zuge- 
hörigen Winkel  ip%  die  gesuchte  Amplitude. 

Bie  Construction  ftndert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man  die 
innere  Ellipse  unverändert,  dagegen  die  äussere  in  einen  Kreis 
übergehen  lässt.  Unter  diesen  Umständen  wird  also  A^  B^  und 
die  jetat  gttttigen  Belatioaen  für  das  Additionstheorem  aind 

A^ 

Eliniinirt  man  hierin  -s  und  setzt 


so  resoltirt  schliesslioh 


a^-y 


y*-y(i+tgiö»)+ib»t«K  -  0 

woraus,  wie  vorhin 

£  _  yi+faintf  —  Vi  -- ifcsin g _. ^ 
«  2cosia 

^  ^  yi+ifesintf—  Vi— ibsin  a 
^  2cositf 

folgt 
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Bei  bestimmten  a  folgt  aas  der  ersten  Formel  die  Ezcentridt&t 
der  gesachten  Ellipse,  und  aas  der  zweiten  ergibt  sich  der  Kreis- 
radins.  Die  Amplituden  der  Integrale  werden  dann  wie  vorhin  ge- 
funden, wenn  die  excentrischen  Winkel  anf  bekannte  Art  eingetragen 
worden  sind. 

Die  beiden  Ellipsen  haben,  wie  man  sieht,  die  gleiche  Excen- 
tridtftt,  so  dass  die  entwickelten  Gonstractionen  in  einer  gewissen 
Dualitftt  zn  einander  stehen. 

Man  kann  endlich  auch  die  Formeln  in  ihrer  Allgemeinheit  bei- 
behalten, wodurch  beide  Gurven  Ellipsen  bleiben.  Legt  man  der  er- 
sten bestimmte  Achsen  a  und  b  bei,  so  ergibt  sich  wie  finher  aus 
der  allgemeinen  Gleichung 


der  Wurzelwert 

oder  auch 
und  ferner  ist 


y*-y(l+t«itf«)+ifc*tgia«  -  0 

^_yi+iksin<r+yi  — ifesing 
a  ""  2cos^tf 

A*  Vi  -ib«costf« 

?-^+      2cosi<i« 


jB«  _      l+Vl— Jb^sintf« 
**  "^  cosa+Vl—  ifc*  sintf" 

wie  auch  aus  der  Ellipsengleichung  ohne  Rechnung  hervorgeht 

Ans  diesen  ReUtionen  finden  sich  die  Achsen  der  umschliessen- 
den  Ellipse,  wodurch  die  Gonstruction  der  Amplituden  in  vorhin  an- 
gegebenem Sinne  durchgeführt  werden  kann. 

Die  zuerst  angegebene  Methode  ist  die  einfachere,  da  die  Am- 
plituden sofort  in  den  Kreis  eingetragen  werden  können.  Durch 
goniometrische  Zusammenziehung  der  Formeln  kann  die  Gonstruction 
der  Achsen  A^  B  ebenfalls  erleichtert  werden.  Die  bekannte  Jacobi*- 
sche  Gonstruction  des  Additionstheoremes  findet  in  dem  Vorstehenden 
ihr  Analogen  auf  Ellipsen  und  Hyperbeln,  je  nachdem  man  das  eine 
oder  andere  Zeichen  von  ±,dyO)  berücksichtigt  Sollen  die  Kegel- 
schnitte confocal  sein ,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Excentricitftt  der 

Ellipse  durch  den  Modulus  ä;  =  -,    ib'  —  -  bedingt,   und  da  alsdann 

A^—E^^c^  sein  muss,  so  wird  die  Gonstruction  ven  B  leicht, 
wenn  A  gefunden  ist 
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in. 

Die  folgenden  Untersachangen    gehen  von  der  transformirten 

Gleichung 

ab 
asinoco89-)~^<^8^8in9  =:-» 


welche  wir  Anfangs  aufgestellt  haben, 

aas, 

um 

^f 

19  = 

.-*? 

sin  f^  —            -  2 ,     cos 

i+t8T 

darin  zn  snbstitairen. 

Das  RunlUt  ist  die  Gldcha&g 

Bb 
tgi<p2(&+Ä8ina)  — 2  — tgi9+i— Ä8in«  =  0 

Wir  beziehen  dieselbe  anch  jetzt  wieder  auf  die  Oleichnng 

cosf  TBillf8in^^(|)-C08| 


2      ^^       ^  2 


indem  wir  die  Entwickelnngen  ans  I.  benutzen. 

Zunächst  hat  man 

h+y+{b-y)Jo^-y^y»+i^    COSia 
woraus 

*2.^C08la2+y2(4cOSia3-(l  -/ifr)«)  — 2ifea8infF2.y«  ^2/ l+^-j 

Demnach  gilt  auch  im  gegenwärtigen  Falle,  worin  anstatt  9  die 
halbe  Amplitude  vorkommt,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher indessen  mit  der  1.  Ellipse  nicht  mehr  concentrisch  ist  Indem 
man  also  von  einem  beliebigen  Punkte  desselben  2  Tangenten  an 
die  umschlossene  Ellipse  zieht,  geben  die  hierdurch  bekannten  ex- 
centrischen  Winkel  (p^  und  tp^  diejenigen  Amplituden  ^^1  und  ^qp^ 
an,  welche  der  obigen  Additlonsgleichung  genügen,  sofern  folgende 
Bedingungen  erfüllt  sind. 
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Die  Gleichung  des  genannten  Kegelschnitts  ist: 


bk*  sin  2 


oder  abgekürzt 

Wir  fahren  ein 
demnach  hat  man 


4co8  ^   >    V^-^  2J/  -  1 
4Ä«(l-^jycos5* 

(*-?"-('-' DT 


woraus 
Da  nnn  aus 
folgt 


4  c«  cos  ~— a«(l  — ^)« 

(^4C08^-(l-^)«j 

J^ o«  4cosig«—  (1  — ^)' 

J5»^4Ä«  cositf" 

(1— ^)«_4(a«J^~^M«) 
cos^*  a«Ä« 


4cositf*  — (1  — ii)« 

(1+^)«      4^  A^ 
cos^ö*  *"  ^*'  a* 
so  resultirt  aus  den  letzten  Formehi 

Daher  ergibt  sich  aus 

cositf-i  iT*  J«f^+'^ 
unter  Einführung  des  Wertes  von  ^ 

COSftf 


Google 
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qoadriri  ond  cos  tf  der  obigen  Formel  dArin  snbstiftain,  80  reenltirt 


oder  anch 


Ifl-' 


i«  = 


Bei  Benutzung  der  bisherigen  Formeln  folgt  fQr  m  endlich  noch 

m  — • 

a 

wodurch  alles  gegeben  ist 

Wir  wollen  die  sich  hier  darbietende  Gelegenheit  benutzen,  die 
obigen  Integrale  mit  den  ans  der  Pendelbewegung  in  Verbindung  zu 
bringen.    Demnach  sind  in  dem  Zeitintegral 


-/r# 


-j^  sinl9>« 

die  Constanten  und  Amplituden  den  obigen  gleich  zu  setzen. 

Wie  bekannt,  ist  a  der  Kreisradius,  oder  die  Pendell&nge  und  h 
die    Tom    tiefsten    Punkte    an    genommene    6eschwindigkeitsh()he 

-^~,    welche  grösser,   gleich  und  kleiner  als  3a  sein  kann.    Also 

folgt  durch  Gleichsetzen  der  beiden  Moduli  unter  der  Voraussetzung, 

dass  a  —  bi 

2a  4aC 

h 


woraus 


Femer  ist 


IMe  Relation 


geht  nun  in 


Ä  = 


6 

COSö  — 


2C 
aB 


A*+aC 
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über,  wonach  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  der  den  Kreis  um« 
schliessenden  oder  schneidenden  Ellipse  anf  dem  Kreise  Bogen 
gleicher  Zoitdaaer  begrenzen. 

Wählt  man  die  Oeechwindigkeitshöhe  vom  Kreismittelpankt  an, 
setzt  demnach 

so  wird  die  obige  Bedindnngsgleichnng  einfacher 

^ 2C" 

welche  H  auf's  einfachste  constmctiv  bestimmt. 

Wir  fassen  das  Entwickelte,  wie  folgt,  zusammen: 
Man  zeichne  eine  Ellipse 

und  zwar  so,  dass  B  grösser  als  A  sei;  um  den  obem  Brennpunkt 
C,  welcher  also  in  der  i^-Achse  liegt,  constmire  man  einen  kleinen 
Kreis  vom  Badins  a. 

In  diesem  Kreise  lassen  wir  einen  schwwen  Punkt  oscilliren  und 
bestimmen  seine  Oeschwindigkeitshöhe  nach  der  Formel 

Auf  der  Ordinate  des  Brennpunktes  lässt  sich  eine  Strecke 


jFt?-y^«- 


s 


ohne  weiteres  auftragen,  verbindet  man  nun  G  mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F',  und  zieht  die  auf  GF*  senkrecht  stehende  GH  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  verticalcn  ^- Achse,  so  ist  FH  die  Ge- 
schwindigkeitshöhe des  schweren  Punktes  im  Kreis,  und  die  Ellipse 
hat  die  schon  genannte  Eigenschaft,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte 
an  den  Kreis  gezogenen  beiden  Tangenten  Bogen  des  Kreises  ein- 
schliessen,  welche  der  schwere  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  durch- 
läuft. 

In  Bezug  auf  OscOlationen  können  wir  anstatt  der  Geschwindig- 
keitshöhe auch  den  Winkel  a  einführen,  der  dem  Kreispunkt  ent- 
spricht, wo  die  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  beginnt  Diesen  Winkel 
können  wir  mit  o  durch  die  Gleichung  a  —  tf  in  Beziehung  bringen. 
Man  bemerke,  dass,  wenn  eine  der  obigen  Tangenten  horizontal- 
also  senkrecht  zur  ^B-Achse  ist,  die  andere  den  Winkel  a  bestimmt 
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Man  findet  leicbt 


oder 

ond  ferner  ist 

sin 

1  a-  —  — 

««+  a 

4aC 

cosa  — 
B 

1 

a 
cos^- 

a 

a 

■^'4- 
?+ 

Die  Elimination 

von 

a  ei^bt 

ans  dei 

•  entsprechenden 

Oleichnng 

eine  Wnrzel 
demnach  ist 

cos  2  • 

C 

B 

"20 

B^  diesem  Fall  der  Bewegung  schneidet  die  Ellipse  den  Kreis, 
Qsd  das  Kriterium  der  Osdllationen  basirt  anf  der  Ungleichnng 

a>B^C 

wfthrend  bei  vollen  Umläufen 

a  <  ß— (7 

ist    Der  Kreis  liegt  dann  ganz  im  Innern  der  Ellipse.    Wenn  aber 

tot,  so  berflhren  sie  sich  von  innen  und  die  entsprechende  Bewegung 
geht  in  die  asymtotische  ttber,  wonach  der  schwere  Punkt  den  oberen 
Kreispunkt  erst  nach  unendlicher  Zeit  erreicht. 

Um  nun  auch  für  die  Parabel  die  entsprechenden  Verhältnisse 

aaizustellen,  erinnern  wir  daran,  dass  der  Parameter  p  der  Ellipse 

durch 

A^ 

ausgedruckt  wird,  daher  geht  die  Formel 

^-  ~2C~ 
in  H—q  aber. 
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Will  man  die  directeD  Fonnelii  bennUGii,  so  ist  sn  setzen  (siehe 
oben) 

also  ist 

Ä  —  a-f-g    oder    H  — 5 

woraus  folgt,  dass  bei  der  Parabel  die  GeschwindigkeitshObe  stets 
den  Scheitelpunkt  der  Parabel  znr  obem  Grenze  hat 

Wie  bei  der  Ellipse,  so  schliessen  auch  bei  der  Parabel  die  yon 
ihr  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  Bogen  gleicher  Zeitdauer  ein. 

Es  braucht  wol  kaum  der  Bemerkung,  dass  das  Vorstehende 
auch  auf  die  Hyperbel  Anwendung  findet  Setzt  man  die  B- Achse 
yertical  voraus,  und  zeichnet  um  den  untern  Brennpunkt  den  Kreis, 
so  geht  aus  der  Formel 

_  (C+a)«-H« 
"'^  2C 

die  Bemerkung  hervor,  dass  für 

> 

< 

wonach  der  Kreis  den  untern  Zweig  der  Hyperbel  entweder  schneidet 
oder  ihn  berflhrt,  oder  nicht  berührt,  die  Bewegungen  entsprechend 
oscillatorisch,  oder  asymptotisch,  oder  circulftr  wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Kegelschnitt  den  Kreis  ohne  BerOhrang 
einschliesst,  und  ziehen  von  einem  Punkte  Ä  des  erstem  eine  Tan- 
gente APB  an  den  letztem  bis  zum  Durchschnitt  B  des  Kegel- 
schnitts, von  B  wiedemm  eine  Tangente  BP'C  an  den  Kreis,  vom 
Sdinittpunkt  C  von  neuem  eine  dritte  Tangente  und  so  fort  und 
bezeichnen  die  Bertthrangspunkte  t  mit  PPjPf  ...Pny  so  wird,  wenn 
bei  dieser  Tangentenziebnng  die  Punkte  PP^Pf  in  bestimmten 
regelmässigen  Zeitintervallen  auf  einander  folgen,  der  hiermit  gleich- 
sinnig im  Kreise  sich  bewegende  schwere  Punkt  der  Reihe  nach  mit 
diesen  Bertlhrangspunkten  zusammenfallen.  Letztere  schreiten  also 
mit  dem  schweren  Punkte  gleichförmig  fort. 

In  bestimmten  Fällen,  die  wir  gleich  noch  in  Kürze  darlegen 
wollen,  kann  P«  mit  P  zusammenfallen ,  was  nach  einmaligem  oder 
mehrmaligem  Umlauf  geschehen  kann.  Die  Tangentenfolge  schliesst 
sich  demnach  zu  einem  Polygon,  dessen  Existenz  an  bestimmte  ans 
den  Gonstanten  der  Kegelschnittsgleichung  abzuleitende  Bedingungen 
geknüpft  ist. 
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Ans  dieser  Oldchnng  ersieht  man,  daes  sie,  wie  schon  gezeigt, 
alle  Fftlle,  also  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  nmfasst,  da  der  Coef- 
ficient  4co8^0'— (1  — ^ia)'  entweder  kleiner,  gleich  oder  grösser 
als  Nnll  sein  kann.  Eine  grössere  Ein&chheit  erzielt  man  in  den 
FonneUi,  wenn  a  —  &  oder  Ä^  B  angenommen  wird.    Da 

4tf  —  am  -  iC 

ao  ist  ftr  das  Dreieck,  also  «  —  3,  die  Bedingung 

zo  erfUlen. 

Soll  das  Polygon  ein  Viereck  sein,  so  hat   man  die  einfache 
Rdation 

n  benatzen,  nnd  setzt  man  noch  a  =  i,  so  ist 
,    K      A*—aC 


Die  Bedingung  wird  also 

Die  flbrigen  Fälle  werden  formell  etwas  complicirter. 

Für  die  Hyperbel  hat  man  — A^  statt  A^  zn  setzen  nnd  zn  be- 
achten, dass  je  nach  der  Lage  des  Vieleks  der  eine  oder  anch  beide 
Aeate  der  Curre  zur  Yerwendang  kommen. 

Wie  man  sieht,  geht  die  Gleichung  für 

4C08K-(l--^ltf)« 

iB  die  einer  Parabel  Aber: 

^cosla«.»«  -  2dfc«sinla«.y+**a+^W 

Ans  der  Bedingnngsgleichung  folgt,  dass  die  Amplitude  c  vom 
Modnlus  h  abhftngt,  denn  es  ergibt  sich 

t»  .    .,      m-J^        ^,        4-atf 

Ijck.  Act  Xftfk.  «.  Fkyi.   S.  Btttit.  T«0  VL  14 
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Die  Parabelgleicbnng  wird  also  zur  folgonden 
.       4a«  2-A«. 


Bezeichaen  wir  den  Parameter  mit  ;»  —  2?,  80  ist,  wenn 

2  — Jfc«, 

flS  2  — feg 


die  Oleichong  anch 
wo 


Für  den  Kreis  ist  sehr  einfach 

a:»  — 44(y+3) 

demnach  fällt  das  Kreiscentmm  in  den  Brennpunkt  der  Parabel. 

Für  das  Dreieck  erhält  man  nach  der  Formel 
1  1 


cnfJ^     dn}J^ 
1  1 


—  1 

--  1 


4  — ifc2"^4— 3*2 
woraus 

12-4y2 

*^  7 

Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  auf  4,  5  und  n  Ecke, 
welche  der  einen  Curve  ein-,  der  andern  umgezeichnet  sind,  hat 
nach  dem  Vorstehenden  keine  Schwierigkeiten  mehr,  weshalb  wir 
auf  weitere  Erörterungen  dieser  Verhältnisse  nicht  weiter  hier  ein- 
gehen. Dagegen  bemerken  wir  im  Anschluss  an  froheres  noch  fol- 
gendes: 

Führt  man  in 

die  Relation 

ein,  80  folgt 

((a+c)«~i»)  tg2i»» -|-26(«— e)tg«v+4aü  —  0 
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Aehnlich  wie  im  Vorigen  die  halbe  Amplitade  gewftUt  werden 
konnte,  so  steht  jetzt  die  doppelte  zur  Yerfflgnng,  so  dass  die  Fnn- 
dunentalrelatlon  nun  in  die  folgende 

((a+c)«— ft«)+4«j^il  -  ((a  — c)«+6«)costf| 

traosfonnirt  wird.  Indem  wir  nnn  die  Constanten  der  genannten 
Gleichung  hier  einführen  and  die  Bedingnngsgleichnng  für  das  Ad- 
ditionstheorem gehörig  ordnen,  resoltirt  eine  Carve  4  Grades 

a«+        sinjö«         a«Ä«+ft*        sin^tf*     o«         sini««     b^ 

+   sini0«     "" 

welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an 
die  Ellipse  gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berahmigspankten 
entsprechenden  concentrischen  Winkeln  ^i^»)  der  Relation 


genügen. 


IV. 

Um  noch  einige  analoge  Verhältnisse  zu  discntiren,  yerlegen  wir 
den  Anfangspunkt  Aex  Coordinaten  in  einen  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnitts, bezeichnen  die  Polarcoordinaten  des  Punktes ,  von  welchem 
Tangenten  zur  Curve  gezogen  werden,  mit  i2(o)  und  die  bezüglichen 
Polarwinkel  der  Berührungspunkte  mit  B  und  B\  dieselben  be- 
stinmien  sich  aus  der  folgenden  Gleichung 

f^  +  ccosa)  —  sina»)tge«— sin2a.tge 

+  r  ^  +  «cos  «j  —  cosa*  —  0 

darin  bedeuten  p  und  e  bezüglich  Parameter  und  numerische  Ex- 
centricitat    . 

Wie  früher  verbinden  wir  die  als  Amplituden  aufgeCetssten  Wur- 
zeln B  mit  der  Relation 

Vr^J^siüö^      */  Vi— ifc«sine»""t/    Vl-Jb«8in<F« 
und  fahren  in  der  damit  verknüpften  Fundamentalrelation 
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COS  S  COS  9'  7  sin  S  sin  6'J{ö)  =  cos  tf 

die  aas  der  ersten  Oleichaag  sich  ergebendea  Werte  von  cosdcofrO' 
etc.  ein,  man  findet 

(j^+«cosaJ  ^ma^  ^l(~+eeoBa\  —  ooso^ j il«  =  cos« 


Wir 

/Zcoso  —  ar,    JBsino  =  y 

wodurch  man  erhftlt 

«2(«2(i^^^)+Jtf-}.COSö)-ya(l+COSa)+2;wj(l+ Jfl)x+p2(l4-^a)  =  O 

Fflr  die  Hyperbel  besteht  die  Formel 

/^tf--COStf         \        ^1  +  cosg  .  ^ 

fOr  die  Ellipse 

Letzte  Gleichung  schreiben  wir 


(- 


pe \2      y^ 


n  i"^  1-fi/tf    /^4+co%a  \ 

"^  )        1+COS0  V      1+^0     "^J 


_^0-j-co8<r 


Ja+  COS« 

die  definitive  Form  der  Gleichang 


V  1+//«  -* ) 


(, PI V 

I  ^ff  +  CQgff        ,1 

V  1  +  //«     ~V 


^ 

p»(^ff  +  COgg)  +  p«(//C  +  C08»)  •"  ^ 

Schreiben  wir  dieselbe 

SO  erhalten  wir  wie  früher  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten,  deren  Polarwinkel  der  De« 
finitionggleichung  genügen. 
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Es  ist  nun 

^2 p»(^(y+C08a) 


ß» 


p\Ja -\-eosc) 


1  +  z/a    """^ 

l)ie  Amplitude  Iftsst  sich  aaf  folgendem  Wege  ermitteln.  Neh* 
men  wir  «  »  a-t-c«  so  verschwindet  far  diese  Abscisse  eine  Ampli- 
tode  6,  wodurch  die  andere  zu  o  wird.  Entwickelt  man  y,  so  findet 
sich 

y  -  a(l4-«)tgi0  -  («+o)tgitf 

Damit  ist  die  gesuchte  Amplitude  c  leicht  geometrisch  bestimmbar. 

Wir  geben  noch  diejenigen  analytischen  Verhältnisse  an,  welche 
durch  Combinireu  der  letzten  Formeln  hervorgehen.  Um  zunächst 
eine  Verbindung  zwischen  Ä  und  m  abzuleiten,  ftlhren  wir 

ilg+costf       o       pe 

m  Ä^  ein,  und  erhalten  zunächst 

^-   (1  +  Jif)^^ 
und  da 

^^tf+costf        -ai.  £? 

so  wird 

die  gesuchte  einfache  Relation.  Vermittelst  dieser  kann  bei  ge- 
gebenen A  die  Abscisse  m  des  Mittelpunktes  der  zweiten  Ellipse 
leicht  bestimmt  werden. 

Führen  wir  in  der  Formel  für  ^   iP  ein,  so  folgt  zunächst 

(^(H-cMtf)m  m^Jc+coBa 

^  (l+C0Stf)jpc      ^^      put         1+COSV 
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Ans 

^  "■  (1+^0)«» 

folgt  aber 


Die  ElimiDation  von  äc  aas  den  letsten  Formeln  führt  nnn  aof 

cos  a Y 

_  (l+cOSa)  -  C08(T+       ^_ 


«l« 


woraus 


*«*•'- 3» -7;;;;r- 

Sabstitoirea  wir  diesen  Wert  von  cos «  in 

80  resultirt 

—  ^2ymg+  ^2JB2g2  ,|,  ^2^2 

^^"     il2jMlkl-^2ß2^^.^2J3a 

und  endlich  ergibt  sich  hieram  der  Uodolos  ik,  wenn  wir  in 

sin  tf  durch  cos  tf  nach  einer  der  obigen  Formel  bestimmen ,  n&nüich 

^  ^  m  B2g  — ym 
p  il2(j  —  m2 

Damit  ist  auch  der  Modolus  des  Integrals  durch  die  Achsen 
der  Kegelschnitte  und  m  bekannt,  dasselbe  gilt  b^zaglich  der  Func- 
tionen von  tf.  Ist  dagegen  c  und  h  als  gegeben  vorausgesetzt,  so 
werden  die  gesnchten  Achsen  A  und  B  durch  die  Formeln  fOr  j^ 
und  B2  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  zweiten  vom 
Brennpunkt  des  ersten  durch  die  Formel  für  m  ermittelt 

Die  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  ein*  und  umbe- 
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schriebeae  Vielecke  ist  nan  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen,  wenn 
auui  die  Gleichungen  in  der  folgenden  Fassung  aufstellt: 

Fttr  das  Viereck  hat  man  demnach 

4jr 

cn  —  —  0.    d.  L 

n  ' 

als  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Achsenverbältnissen  der  beiden 
Ellipsen.  Die  Relationen  werden  einfacher,  wenn  Bedingungen  ein- 
geführt  werden,  z.  B.  dass 

c       C 

a"  A 

also  die  Excentricitäten  gleich  seien.  Fflr  «  ^  1  wird  die  2.  Curve 
zur  Hyperbel,  da  B>  und  in  Folge  dessen  m  negativ  wird. 

Die  einfachste  Gestalt  gewinnen  die  Relationen  für    Xi  »  0. 

Es  wird  n&mlich 

B^_nk 

also 

u^.-m^  +  JP 

woraus  sich  ergibt,  dass  m  zur  linearen  Excentricit&t  der  zweiten  Ellipse 
wird,  zwei  Brennpunkte  fallen  demnach  aufeinander,  und  endlich  ist 

Liegt  demnach  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  h  vor. 
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■o  eoBstnire  bumi  öe  iweite  lo,  dan  2  BrampvDkte  anfeinandw 
&Ueii.  Beieicinet  bumi  die  fiotfernviig  dieaes  Brennpunktes  vom 
Ifittelponkte  der  2.  Ellipee  mit »,  so  ergibt  nch  yennittekt  der  ersten 
der  obigen  Formeln  die  HalbMiise  B.  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  2.  Ellipse  an  die  erste  getogen,  bestimmen  auf  letzter  2  Polar- 
winkel O,  deren  Snmme  ^+^i  ^^^  constante  Grtase  tf  ist,  welche 
dnreh  die  Formel 

gefunden  wird. 

Man  kann  übrigens  Aber  m  willkUriich  verfllgen  und  etwa  an- 
nehmen, dass 

»  — 2tf 

sei    Dadurch  erhält  man 

cose  — 3  =  e* 

und  die  lineare  Exentridtät  der  2.  Ellipse  ist  der  doppelten  der 
ersten  gleich. 

Man  kann  femer 

m  —  a-f-c 
setzen,  woraus 

C08K-J 

folgen  wftrde. 

Fährt  man  in  der  Tangentenziehung  fort  und  setzt  voraus,  dass 
das  Polygon  sich  schliesst,  so  erhält  man  für  den  allgemeinem  Fall, 
wonach  also  beide  Gnryen  einen  Brennpunkt  gemeinsam  haben,  die 
Formel 

Ftb*  das  Dreieck,  welches  der  1.  Ellipse  um-,  der  2.  einbe- 
schrieben ist,  folgt  aus  der  letzten  Relation  wegen  »  —  3 


3  =  **    •*-" 


fOr  das  Viereck 
f  flr  das  Sechseck 


6*    m — e 


C     OTC  +  i* 
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i- 


e    me+b^ 


U.     8.      W. 

Wir  schliessen  mit  diesen  Entwickelangen  Torl&ofig  ab,  da  die 
Methode,  deren  wir  uns  in  den  Yoriiegenden  Untersnclrangen  bedient 
haben,  hinlänglich  klar  erscheint,  um  auf  diesem  Wege  fortzufahren 
and  nene  Beziehungen  aufzufinden.  Auch  das  Gegebene  ist  noch 
einer  weitem  Durchbildung  fithig,  indem  wir  uns  im  Vorstehenden 
deranf  beschränken,  nur  die  allgemeinen  Zttge  mit  dem  Hinweis  auf 
ihre  Erweiterung  anzudeuten,  deren  Durchführung  wir  hiermit  dem 
Leser  anheimstellen. 

Emmerich,  im  September  1884. 
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XII. 
Miscellen« 


BeriehtIfeBde  Kotii  lum  Aufnti  L 

Beirrt  durch  den  Titel  des  Werks  ^van  Swindens  Elemente  der 
Geometrie,  aus  dem  Hollftndischen  tibersetzt  und  yermehrt  von 
C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  an  der  Landesscbule  Pforta^*  heraus- 
gegeben 1834,  war  ich  der  Meinung,  dass  der  im  genannten  Werke 
pag.  339  eingeführte  Winkel  M  ,  welches  der  Brocard'sche  Winkel 
ist,  von  van  Swinden  herrflhrt  Herr  Professor  Uhlich  in  Grimma, 
welcher  den  Untersnchnngeu  tlber  diesen  Gegenstand  gefolgt  ist  und 
anch  historische  Studien  darüber  gemacht  hat,  die  er  z.  B.  in  seiner 
Programmarbeit  1886.  „Altes  und  Neues  von  den  merkwtlrdigen 
Punkten  des  Dreiecks''  dargelegt  hat,  berichtet  diesen  Punkt 

Hiemach  hat  Grelle  bereits  1816  diesen  Winkel  betrachtet,  so 
dass  demselben  wol  die  Priorit&t  gebohrt  G.  F.  A.  Jacobi  hat 
die  Untersuchungen  darüber  fortgeführt  Dass  dieselben  für  anregend 
gehalten  wurden,  beweisen  3  Abhandlungen  von  Wiegand,  Emsman, 
Hellwig,  in  denen  manche  der  neuerdings  angegebenen  S&tze  über 
diesen  Gegenstand  bereits  enthalten  sind. 

Dass  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  in  Frankreich  und 
England  viel  bedeutender  ist  als  in  Deutschland,  liegt  sicherlich  mehr 
in  äussern  Verhältnissen,  ist  aber  wol  nicht  zu  läugnen.  Es  scheint 
der  Grund  dafür  zu  sein,  dass  den  Verfassern  solcher  Artikel  mehr 
Gelegenheit  zur  Verbreitung  derselben  geboten  wird. 

W.  Fuhrmann. 
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2. 
Beraerkanir  siun  Aufsati  IT« 

Mit  Bezugnahme  auf  den  Anfisatz:  „Ueber  Triederschnitte  a.  8.  w/^ 
in  Heft  1.  Band  6.  dieser  Zeitschrift  sei  hier  noch  die  einfache  Be- 
ziehung erwähnt,  welche  zwischen  dem  Schwerpunkte  des  Trieder- 
schnittes  nnd  dem  Mittelpunkte  der  Umkugel  des  durch  den  Tri* 
ederschnitt  hervorgerufenen  Tetraeders  stattfindet  Da  dieser  Mittel- 
punkt (x^  yoi  h)  <^cf  Scheitel  eines  Polarixieders  ist,  welcher  die  vom 
Triederscheitel  ausgehenden  Tetraederkanten  halbirt^  so  erhält  man 
nämlich 

I       31 

5  -  2  ""  «o+yoC08y+»<>cos/J 


u 


T  = '0  co8y+yo+«toco8« 


»     3i 

und  insbesondere  fär  die  rechtwinkligen  Trieder 

4-2/3x0,    i?-2/3»a,    f  -  2/3)«o 

Die  Sobsitution   dieser  Ausdrücke  in  die   Gleichungen  der  Schwer- 
pnnktsörter  liefert  die  Oerter  fOr  den  Kugelmittolpunkt 

Es  möge  hier  noch  die  Berichtigung  zweier  Versehen  folgen. 
Auf  der  letzten  Seite  des  obengenannten  Aufsatzes  muss  im  2.  Bei- 
spiel 

^V^»  statt  iVS"« 

u.  8.  w.  stehen,  woraus 

a      b       e 

und  durch  Substitution  in  die  Flächengleichung: 


*)  Die  Umkehrung  ergibt: 

^0  "  28in>asi^/?s;5^y<^^^°<^-^^^^^'^y  -  Ccosasina) 

3 

«n  «■  Tr-?-5 — .  «^  .      (— fco8o8in/J— -«cos^siny+tsin«) 
^        'ism^^asm^/^sma^  *^      ' 

wo  o,  5,  0  die  Flächenwinkel  des  Trleders  bedeuten. 
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«-©■'•■"■  '-Ö)*'-'-  ^=Gr« 

SO  dass  fttr  v  der  weit  einfachere  Ausdruck  — rrTs — -    »ich     er- 

gibt.    In  der  vorletzten  Zeile  muss  es  ferner  V*/5  st  V»/,  und  des- 
halb in  der  letzten  yi2  st  Ws  heissen. 

0.  Bermann. 


Zur  Theorie  der  harmonisehen  Reihe  (Fortsetzung). 

5«  Der  Gedanke,  die  Yorzeichen  der  Glieder  einer  Reihe  grup- 
penweise umzukehren  und  die  so  entstehende  Reihe  zu  summiren, 
ist  nicht  neu.  Herr  Unferdinger  hat  die  wichtigsten  Potenzreihen 
in  dieser  Weise  mit  HOlfe  von  Integrationen  einzeln  behandelt^) 
nach  ihm  hat  Herr  Mildner  die  Aufgabe  allgemein,  fttr  beliebige 
Potenzreihen  von  bekannter  Summe,  gelöst').  Wo  daher  die  Spe- 
cialisirung  von  Potenzreiben  für  i: ««  1  harmonische  Reihen  erzeugt, 
mttssen  die  .oben  gegebenen  Ergebnisse  mit  demjenigen  der  genannten 
Arbeiten  flbereinstimmen.     Dieser  Fall  tritt  ein  fttr  die  Reihen 


-log(l-a^)-«+^+^  +  ... 
und 

arct««-«~g'+g   ... 
oder 

die  den  Anwendungen  in  3.  und  4.  entsprechen. 


1)  Die  Summe  der  Logarithmus-  und  Arctang-Reihe  (sowie  der 
Reihen  fttr  sina;,  cos«  und  ß*)  mit  alternirenden  Zeichengruppen. 
Sitzgsberichte  d.  Wiener  Akad.  1867.  Bd.  55.  IL  S.  75  und  Bd. 
66.    IL    S.  257. 

2)  lieber  Ableitung  neuer  unendlicher  Reihen  aus  einer  gegebe- 
nen durch  Umstellung  (soll  wol  heissen  „Umkehrung^')  der  Vor- 
zeichen nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Ebendaselbst  1882. 
Bd.  86    S.  999. 
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Die  Formeln  fOr  a(l)  und  tf(|)  findea  sieb  flbrigens  nur  bei 
Mild  Der,  in  zwar  aucb  eleraentärei*,  aber  von  der  hier  gegebenen 
gänzlich  verschiedener  Herleitnng,  and  zwar  hat  die  erstere  Formel, 
abweichend  von  unserer  Gleichung  (III.)  die  Gestalt: 

p-1 
2 

.a)-ilog2+-5    S    (p-2h-l)tg^-ss—-it    f»rge«Mlep, 

P  P  •  U^ 

2 

1-^.2««  ^«     -- 

=  -log2+    x    -2?  X?.tg—     für  angerade  p 

Durch  Yergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  ansrigen  ergeben 
sich,  nach  einigen  leichten  Umformungen,  die  merkwürdigen  Formdn : 

*  24  —  1  »-1     1 

(V)    a)    £{2k-l)ts-^-n~n+2u£  -^^ 


»"»äi 


u.    "«^    .       *«         2»— 1«-»       1 

Ein  directer  Beweis  derselben  scheint  schwierig  za  sein. 

6.  Man  könnte  versucht  sein,  die  Aufgabe  allgemeiner  so  zu 
fusen,  dass  die  Anzahl  der  negativ  genommenen  Glieder  von  der 
positiven  verschieden,  etwa  gleich  ^,  gewählt  wird.  Man  überzeugt 
sich  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle  stets  eine  divergente  Reihe 
entsteht.  In  der  Tat  wäre  dann  die  Summe  der  ersten  (p+g)n 
Glieder 

+  (*(ti-l)(F  f  «)  +  •••  +  Änp+ (n-lKr-l)  —  (hnp^in'-iyq 
Jt=o  kTsp 

{über  dieselben  Glieder) 

alBO 
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Die  beiden  ersten  Snmmen  bleiben  |fQr  n  «  od  endlich ;  die  bei- 
den letzten  aber  haben  bzhw.  p  and  q  Glieder,  deren  jedes  unend- 
lich wird  wie  logn;  die  Differenz  wird  daher  immer  nnendlich,  so 
oft  p  und  q  verschieden  sind,  verschwindet  dagegen/  wenn  p  -»  9, 
in  welchem  Falle  die  letzte  Gleichnn^  in  Formel  I.  tibergeht. 

Heinrich  Simon. 


In  vorstehendem  Aufsätze  bitten  wir  folgende  Dmckfehler  za 
berichtigen. 

8.  105    Z.  11  V.  uBt    statt    Abhandlung    setze  Behandlang 

„    106    „    8      „  „cum  ^  c  i.  lim 


„  15     „         Gl.  («)  anter  £  statt  Ä;— 1  setze  ib— 1 
zwischen  61.  (6)  and  (6»)  fehlt  die  Zeile: 

deren  zweite   sich  noch    aaf    die    Form 
bringen  Iftsst: 


108  „ 


109 


1J0„ 


111 


10  V.  ont. 

stau    h^ 

setze 

)  «t 

2       „ 
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«Dp» 
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«2^« 

1    V.  ob. 
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p-2 
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p-i 

8       ^ 
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10       ,. 
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1? 

1 

16       „ 

w 

Differentiation  „ 

Dissertation 
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4    . 
Zu  BeetifleatlM  dto  Hyperbel. 

Dieselbe  fttbrt  befaumtUcb  tat  das  Integral 

Wie  wir  schon  früher  bemerkt,  ist  2^  der  Winkel  zwischen 
dem  einen  Brennstrahl  und  der  ¥«*UMigerong  des  andern  nach  dem 
zweiten  Endpunkt  des  Hyperbelbogens. 

Ans  der  obigen  Gleichung  folgt  aber 

0 

Wir  benutzen  hier  eine  in  den  „Transformationen^^  mitgeteilte 
Formel 

nm  damit  den  Ausdruck 

^tgv— E(<p) 

darzustellen  und  in  die  betreffende  Gleichung  einzuführen.    Man  er- 
hält 

H'-^-l'+'-'-'+'-Kr^«»"-) 

oder  auch  bei  Benutzung  einer  bekannten  Reihe  ftb*  ib'tg^,  n&mlich 

Vtgy-2^tg2^-j^(^^^,sin-^^-^-^.in-^ 
das  folgMide  Bestiltat 

wodurch  der  Hyperbelbogen  aus  dem  Argument 
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r       ^9 


durch  eine  Reihe  abgeleitet  und  berechnet  werden  kann. 

E.  OekinghaoB. 
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xui. 
Potential  einer  elliptischen  Walze. 

Von 

Ulrich  Bigler. 

Fortsetzung  Ton  T.  III.    Nr.  XIX. 


Zweiter   Teil. 

IT.      Potential  einer  elliptischen  Seheibe  Ton  der  Diehtigrkeit  1, 
deren  Punkte  den  Gleiehnnj^en 

genfigren. 

§  12.    Das  Potential. 

a)    Ableitung  desselben  aus  dem  Potential  der  Ellipse,  ausge- 
drückt durch  ein  Integral  mit  freiem  Integrationsweg. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 


mit  vrf,  wt'^  tot"  bezeichnet  werden,  dann  ist  das  Potential  der  Ellipse 

Aw^  Bw       ^ 

deren  Dichtigkeit  gleich  dem  Abstände  des  Mittelpunktes   von  der 
Tangente  im  betreffenden  Punkte  angenommen  wird, 


Toi  =r2wy AB  r  , -^'^  = 

wt 
inb.  der  Vatlu  v.  Pliye.    3.  Beihe,  Teil  YI.  15 

/Google 
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Setzt  man  hier 

yVD 
80  ergeben  sich 


W,    ««,-  -^g-^-._ 

und 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


daher  ist  die  61. 


dentisch  richtig.    Schreibt  man  u  statt  m*  und  setzt  dann 

so  dass  nun 

y  w        -^ 
wird,  so  ist 

pot.  =  2v«^  i^ft  -  2u.yzBy  ^ 

wo  t  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung 

bedeutet. 

Um  die  Masse  des  Ringes,  welcher  von   den  Ellipsen  mit  den 

Halbaxen  {iÄi,    -^B^)  und  ("^Aiw+dw),   ^Biw-^-dw))    gebildet 

wird,  zu    erhalten,     habe   ich   obige    Formel    für   das   Pot.    noch 

,,  1  dw  ,^.   ,.  .  ^ 

mit  ö  —  zw  multiphciren.    Denn 


und 


iÄ{w+dw)  =  iAw  (i  +  ^  ^) 
also  ist  das  frühere  E  gleich  ,i  —  und  somit 
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00 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  am  t). 

Weil  auch  dieses  Ingetral  im  Horizonte  yerschwindet,  so  kann 
man  die  Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  am  die  Pole  t'  und  t" 
verwandeln  und  diesen  Weg  wollen  wir  nan  benatzen,  am  das  Pot. 
der  Scheibe  za  erhalten.    Es  ist  also 

i     , r   du 

Pot  =  ^  Vab  I  —^^  dw    (Weg  Fig.  17.) 

wo 

—2  (^-t*)(t*-0(u-O  ^J^ 

^^ ü  ^^A+u'^'^ 

ist,  and~^i  in  der  Realit&tslinie  zwischen  ('  und  t  positiv  verstanden 
wird;  somit  das  Potential  der  Scheibe 

p«.=|y.-./(/^)^ 

0 

Die  Wurzeln  «,  *',  t"  der  Gleichung 

sind  Functionen  von  %o.  Für  ein  sehr  kleines  -f-^  ^^^  <  pos.  sehr 
gross^  und  während  w  von  0  bis  1  steigt,  sinkt  t  fortwährend  bis  zu 
dem  pos.  Werte  herab,  den  es  für  tr  »  1  annimmt,  t'  und  ("  sinken 
zwar  auch,  treten  aber  nicht  aus  den  Intervallen 

—  5<t'<0,    — ^<«"<— J? 

heraus.  Wenn  daher  der  in  sich  zurückkehrende  Integrationsweg 
das  zwischen  —A  und  0  liegende  Stück  der  Realitätslinie  rückläufig 
nmschliesst,  aber  den  niedrigsten  Wert  von  t  ausschliesst,  so  kann 
er  während  der  Integration  nach  u?  festliegen.  Weil  u  von  %o  un- 
abhängig ist ,  so  hat  man  nur  =^  von  w  =  0  bis  w  «  1  zu  inte- 
griren.    Nun  ist 


also 
folghch 


15* 
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dtü  "■       2W. 


somit 


and  demnach 

pot — .vzb/^^^—  ^)-^-Ky2B/^^p^ 

(Weg  eine  rflckUnflge  Cnrre  am  —A  and  0  mit  Aasschlass  der 
kleinsten  pos.  Wurzel  von  TTj*  =0) 

Nan  liegt  aber  die  pos.  Worzel  von  W^*  (für  «7  =  0)  im  pos.  Un- 
endlichen, and  deshalb  kann  man  im  zweiten  Integral  den  Weg  so 
legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  u  in  Betracht  kommen.  Das 
zweite  Integral  ist  also  noll.  Wir  erhalten  somit  als  Potential  der 
elliptischen  Scheibe  folgenden  Ausdruck: 

(Weg  eine  geschlossene  Corve  am  die  Pole  t"  and  t') 
Es  ist  non 

F^*(fÄr  «-  =  !)-  -^^-1 
(t-u)(t'—u)(r-u) 

also 


U+«)(B+u)m 

ys  /'y(«-<)(u-o(«-t") , 

U+«)(Ä+u)u       **- 


=  2VÄBf 


b)    Ableitung  des  Potentials   der  Scheibe  ans   dem  Potential  der 
Ellipse,  ausgedrückt  durch  ein  Integral  mit  geradem  Integrationsweg. 

Wenn  «,  «',  a"  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X^  t/*  Ä* 
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sind,  dann  ist  das  Potential  des  von  den  Ellipsen  (V^i^,  ^Bw)  und 
iyA(w-\-dw)y  yj3(M?-|-du7) )  gebildeten  Ringes  gleich 


S 

und  somit  das  Potential  der  Scheibe 

0  •. 

I     nnd  weil  w  —  /*(«)  ist,  so  erh&lt  man  anch 


Man  denke  sich  nnn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (Fig.  18). 
Auf  der  Abscissenaze  werden  die  u  und  aufj  der  Ordinatenaxe 
die  8  abgetragen  und  in  dem  Punkte  (««,  s)  stelle  die  dritte  Ooor- 
dinate  den  Wert  des  Integranden  dar.  duds  ist  das  Flächenelement. 
Die  Integration  nach  u  erstreckt  sich  über  einen  horizontalen  Strei- 
fen, der  in  einem  Punkte  P  der  Halbirungslinie  des  rechten  Winkels 
b^nt  und  sich  bis  in's  Unendliche  ausdehnt.  Die  Integration  nach 
9  Bommirt  nun  alle  diese  Streifen  vom  Punkte  A  an ,  wo  «  —  <  ist, 
Mb  in's  Unendliche.  Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  demnach  ttber 
alle  Punkte  der  Ebene,  welche  zwischen  der  von]  A  ausgehenden 
horizontalen  Linie  und  der  Halbirungslinie  des  rechten  Winkels  lie- 
gen. Kehren  wir  nun  die  Integration  um  und  integriren  zuerst  nach 
f,  60  läuft  #  von  t  bis  u;  sie  umfasst  also  den  Streifen  {P'  —  P") 
Fig.  18.  Diese  Streifen  sind  nun  noch  zu  summiren  von  u  *-  <  bis 
K  — OD.    Es  ist  demnach 


fl/^H-i>=,hß^)t 


nnd  somit 
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du 


r  -  y 

^^ ;  \j  -   W, 

Nnn  ist 

^^'-^-^aIu 

also 

2^1  d,      ds 

folglich 

/•_!?.*  -.-2   /*^d. 


und  weil  TTi  fttr  •  =  u  versclimadet  und  für  •  =  t  zu 


wird,  80  erhftit  man 


c.     Darstellung  des  Potentials  der   elliptischen  Scheibe  durch 

elliptische  Integrale. 
Es  ist 

(Weg  eine  Schlinge  aas  dem  Ostpunkte  am  den  Pol  t) 
oder  aach 

Integral  /  ist  gleich  dem  Potential  der  Ellipse,  also 
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Bei  Integral  U  verwandle  man  die  Schlinge  in  eine  geschlossene 
Curve  um  die  Pole  —  ^,  <"  und  i'  und  gebe  derselben  die  Gestalt 
von  Fig.  19. 

Ein  Teil  der  Curve  zwischen  den  Polen  —  ^4  und  t"  werde  auf 
die  Bealitätslinie  verlegt,  und  weil  sich  nun  hier  die  beiden  Wege 
aufheben,  so  verwandelt  sich  die  anfänglich  geschlossene  Curve  in 
einen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  —A  und  in  eine  geschlossene 
Curve  um  die  beiden  Pole  t^'  und  f.    Also 


J  Ä+u 


■jT^  •  j^     (Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —A^  i\  t*) 


-'f^' 


du 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  den  Pol  — -4^  Erkenn- 
nungsort  östlich  von  —A) 


(Weg  eine  rückläufige  Curve  um  die  Pole  f  und  «',  Er- 
kennnungsstandort  östlich  von  (') 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  nach  einem  Lehrsatze  von 
Cauchy  gleich 


l/(^+«)(ii+0(^+O 


Im  zweiten  Integral  sind  die  beiden  Pole  f  und  i  zugänglich 
and  man  erhält 


u  =  *'8in*9)+«"coBV 


du 
Ich  setze  nun 


also 

du  2d<p 


R        V(«— OVl  — **sin2q> 


und  wenn  noch 
also 
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und 


^'"■-Ä+e' 


gesetzt  wird,  wo  also  der  Parameter  a  nördlich  lateral  ist,  so  erhält 

man 

1        du 2 du 

A+u  '  R  ^{A  +  t")  Vit  —  «") '  VH—k^S'aS'u) 

Nun  ist 

1  «  l-^k^S*aS*u+k^S^aS^u 
also 

1       du  2       /  Sa        k*Sa.Ca.Da,S^u\ 

Ä+u'R  ^  (^A+Oy^^^^)\    "^Ca.Da'      l^k^S^aS^u     j"^ 

und  weil 

Sa      1 ^ i 

Ca  ,Da  '  (A  +  O  VJT^n  *"  V(Ä  +  t)(A  +  r){A+n 


so  ist 


und  weil 

n(a,  K)  «  irZ(a) 
so  ist  auch 

j^       jK  , ^iKZja) 

^  (A  +  n  Vit  -^  n   vu+t)(A+v)  (A+n 

folglich 

/l       <2tf  2n; 

-PT— .  "5^    (Weg  eine  Schlinge)    =  —    .      .         =l~  _ 

. 4Ä^ ,    ^JKZa 

+  (^  +  O  V(T^=70 ■*"  Vm+oC^+OM+O' 
und  demnach 

2?gyXgg« iVIifg'g 

^tVABx^KZa 


V{A  +  t)iA+n(A+n 


Um  diese  Formel  zu  vereinfachen,  setze  ich  a  =  Z  —  «,  wo  x 
nördlich  lateral  ist.    Dann  ist 
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^,         »  Cx.Dx       „        ix 

y(«-«")(^+«")     *   2z 


4iKZx  2» 


folglich,  wenn  fflr  d.  Arg.  x  wieder  «  gesetzt  wird, 

4»yjBir«gZ« 

Weil  nun 
/  ^TT  •  ^    (Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp.  um  den  Pol  t) 

ist,  muss  der  letzte  Ansdrnck  nnter  n  anch  erhalten  werden,  wenn 
das  geradlinige  Integral  in  ellipt  Integrale  flbergefOhrt  wird.  Um 
dasselbe  zn  verwandeln,  setze  man 

u  —  t+(f—t')lg*(p 
also 

u-t  -  (« - t')tgV,    «-  f  -  O-O  .  ^^ . 
Setzt  man  femer 
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A-\-t' 


A-\-t 

also 


,i»S»fl 


1/(7'-«») (4  + 1)'       "  "°       Vc«' -  t")  (i+?^' 

Do  =  ■  ■        , 

dann  ist 

1     .  du  2C»M<to 


Ans  der  Gleichnng 

[A-\-t  .t  .  1-j 
A+tf.t".  ij 

«'  .«'.  1=0 

L*". «".  1 J 

folgt,  dass 

1  <>S«<-^ 
also 

a  —  -K'-j-a-,    wo    0  <  X  <  Z, 
Ferner  ist 


1      dtt  2(1  —  5«  u)  dl* 


1(1  —  k^S^aS^u  +  k^S^aS^u—  S^u) 

=» , du 

(A  +0  V(t  -  O  (1  —  *'^«  ^t«) 

2rftt  2D^aS^udu 


ond  weil 

-Da  1  .' 


k^SaCa\A+t)  ^(«-O  "  V(A  +  t)  (A+t^HA  +  n 
SO  folgt 


Digitized  by 


Google 


Bigler:  l^ienital  einer  elliptischen   Wake.  235 

K 


P    1       A*  4  /* 


0 


4  Pk^SaCaDaShidu 


1-i 


V{Ä+t)(A  +  t')(A  +  t!'}J       l-i^S^aSH* 

0 

4ä:  4»J[Z« 


{A+t)  Vit  -o     Vm+o  (^+*')(^+<") 

also  

_       4yÄga?'i8:       ,  4:iVABx^KZa 

^       U+t)  V{f^)       V(A  +  t){A+t%A  +  n 
Weil 

a«  X+*(0<«  <Z,) 
80  ist 

i    &--^(x-«)»-^; 


also 

7«        ^i^JT  I     \  A?^  /So? .  Cx 


Dx 

iV(A+n{A+n 


somit 

4iKZa  4£ 


fZrc 


^iKZx 


V(A+t)(A  +  t^)(A+n 

folglich  ^ 

/l       du       _^ 4tiSrZa; 


und  8chüe8ßlich,  wenn  für  x  wieder  a  gesetzt  wird, 
Wie  auf  Seite  233. 
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Um  das  Integral 

/l      du 
B4^ '  "5    ^^^  ®"^®  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  den  Pol  0 

J    B+u  '  R 

*  • 

zu  verwandeln,  setze  man  wieder 

also 

du  2dq> 


■B    v(«-«")yi  —  *«8iiiv 

Femer  sei 

also 

y(? 

-«")(Ä+«')     ^g    V(-Ä-*")(«-«') 

-<")(B-i-*)'    '^   y(Ä+ *)«■-«•) 
y(^+«) 

Demnach  ist 

ÄjJ  <  1,    also    0  <  ^  <  i: 

l       du 

2du                                    2D*ß.&udu 

und  weil 

Dß  1 1 

80  ist 

Z*"^  1      A*^ 4X 4irzg 

J   B+u '  H  "  (B+[t)  V(t^      V(Ä+0(Ä+O(-Ä-O 

4V!Igy'iC  4>GiBy«J[Zg 

Bei  Integral /r  verwandle  man  die  Schlinge  dorch  Einschaltung 


i 

folglich 

2iJ=  — 
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des  Horizontes  in  eine  geschlossene  Corve  um  die  Pole  0,  f ,  ff'  und 
gebe  derselben  die  Gestalt  von  Fig.  20. 

Zwischen  t'  nnd  0  ziehe  man  einen  Teil  der  Corve  auf  die  Be- 
alitätslinie  znsammen  nnd  weil  sich  hier  die  beiden  Wege  aufheben, 
80  verwandelt  sich  die  anfängliche  Cnrve  in  einen  rQckläufig  ge- 
schlossenen Kreis  um  den  Pol  0  und  in  eine  geschlossene  Corvo 
am  die  Pole  t'  nnd  (",  nnd  weil  diese  letztere  Pole  zugänglich  sind, 
80  erhält  man 

/  "  *  Ä     (^^^  ®^°®  geschlossene  Corve  om  die  Pole  0,  f ,  <") 

/l  du 
- .  -g-    (Weg  ein  kleiner  rückläofiger  Kreis  um  den  Pol  0) 

Nach  einem  Lehrsatze  von  Ganchy  ist  aber 
and  wenn  im  Integrale  M' 


Ä»£l»« 


-«" 


also 


^4^.  -oa- 


folglich 


y-t"»  y_t" 

88  1  »• 


coD8'^'y(t—t")        Vtt'/' 

gesetzt  wird,  so  erh&lt  man 

nnd  somit  ist 

2n  4g UKZ6 


f\ 
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j^x     jy 2nV^^       aVÄBz^K      itYZgg»  KZ6 

Man  kann  nan  aach  die  Schlinge  des  Inlands  IV.  auf  die  üeber- 
gangslinie  (t-Ostponkt)  zusammenziehen  und  erhält 

--g     (Weg  eine  Schlinge)    -^J\% 

Mittelst  der  Substitation 

u -«+(«—«")  tg»<9 


findet  man  nnn 


wo 


und  somit  ist 


Die  Formel  a)  soll  nun  mit  der  Formel  b)  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht werden.    Aus  den  Formeln  geht  hervor,  dass 

wo 

0  <a;  </. 

und  y  nördlich  lateral  sind.    Man  setze  deshalb  in  Formel   (a) 

und  in  Formel  (b) 

y  <»  i— sc 

wo  X  nördlich  lateral  ist.    Weil  nun 
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also 
so  ist 


Ux 

_  ^KZd 4.K{t''-t")   _  AdKZx 

Wird  nun  dieser  letzte  Wert  in  Formel  a)   eingesetzt,  so  er- 
hält man 

Ferner  ist 

also 
somit 

it  n  i'       «Y  (T::?)  —  t/iÜ'' + y<"?7' 

and  setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  b)  ein,  so  erhält  man 

eine  Formel,  die  nun  mit  a')  übereinstimmt 

Das  Potential  der  ellipt  Scheibe,  in  ellipt.  Integralen  ausgedrückt, 
ist  also 


*  iiABx^KZa 


i(A-\-t){A+t')(A-\-t!') 

Google 
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oder,  da 


X' 


^    ""  (A-B).B  '    ^    "^  AB 

ist: 

Wegen  des  Factors  t/5^^)  im  Nenner  gestattet  diese  Formel 
nicht  unmittelbar  den  üebergang  zur  Kreisscheibe.  Um  sie  aber 
dafür  einzurichten,  setze  ich 

a  =  JST+a'     und     ß  «  K—  ß' 

wo  a'  nördlichllateral  und  ß^  reell  ist.    Nun  ist 


^-z(^+«')  =  -*-^|^+z«' 


und  weil 


y(«'-t")  y(f-*")'         vw-t") 

BO  folgt 

v(*-*")(^+«) 

Ebenso  ist 


and  weil 


Z^-^(Z-/»')=^^'-Z^ 


.,.^V-B-r      cß'^y^,    Dß'~.^+L 
80  erhUt  man 

y(B+ «)(«-«") 
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Ersetzt  man  in  diesen  Formeln  —d'  durch  ^  — Ccos'6,  wo 
ist,  80  erhält  man 

Vw +0(-4+«—  «cos«  ey 

'  vbA 


■^{B+t){A+t-  Cco8»e)         *^ 


Ist  nnn 


sehr  klein,  so  liegen  a  nnd  ß  nahe  bei  JT,  und  «',  |3'  sind  sehr  klein. 
In  diesem  Falle  ist  aber 


»Y^  +  t" 

und 

^.(x-D,.-(.-D.f^f-yc(>-|,^ 

somit 

»VCcos  6 

»VCcos  » 

und 

ycsin© 

Femer  ist 

(^  +  0(^  +  ^^)008^^         ,_     (^  +  0(^  +  0     ..^ 


also 

▲xek.  d.  Hath.  n.  Phya.  2.  Seih«,  T.  YI.  15 
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VAxiZa      C08«6     ,, .  ,    v^      /        ,x,^v 

and 

VÄyZß_  _^i^_ 

VC     -^(7+7)^2:^^^+*^^     ^'      '^^^ 
folglich 

and  somit  das  Potential  der  Kreisscheibe  mit  dem  Radias  r 

d)    Besondere  Lagen  des  Bezagpanktes. 

q)    Der  Bezagspankt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  in  diesem  Falle  t  sehr  gross  ist,  so  kann  man  den  Inte- 
grationsweg  so  legen,  dass  nar  sehr  grosse  Werte  von  u  in  Betracht 
kommen.  Man  darf  deshalb  neben  u  die  Wurzeln  t*  and  ^'  and 
neben  t  die  Constanten  A  und  B  vernachlässigen.    Weil  nun  anch 

so  ist  das  Potential 


,-—    fV(u-  r*)du    (Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp. 
F  -  YAB  ß        ^,  ^^^  p^^  ^,j 


am 


Darch  Einschaltang  des  Horizontes  in  die  [Schlinge  kann  man  den 
Weg  in  einen  kleinen  rücklftafigen  Kreis  am  den  Pol  0  verwandeln 
also 
_       .  / —   /^l/(r»— tt)  Weg  ein  kl.  rflckläafiger  Kreis 

and  nach  Caachy 

P  =  »  "Vab  _     Masse 

r  Entfemang 

b)    Der  Bezagspankt  liege  aaf  der  Focalhyperbel. 

(«'««" B) 

Aas  der  Integralformel  fflr  das  Potential  findet  man 
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•  t/T»  /*  V(^-"")  ..     (^®8  öi^^ö  geschlossene  Curve  am 
i'        »  l^^^^J   (^^.tt)««**  die  Pole  -A  und  0). 

Dieser  Integnüonsweg  zerMlt  nun  in  zwei  Kreise,  von  welchen 
der  eine  den  Pol  — A  und  der  andere  den  Pol  0  rftcklänfig  umgibt 

Es  ist  also 


p  •  i/Tn  /*  J^5^  A       (Weg  ein  rückläufiger  ] 

j_  •  -J-Th  ^    V(HHÖ      ,      (Weg  ein  rücklÄufiger  E 
-T »  r^^J  (A-\^^){-'u)  ***  den  Pol  -^) 


'  Kreis  um  den 

Kreis  um 
)  ***  den  Pol  ^A 

nnd  nach  Gauchy  erhält  man 


P 


^n^AB 


Für  die  Brennpunkte  der  EUipse  ist  folglich 

c)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  dem  Rande  der  ellipt.  Scheibe. 

(<-*'  =  0)  . 

Es  ist  

P  =  2t/Zb/"  — >^^~^'       du 

2^15  f(A-\^i'-B^i\  du 

""  ^-  bJ  U+«*  "^   i^+t« ; '  y(tt— t") 

0 

Setzt  man  nun  im  ersten  Tenne 

t*  =  <*'+(i4+OcotgV 
80  wird 

u— «"-(^+*")cot«V    rf«  =  -(^+0.2cotgg>.-rV 

sin'^' 

also 

du     ^    2y(^,+o 

V(t«— O  ""  sinV    "^^^ 

-d4-u  ^ 

folglich 

!«• 
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CD 


0 

and  setzt  man 


SO  ist  das  Integral 


^^  =  ■7^ 


Im  zweiten  Terrae  setze  man 

tt  =  «"+(- i?-Ocotg«5c 
und  zugleich 

und  yerstehe  v  pos. ;  dann  ist 


B-\-u 
folglich 


0 
Also 


J  -B-t"  y«_t" 


P_^(vM+n.««(j^) 

+ypT^,,(VE£+_^fII3)) 

Für  das  Ende  der  grossen  Aze  ist 

f" B 

also 

und  für  das  Ende  der  kleinen  Aze  ist 
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also 

"^'yZ^-^^ VA ) 

Auch  diese  Formel  gestattet  nicht  anmittelbar  den  Uebergang 
zum  Kreise.  Wird  aber  —t"  durch  ^4— -Ccos*©  ersetzt,  so  erhält 
man 

^Vab  f         ^        f    ygcose    \ 

I    /^.  .    Äi     /"V^  -  gcos'a  +  VC  sin  %\  \ 
+  VC'8meiog\^ y;^ jj 

und  weil  man  nun  für  ein  kleines  C  den  Bogen  durch  die  Tangente 
und  den  Logarithmus  durch  den  Znsatz  zu  1  ersetzen  kann,  so  folgt 

P  «  WA  —  4r 

wenn  v  der  Radius  des  Kreises  ist. 

§.  13.    Die  Kraftcomponenten  der  elliptischen  Scheibe. 

Die  1.  Abgeleiteten  soUen  aus  folgender  Form  des  Potentials 
abgeleitet  werden: 

_         /---    rw  .      (Weg  eine  rücklÄufige  Schlinge  aus  dem  Ostp. 
V^^J  jjda  um  den  Pol*). 

Weü 


so  erhält  man 

t 


IT.  l^ 
au 


,_-       /•    1  dt 


(Weg  wie  oben^ 
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-»yn../!.! 


t 

(Weg  wie  oben.) 


du 


Ans  diesen  Formeln  folgt,  dass 

00 

2VäBJ{1-W*)  .  ^ 

and  somit 

wenn  T'  das  Pot  der  Ellipse  bedeutet. 

Die  Integrale  fülr  die  Abgeleiteten  zeigen  ferner,  dass  die  Kraft- 
componenten  X  and  y  nur  für  solche  Lagen  des  Bezngpnnktes 
unendlich  werden  können,  für  welche  t=tt'  ^0  ist,  also  f&r  Pankte 
der  Randellipse,  weil  dann  der  Intögrationsweg  nicht  mehr  zwischen 
t  und  t'  hindurch  kann.  Die  Randellipse  ist  demnach  für  die  Comp. 
X  und  Y  eine  Unstetigkeitscurve.  Wir  werden  spater  sehen ,  dass 
Comp.  Z  für  keine  Punkte  des  Raumes  unendlich  wird,  dass  sie 
sich  aber  bei  ihrem  Durchgange  durch  die  Ebene  innerhalb  der 
Ellipse  sprungweise  ändert.    Aus  früheren  Formeln  erh&lt  man 

Auch  hier  macht  der  Factor  "^A—B  im  Nenner  den  unmittel- 
baren Uebergang  zur  Ereisscheibe  unmöglich.  Wir  haben  aber  ge- 
funden, dass  für  ein  kleines  C  =  A—B 
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VbiZü        yicose 

QOd 

ist;  folglich  erhtUt  man  im  Falle  eiser  Kreisscheibe 

__4y£co8£^  4AKx 


Die  Eraftcomponenten  für  besondere  Lagen  des  Bezugspunktes. 

a)    Der  Bezugspunkt  liege  im  unendlichen. 

Es  ist 

, —      P du  (Weg  eine  Schlinge   aus   dem 

X  YABx  J   ^^^^^^——^  Qg^  ^^  ^^^  p^j  ^,^ 

Man  yerwandle^  nun  die  Schlinge  durch  Einschaltung  des  Bori- 
zoDtes  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —A  und  0,  und 
weil  sich  die  Wege  auf  der  Bealitätslinie  zwischen  -^A  und  0  auf- 
heben, so  erhält  man  als  neuen  Weg  zwei  kleine  rttckläufige  Kreise 
um  die  Pole  — ^  und  0.    Man  erhält  also 

.   /-—      P  1  du      (Weg  ein  rückläufiger  Kreis 

X  « t  yABxj  yj533^^_^j  -^^  „na  den  Pol  — ^) 

^  r  1 ,dt»    (Weg  ein  rückläufiger  Kreis 

-i^/ABm  J  ^j^j^)-f(^:^)    u  umO) 

und  mithin  nach  Cauchy 

X  — -p —   C08(r«) 

Ebenso  findet  man 
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niAB        .    . 
F— -| — C08(ry), 


Z 


« -^ — COB(r») 


b)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel 
Man  findet 


X  -  —  iAB  X    f -— — .**  ,   y; :     (Wcg  cüie  Schluige) 

—  •  t/Zb      r ^^  (Weg  ein  rückläufiger 

'^      *^       V    (il  +  t*)(jB+t»)  V(t— u)        Kreis  um  —Ä) 

, —    /»       du (Weg  ein  rückläufiger 

+  i  y  ABxl  ^-^^--^^^^^  u)(il+tt)    Kreis  um  den  Pol  -A) 

'InjlBx  (      ^  ^     \ 

"  ^— A     \VA  +t  Vb+J 

2itVABx 


V(A+t){B+t)(VA+t+VB+t) 

Ebenso  ist 

^n'^AB» 


F-0,    Z«  — 


V(B+t)t  (V«+Vb+«) 
und  für  die  Brennpunkte  der  Ellipse 

c)    Der  Bezugspunkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der  Bandellipse. 

du 


^—'^^fm-i 


n    • 


Um  den  log  unendlich  werdenden  Teil  abzutrennen,  ersetze  ich 
durch  T-r-, —  /  A  t  ^\f  A  i — ^-    Da 


T'~.2VÄB  f^ 

t 
gesetzt  war,  so  hat  man 
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X      „,   .  2VaB       Pw-t     du 


iE       Pw-t 


and  weil 

80  erhält  mas 


4VÄ     Vu+n  y(^+jo 


Nun  ist 
also 


ViA-B) '  V(A+t) '  ViA-n 

K{k^) iL{P) 

^_  _iVB    yq+t^)(A+n 

Um  Integral  11  zu  berechnen,  machen  wir  Snbstltation 
also 

tt— «  (t  —  t')  S*t>      

Setzt  man  nnn 
also 

y^+<'        y^+«         y^-H 
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80  folgt 

U  —  t   du  (t-t')Shf 2%dv 

2i(t'-08^vdv 


""  (^+0  V(i^  (1  -  k^S^aS^v) 
__       2i{t—f)  k^SaCaPaS^dv 

^l^^t)V(t^^ '  k^8aCaDa{l—k^S^a8*v) 
Nun  ist 

also 

1 V(l=7Ö(-^+*)« 

*»  SaCaDa  ^  (t—t')  V(il+<')(X+«")* 

t-**  1 y(j+ö  

UH-«)  y (<-«")  •  ft«  S«  CaUa  —  V(A+t*)(A\+t") 
nnd  somit  ist 


OO  i 


t  9 

2.Y(ThFT) 

Weil 

2VÄBX      2VÄB   V(A-^t)(A+t')(A+r) 
'  A-t     -   A-\-t  '  ■y/A'^(A—B) 

80  ist 

00 

aV^B         /*u— «  A«       iT/Sin(L,a) 

i 

and  weil 


in  ,  iteti 


80  ist  scUieoilicb 
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Dieser  Ausdruck  soll  nach  «,  «'mit  Vernachlässigung  der  mit 
Iog(<— <0  multiplicirten  zweiter  Ordnung  entwickelt  werden.    Weil 

^  =  (l+i*»)log^+J*« 
mit  VemachUssigung  von  ib^logib,  ...; 

also 

"  *'"«  =167'  X  l*  +  *Fö)  ~  *  (^Ö  +  •  •• 

Femer  ist 

nnd  weil  in  unserem  Falle  x  ^  K  ist,  so  setze  man 

sin^  B»  Sx 
also 

cir  = 


Vi— *«BinV 
folglich 

Fttr  ein  kleines  h^  ist  auch 
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and 

folglich 

also 

Ferner  ist  auch 


E  4 


(1— A:«8inV)*  «  ri-|*(l— C082qp)y'* 


—  1 — ^  +  j-cos2<jp—  gg  (1—  2cos29+cos*29)+... 

^     Ä?«      ifc«      ^       ik*/      ^     „    ,  cos4<p+l\  , 
--1— 4 +T^^*^''  -32  V-2coB2qpH f^J-h- 

=  1-  -+-  cos2<p-  -ßj-  + j^  co62(p gj— +. 

nnd  ebenso  (l—khin^q>)-t 

-  1+-J-  -  -;^  C082g)+gj  Ä:*  -  jgÄ;*C082g) 

3 
+  ßJ**C0849+..., 

(l-Ä:»BinV)-*  -f  -  1  -  iifc«  -  iÄ«cos29  -  I^Ä*  —  j^Ä*C0B29 

3 
+  ^ÄJ*C084g>+... 

und 

(1  —  Ä?*8inV)*  —  (1  —  Ä^sin^)-*.  -g.  =  iÄ?*C082<p 

+  j^  Ä?*(2cos2g>  -  cob49)+ . . . 
also 

2«=   /  (s**cos  2g>+ jgÄ*(2co829  — cos49)dg) 

0 


=  sin  g>  cos  g>  ^"2  +  j^  fc*(l  +  2  sin  Vy  +  ... 
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die  Entwicklung  der  Z  Function  hat  also   für  unsern  Fall  folgende 
Form: 

Zu  -  ^  SaCa-\-  ^(5aCa+2S»«C«)  +  ... 

"2'=^'- A +---i^r*«^ 

wenn  

y_t" 

also 

daher  ist 
Es  sei 


7CU 

man  soll  ^  berechnen. 


a—  K—ß 


Sa 


9?       VA+tf'       V^+t"/     /"\-V8 

=  sinö(l-49 


Wenn 

amor  »  ^ 
also 

8in<)^«  sinö^l  — 2^j 

so  folgt  hieraus 


Nun  ist 


^  =  ö~itgö^ 


=  /  (l4-n'^8iöV)<^9>  *=•  9>+  iik^sinycosg) 


Digitized  by 


Google 


264  Bigltr:  PofnÜal  einer  eUtptiMehen   Wahe. 

also 

7CCC 

2^—  (1— i**)(9iH-J**(9'— ainyoosv))  —  g>— Ji'ainvcosg. 

t'        t  —t' 

—  ö  —  itgö.  ^— i-;3^8intfcofl6 

-  e-itg.^-t.';^tgÖcoa»Ö 

and  endlich 

also 

.x2«+-2^^-.ö-itgd(-^iog-^3:^  +  -:&) 

Ferner  ist 

Ca  Da        M{A-i')   V^g)  ^  V^g 

s«  "J  y_t"^-,-y(^4.«f     y_»"  ^ 

V*^2  4      8-«*     ^  A) 


Weü 


('+''^){'-»(^+^))-'-t(*;+^'-^') 


so  ist 


^-^--  -iiogiz:irtg«(i-i(^:::^,+2— jj 
-itgö.yj 

folglich 

Fflr  den  Fall  einer  Ereisscheibe  ist 
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also 


/ —    /•     y     du 
Y^-2VaB^  ^^. 

Um  aach  hier  den  nnendlich  werdenden  Teil  abzutrennen,  ersetze 
dnrcn  „  ,  ,  —  ,.,,..,„, — ;     Da 


B-+rt  """'"iJ-l-«       (iH-<)(if-H») 


80  ist 


r  =  ^abJ'y 


'  B-\-r   ^  B-^t    y  J   Ä-fu     R 


Weü 


F=/+J7 


so  ist 


y    _,  -^—B—t"     Vcö+O 


4Vil       i-B—£   VjB-ft' 

Vc:?:^)  V-«"-'  V547* 


r       —16*"/  t+<'\     .<+n 

X[4l0g-^7r(l-i£7)-i5r,j 
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V(Ä-B)   v-r 

Um  //.  zu  berechnen  machen  wir  folgende  Substitation 
also 

WO  also  v  von  0  bis  L  w&chst.    Es  ist  nun 

tt— <       du  t'-t'    1 S^  ^dv 

B+u'  B^  B+t'yjI^'        t-t'        '  i 

^^B+i^ 

Man  setze  daher 

^  ^^  —  B+t 
and  kann  dann 

VB+t  Vß+t  VB+t 

annehmen,  so  dass  b  «wischen  K  and  K-^L  liegt  and  dass 

B+t    yt_/"     ^B+t 
Weil  _ 

2^^^  2VA        --— ,«     Vff-H' 

so  hat  man 

_  L  


11=^-^ 


■j 


0 

/SV;  rfo 

L 
0 
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Wenn 

b  —  JT+y 

80  ist  b'  nördlich  lateral  and  liegt  zwischen  0  and  L.    Weil 

y  —  Ä  —  JT 
80  Bind 

8b'=.^S(K^b) g,    Cb*'^C(K^b)^l^ 

Db'^D(K^b)^± 
Da  nan  

80  Bind 

Vä+<'  yij+<'         y(<-«")  Vff+<' 

Ads 

folgt,  dass 

^  -  ZA'-»    (<-<')>/(-/>-<") 
Daher  ist  V(*-O(5+0(B+O 

n 7^^,  r  i  (Zb'-i(t~t',VF^-^\.   ini'  I 

y (^ -  -B)  L    V  ^jiizrnE'-fiHBW)  ^    ^z  J 

AnDahernde  Berechnnng  von  II.     Wenn  amb'  =  tj,   ao  ist  b' 
gleich 

0  0 

=  »(Z— JÄ?«(finxcofx-x)). 

Femer  ist 

8b^  =  i\in% 
also 

Man  setze  daher 
folglich 

ireh.  Jer  Matk.  n.  Pbys.    2.  Beihe,  Teil  YI.  17 
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»«-108 VW 

Nnn  folgt  ans  obiger  Formel 

X-ft— ij 


also 
also 

oder 

folglich 

oder 

Weil 
so  ist 


pnx  -  fin(i*— ij)  -  jinft— ijcof  (t 

t  c-  1*' 


♦       1  *' 


1  *\ 
Z  —  »*— i  B^— 7=— 


2^-1-f*« 


'  Ä-y-t" 

y(«-«")(iJ+0(-B+o°'         -BV-t" 

Also 

°  -  y:i=-^l'* " '  Y^"  V"^  ^*  1=?^  +  -f;  ; 

EndUch 
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'-yi=Ä  L-*737^  '"«TIF-  (i  -ii^'j 
.— 2yiB/f.f 

Wollte  man  dasselbe  Argument  v,  das  durch 

definirt  war,  behalten,  so  bek&me  man  wegen  des  Nenners  u  bei  der 

t —  t* 
n  Function  h^^  (Parameter)  «  — —  >  1  und  der  Parameter  läge 

zwischen  L  und  iT+Z.  Man  kann  aber  einen  reellen  Parameter 
bekommen,  wenn  man  L—-  (früheres  Argument)  als  Argument  wählt 
und  auch  mit  v  bezeichnet    Dann  ist 


also 


^-^,  y^='^.  y.-=f-<y(^ 


du  ^ 2__  rfr 

^ ""  y(T=^  » 

also 

ü 

aytt't"  r    ^dv 

0 

wenn  z  pos.  und 

Ffir  ein  neg.  s  hätte  man  den   entgegengesetzten  Ausdruck  erhalten. 
Man  kann 


y(/-i')     ^^  "  y^T"         ""  ^ii^^) 

17* 
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0  <c<jr 
annehmen.    Dann  ist 

also 

Wenn  t  and  <^  folglich  aach  k*,  als  sehr  klein  erster  Ordnang  gelten 

und  man  die  zweite  Ordnang,  multipl.  mit  log         ,       vemachlfts- 

sigt),  so  kann  man  c  durch  einen  Winkel  ersetzen ;  and  damit  dieser 
in  der  Ebene  der  Scheibe  aasserhalb  der  Ellipse  verschwinde,  muss 
er  zugleich  mit  ^,  also  mit  Cc  verschwinden.    Man  setze  daher 

n 

amc— g-— Jt 

damit 

Vt 


cosl  — 


y«-«' 


Vo-0 

werde.    Dann  ist 

Ze  -  ii«8inAco8i  =  ll^'l' 
Da  nan 


-f^+KS^-i) 


ist,  so  ergibt  sich 


Z--4A+ ^^3pr^^log-^3p-~lJ 


Das  dorch  den  Bezugspunkt  gehende  zwdschalige  Hyperboloid  (O 
schneide  den  Rand  der  Scheibe  im  Punkte  (JT,  F,  0).  Den  Abstand 
i  beider  Punkte  kann  man  wegen  seiner  Kürze  (insofern  das  kleine 
Stflck  des  rechtwinklig  schneidenden  Hyperboloides  als  eben  gilt) 
als  kürzesten  Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Scheibenrande  an- 
sehen.   Fflr  diesen  Abstand  $  haben  wur  aber  früher  den  Ausdruck 
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«  —• 


erhalten. 


*X 


—W      8.(— O» 


ist  endlich.    Man  kann  daher  den  UnstetigkeitsIogarithmaB 

-16«" 


log 


«-«• 


durch  log-  ersetzen,  wenn  man  daneben  endliche  Werte  vemach- 

Iftssigt,  wie  bald  in  den  Unendlichkeitstennen  von  Z,  Y  geschehen 
wlL    Setct  man  nnn  fltr  den  nächsten  Augenblick 

r»-(.-X)»+(y— y)» 
wo 

yip=:5)        ■  ^  V^  2A  )  --^^  2A  yü-Tä) 


" yB(4-B)  "^V^iB) 


also 


and 
folglich 


'-^=iylF%3^->^^^=^^^ 

/       T« J_r       v^«  -  «+«')*(-«") 

«4-£  y=? 


Man  kann  sich  r  als  Frojection  der  kleinen  Strecke  «  anf  die 
Ebene  der  Ellipse  denken.  Weil  «  im  Banme  normal  sor  Ellipse 
ist,  so  ist  es  auch  r  in  deren  Ebene.  Wenn  t'  —  0,  so  liegt  der 
Pnnkt  («,  y,  •)  in  der  Ebene  der  Ellipse  aoaserhalb  der  Cnrre,  und 
r  ist  dann  pos.  Die  Proj.  des  Pnnktes  liegt  also  ausserhalb,  wenn 
t-}-f  pos.,  innerhalb,  wenn  t+^>  folglich  auch  r,  neg.  ist.  r  nnd  » 
nnd  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  «  dessen  Hypotenuse. 
Der  Cosinas  de«  Winkels,  den  «  mit  r  bildet,  ist 
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Weil  aber 


r      t+l 


sinA  «» 


80  ist 


Vit  -  <') 
J^-  cosU-  8inU  -  C0S2A 


die  Strecke  «  bildet  also  mit  der  nach  anssen  gericbteten   (in  deren 
Ebene  befindlichen)  Normale  der  Ellipse  den  Winkd  2A;  man  hat 

reB>tcos2A,    «B-#sin2A 

In  tiefster  N&hemng  ist 

Z  =  —  4il  (wenn  man  das  weglässt,  was  im  Rande  verschwindet. 

Wenn  nnn  der  Winkel  2k  von  — »  bis  zu  + «  wächst,  so  dass 
die  Strecke  «  um  den  Punkt  des  Randes,  von  dem  sie  ausgeht,  eine 
ganze  pos.  Drehung  ausführt,  so  nimmt  die  Kraftcomp.  Z  ununter- 
brochen von  2n  bis  auf  ^2n  ab. 

Bedeutet  (i  den  Winkel,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der 
X  Axe  bildet,  so  ist 

ac— -X  -=»  rCOSf»,    y— F—  rsinfi 
folglich 

Vbu+T) 

COSli=     ,  — L= 

'''''* "  y(^-B)(-o 

Die  unendlich  werdenden  Anfangsterme  der  Ausdrücke  für  die  zwei 
ersten  Abgeleiteten  (Kraftcomp.)  waren  aber 

y 2^/B(Ä+Y)    ,      -16«" 

y(^_^)(^ry-iog73r 

und  für  diese  kann  man  also  auch 
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X^  — 2co8ftlog-,     r-=  —  sinfilog  - 


setzen. 


Ans  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  ist  bekannt,  dass 
die  Kraftcomponente  eine  Fläche,  welche  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegt  ist,  in  der  Richtung  der  Normale  sich  beim  Durch- 
gänge durch  dieselbe  sprungweise  ändert  und  zwar  um  4»p,  wenn 
Q  die  Dichtigkeit  im  Durchgangspunkte  bezeichnet,  und  die  Fläche 
in  neg.  Richtung  passirt  wird.  Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  mittelst 
des  Gaussischen  Lehrsatzes  bewiesen;  allein  er  kann  auch  durch 
eine  einfache  Integration  gefunden  werden.  Zu  diesem  Zwecke  grenze 
ich  auf  der  Fläche  ein  kleines,  kreisförmiges  Element  ab  und  er- 
richte im  Mittelpunkte  derselben  eine  Normale,  deren  pos.  Seite 
nach  aussen  gerichtet  sein  soll.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  was  ans 
der  Kraftcomp.  in  der  Richtung  dieser  Normale  für  den  Durch- 
gangsp.  wird,  wenn  die  Fläche  in  pos.  oder  neg.  Sinne  von  dem  Be- 
zugspunkte passirt  wird.  Liegt  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Seite 
der  Normale,    so  sei  die  Kraftcomp.  der  Fläche  in   der  Richtg.  der 

Normale  mit  Nj  liegt  er  aber  auf  der  neg.  Seite ,  so    sei  sie  mit 

N  bezeichnet.  Wird  nun  die  Normale  von  dem  Bezugspunkte  in 
pos.  Sinne  durchlaufen,  so  erhält  man  für  den  Durchgangsp. 

wo  ilo  ^^^  Kraftcomp.  des  ausserhalb  der  kleinen  Kreisscheibe  lie- 
genden Teiles  der  Fläche  ist,  während  sich  a  nur  auf  die  abgegrenzte 
Kreisscheibe  bezieht.  Wird  hingegen  die  Fläche  in  neg.  Sinne  pas- 
sirt, so  erhält  man  fflr  den  Durchgangsp. 

^  =  i*0  +  «l 

wo  sich  a^  nur  auf  das  kleine  abgegrenzte  Flächenstück  bezieht 
Der  Unterschied  ist  also 

+      - 

und  man  hat  nun  noch  die  a  zu  berechnen.  Der  Mittelpunkt  des 
abgegrenzten,  kreisförmigen  Flächenelementes  werde  als  Ursprung 
eines  neuen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  z  Axe  mit  der 
pos.  Normale  zusammenfällt.  Der  Bezugsp.  hat  dann  die  Goordi- 
naten  (0,  0,  «).  a  sei  der  Radius  der  Scheibe,  r  die  Entfernung  des 
Bezugspunktes  von  einem  Punkte  derselben  und  h  Radius  eines  auf 
dem  Flächenelemente  liegenden  Kreises,  wo  0  <^  A  <^  a.  Das  Flä- 
chenelemeAt  der  Kreisscheibe  ist  demnach  2nhdh^  imd  weil  fOr  die- 
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selbe  Q  als  constant  angesehen  werden  kann,   so  ist  das  Potential 
derselben 

Phdh 
Pot. -=2«p 


Phdh 


Nun  ist 

also 

rdr'-'hdh 

folglich  ist  für  ein  pos.  z 

Pot  =  2«p     /  dr=:  2»^ya«+»«— ») 

M 

nnd  für  ein  neg.  « 

Pot  =  2nQ(Va*+^+»)    also  für    «  —  0 

Pot.  ^2nQa 

Das  Potential  einer  stetig  gekrümmten,  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegten  Fl&che  hat  also  keine  Unsteügkeitspnnkte.  Ans 
obigen  Formeln  für  das  Potential  folgt 

aPot.        c       [     *  .V       8Pot       ^  .    /      M         ,     \ 

nnd  also  für  den  Ursprung 

8  Pot.  ^         3  Pot. 

Es  ist  demnach 

a  =  —  27rp    und    a,  »  %i^ 
folglich 

iV  =  i4o-2Trp,       i^-ilo  +  2«p 
also 

+     - 

Auf  diesen  Satz  nan  soll  die  Kraftcomp.  Z  der  elliptischen 
Scheibe  geprüft  werden.    Wir  hatten 

y      —  t/Tä  /*-  —  ^    ^^®^  ®^°®  rückläufige  Schlinge  aus  dem 
—       y^'^J   u      R  Ostp.  allein  um  den  Pol  *)• 

Durch  Einschalten  des  Horizontes  in  die  Schlinge  erhält  man  nun 
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7     —  -t/Jr  C-     —    ^^®^    ®^°    kleiner    rückläufiger    Kreis 
*^      J  u  '   R  allein  um  den  Pol  0) 

I    •  -i/T5  P    g      du  (Weg  eine  Cunre  um  die  Pole 

and  nach  Cauchy  erh&lt  man  demnaeh  für  ein  pos.  z 

z=-  ^+i'^^fj~)  .  %  (Weg  wie  oben) 

nnd  für  ein  neg.  s 

-  , P  %        du 

Z^2ii  -  iyAB  /  —  .  ^.  (Weg  wie  vorhin) 

Da  nun  die  Integrale  auch  für  s  -«  0  einen  endlichen  Wert  be- 
halten, so  verschwinden  für  diesen  Fall  die  zweiten  Tenne,  und  man 
bekommt  für  einen  Punkt  der  Scheibe 

Z«— 2«,    J— +2» 
also 

+     - 

Z— Z— — 4» 

was  der  Dichtigkeit  1  entspricht. 


§.  14.    Berechnung  des  Differentialparameters 
zweiter  Ordnung. 

Um  den  Differentialparameter  zu  berechnen,  gehe  ich  von  den 
Integralansdrücken  der  ersten  Abgeleiteten  aus  und  benutze  als  Inte- 
grationsweg die  Schlinge,  welche  aus  dem  Ostpunkte  allein  um  den 
Pol  *  geworfen  ist  Weil  für  alle  Punkte  der  Randellipse  die  Comp. 
X  und  T  unendlich  werden  und  die  ganze  elliptische  Scheibe  für  die 
Comp.  Z  eine  Unstetigkeitsfläche  ist,  so  müssen  wir  alle  diese  Punkte 
von  der  nachfolgenden  Betrachtung  ausschliessen.    Weil 


.1 

1 

X 

y 

01     "■  TF»  •  tt 

80  ist 
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g^  =  -  vabJ  (^y .  jj^,-  vabJ  -g^ .  j^ 

SZ  ,,— .    p/z\*     du  ._     /  1        du 

(Weg  wie  früher) 
folglich 

Nnn  ist 
also 

AnfaDgsw. 
oder 

a«p    8«P    a«p 


§.  15.    Das  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  Yon 

der  Dichtigkeit  1  ist  eine  homogene  Function  I.Grades 

der  Grössen  V-4,  V5,  x^  y,  «. 

Wenn  in  der  Formel 

CO 

P^2yÄB   l'^rdu 


:V2Bfl 


die  Elemente  VÄ,  VJ3,  j?,  y,  a  resp.  durch  aV^^',  a-/ ß',  oa;',  «/,  ««' 
ersetzt  werden,  dann  gebt  dieselbe  in 


• 
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Ober  und  somit  ist  P  eine  homogene  Function  1.  Grades  V^,  VB, 
0,  y,  «.    Also  ist 

. .  3p  .   ,„  ap   ,     ap  ,    ap  .     8p 

Diese  Formel  erh&lt  man  auch  auf  folgende  Weise: 

Das  Potential  einer  ellipt.  Scheibe,  begrenzt  von  der  Ellipse 

Ist  nach  Froherem 


/OD 


wenn 

w  «  — ,  1 z. ? L 

U^^  -  (iäo»+u)(Ba«+tt)tt 
Ersetzt  man  nun  u  und  <  durch  aht  und  a^  und  setzt 

jTj-    »    nr  -  «s  a-  — 

dann  erhfllt  man 


«•^^'"^•-«'-jR-i+i-ü 


oo_ 


somit  ist 


OD 

I 


folglich 

8P 
'8VB 

was  zu  erwarten  war.    Nun  ist 


/OD  Ol 

demnach 
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y.    PoteMtiftl  eimer  elUptlMlicn  Schelf  tob  der  IMektigkeit  1^ 
deroM  Paikte  iitm  Glelehsagtu 

genttgen,  abgeleitet   mittelst  des  diseeMtlaiilrlleliea  Faetors  toi 

IHrleUet. 

Die  Coordinaten  des  Bezogsponktes  seien  a,  6,  o;  diejenigen  eines 
Punktes  der  elliptischen  Scheibe  x  nnd  y.  Wird  die  Entfernung 
dieser  beiden  Pankte  mit  r  bezeichnet,  so  ist  eine  erste  Form  d^ 
Potentials 


Pot 


-//^ 


wo  sich  die  Integration  aber  alle  Punkte  der  Scheibe  aasdehnt  Be- 
deutet nun  N  eine  pos.  sehr  grosse  Zahl,  so  ist 

M 
0 

Ich  betrachte  nun  das  Integral  /  -^ — di.     Der  Weg    derBelben 

sei  eine  aus  dem  Westpunkte  um  den  Pol  0  geworfene,  rechtl&ufige 
Schlinge.  Sind  die  reellen  Comp,  von  a  nnd  b  pos.  und  ist  e  eis 
ächter  pos.  Bruch,  so  Iftsst  sich  der  Weg  auf  die  Bealit&tslinie 
zwischen  —od  und  0  zusammenziehen  und  weil 

0  OD 

—  00  00 

0  0 

so  ist  (wenn  —  oo  . . .  0  eine  aus  dem  Westpankte  um  den  Pol  0  ge- 
worfene Schlinge  als  Weg  bezeichnet) 


-00...0  0 

.00 


=  -2.«-^    /  —^^ di 
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^  '~r(c)r(l-c)J  -fifi        * 

Weü 

— QO  »..0  — flO  .«0 

also  nach  einem  bekannten  Satze 

—00  —0 

ebenso  ist 


/• 


mid  somit 

TV  r^'-^  ^  __  afacy-g«) 

— 00*^ 


also  nach  Formel  III 

00 


/•4i^« -'•'»+.).  ^=^' 


0 

foi^ich  anch 


n  I r^^-  «ft  -  log  I 


J «ft-lOg: 


Die  imaginäre  Comp,  dieses  Log.  werde  ansgedrAckt  dnrch  die  Srösse 
der  Drehung  des  Strahles  yon  0  nach  h  bis  znm  Pnakte  a.  Ich  setze 
niui  j^  -•  — ig^iy  ^  ""  ~~^+S  9  sei  eine  pos.  reelle  Zahl.  Dann 
folgt  ans  VI  fllr  den  FaU,  dass  y  >  1  ist 


also 


somit  anch 


Aw  1)  und  2)  folgt 
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Ist  hingegen    0  <  ^  <  1,  so  folgt  aus  VI 
oq 
3)    2iJ^^iftdt^\og\=ß^+in 

and  hieraas 


4)    -2ty*?j^6-^^-log^-i^ 
somit  nach  3)  and  4) 

OD 

vm  IjT^  (•*'  +e-**)a»  - 1 

0 

00 

Das  Integral  -  1  — — (e*^-[~«~*^)<^  nennt  man  den  discontinair- 

V 
liehen  Factor  von  Dirichlet.     Ist  in  demselben  0<^<1,  so  ist 
der  Wert  1,  and  ist  1  <C^,  so  ist  derselbe  0.    Wird  nnn  in  dem 

Ansdracke  I  für  das  Potential  -  darch  das  Integral  der  Formel  II 
ersetzt  and  ist 


80  kann  man  dem  Potentiale  der  elliptischen  Scheibe  folgende  Form 
geben 

In  diesem  Ansdracke  laafen  die  Yariabeln  9  and  %  von  0  bis  -f^  1 
and  die  Integration  nach  x  and  y  erstreckt  sich  über  die  ganze  Ebene 
0  »  0.    Setzt  man 

^  i(Ai  —  «9)8  "^  -öx  — »Vp  "^  9> 
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and  versteht  VA^  VB  and  ebenso  die  reellen  Comp,  von  ^Ax—ifp^ 
Vbx — ig>  pos.,  so  ist,  weil 

^«(a.-a)»+(y-J)»+c«,       g-'j  +  J     ist, 
In  Formel  IX  Integrire  ich  zuerst  nach  x  und  dann  nach  y  and  setze 

Dnrchl&üft  nan  a?  die   Bealitätslinie  vom  Westpankte  bis  zam  Ost- 

ponkte,  so  dorchläaft  u  eine  neae  Gerade ,  welche  die  R.  L.  anter 

n 
einem  Winkel  schneidet,  der  kleiner  als  j  ist.    Der  Anfang   dieses 

Weges  werde  mit  dem  Westpankte  and  das  Ende  mit  dem  Ostpankte 

verbanden  and  weil  nan  die  Elemente  des  Integrals  /    e"^  du     in 

diesen  Punkten  des  Horizontes  sehr  klein  sind,  und  innerhalb  der 
B.  L.  und  des  Weges  von  u  keine  kritischen  Punkte  vorhanden 
sind,  so  lässt  sich  der  Weg  von  u  wieder  in  die  R.  L.  verlegen  und 
man  hat 

J  yAi—itpJ  yAi—ifpJ 

—00  =00  0 

00 


yAx  -  ifpJ 


VA 


iA%—vp 
Ebenso  ist 

+00  J-oo 


/-"*-yÄ5''*-  /•-"*- ^^^* 


-00 
+00 


-00 


somit 
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+00+00 


—00  — oo 


=  VÄBn  (  ""^  +  <-*'» 


and  demnach 


VIä  ^  -*°- 


jr  Pot  -  ^r  f'hl^if £ 


0         0 


+ 


*<p)(Bx—iq>) 


Um  eine  fernere  Int^ration  aasfahren  za  können,  setze  man 
somit 

0       0 

j «"^»y        \  d»^ 

Ich  integrire  nun  nach  q>.    Es  ist 

und  weil  die  reellen  Comp,  von  S  —  i  and  /S-f-*  POs.  sind,  so  er- 
hält man  die  Formel  Y 


0 

und 


0 

folglich 


I) 
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J    \iV(A—ü)iB—ü) 

0 

./  »•v(i<— m)(ä— »)  y» 

0 

+  VÄB  /^V^r+^-Vv=^  ^ 

</  »Y(.i+w)(i^+w)  y« 

weil  beide  Integrale  für  sich  convergiren.  Die  reellen  Comp,  der 
Quadratwurzeln  VS'\'i^  Vs—i  werden  anf  diesem  Wege  von  *  pos. 
verBtanden,  und  im  übrigen  überlasse  ich  es  dem  Leser,  ans  der 
Continiiitftt  die  Bedeutung  derselben  für  andere  Lagen  von  «  zu  be- 
orteilen. 


"-'■^/JtS 


dt 

verschwindet  im  Hori- 


zonte  wie  t^.    Man  setze  deshalb  den  geradlinigen  Integrationsweg 

im  Os^unkte  des  Horizontes  bis  zum  Nordpnnkte  fort,  um  die 
Nordh&lfte  der  lateralen  Axe  znm  neuen  Integrationswege  zu  machen. 
Hier  setze  ich  nun 

»2 

«  = «    u 

dnrchlftuit  nun  s  von  0  aus  die  Nordhhälfte  der  lateralen  Axe,  so 
u  von  0  ans  der  Osthälfte  der  Realitätslinie.  Ist  nun  t  die  Wurzel 
der  Gleichung: 


die  dem  Ellipsoid  entspricht,  das  durch  den  Punkt  (a,  &,  c)  geht,  so 
ist  f&r  das  Intervall  0  <  u  < «  die  Grösse  T  stets  grösser  als  1 
und  für  <  <  «  ist  T  kleiner  als  1,  wenn 


r. 


ii+t*^Ä+t* 


▲lek.  d.  Kafh.  m.  Phys.   8.  Beni«,  T.  VL  ^^ 
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gesetzt  wird.     Für   das   Intervall   0<»<e   hat  man  demnach: 


%n 


log(5+»)-log(r-l)~2-, 

log(Ä-0«=*log(r+i)~*| 
nnd  für  «  <  1«  ist 

log(S+0±^log(l-r)  +  f. 

log(5-0«log(l  +  r)-^ 

wo  die  Logarithmen  von  ^—1,  1  — T,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Man  findet  somit 


-*2 

OD    t        

r  Vs+i—Vs-i    ds^^  n  Vx—i-^Vr+i 


-*2 


/ 


Um  das  zweite  Integral  der  Formel  XI)  anf  ähnliche  Art  nmau- 
formen,  set^e  man  den  Integrationsweg  im  Horizonte  vom  Ostpnnkte 
his  znm  Südpnnkte  fort  nnd  verlege  den  neuen  Weg  anf  die  Sfld- 
h&lfte  der  lateralen  Axe.    Hier  setze  man 


für  0  <  tt  <  «  ist 

log<Si+0-log(r+l)+f 

in 
log(Si-»)=^log((r-l)+2- 


nnd  für  t  <  tt  hat  man 
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log(Si+0-log(^  +  l)  +  f. 

wo  die  Logarithmen  von  T-|-l,  1  —  ^,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Es  ist  somit 

n 

00    t    

VSt+i— ViSi  'i      d^_  /"Vr+i— Vi— r 


0  0 


du 


,n  n 

'2  *2 

00 


+•  / 


folglich  nach  Formel  XI) 


00 

_ .  "  t) 


Fortsetzung  folgt  spiter. 


18* 
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XIV. 


Determinanten  bei  wiederholter   Halbining    des 
ganzen  Winkels. 


Von 

J.  Hermes. 


Auf  die  hier  betrachteten  Determinanten  wird  man  bei  unter- 
SQchungen  aber  constmirbare  Ecke  geführt  nnd  können  dieselben 
auch  als  Yerallgemeinerang  der  Formel 

sin*«4"C08*o=  1 

fbr  gewisse  specielle  Winkel  anfgefasst  werden. 

Die  zu  Grunde  liegende  Figur  ist  eine  sehr  einfache,  nämlich  ein 
regelmässiges  Strahlenbüschel  (Stern)  mit  wiederholt-gerader  Strahlen- 
anzahl. 

„Bezeichnet  a  einen  Winkel,  der  durch  wiederholte  Halbirnng 

des  ganzen  Winkels  27r  entstanden  ist,  also  o  »  ö^,   femer  ua  ein 

ungerades  Vielfache  dieses  Winkels,  wo  u  die  Werte  1,  3,  5  ... 
(21^-2  ^x)  annimmt,  und  wird  nun  eine  Determinante  gebildet,  deren 
erste  Colonne  der  Reihe  nach  die  cos(ua),  deren  zweite  cos  (dua) 
etc.,  deren  letzte  cos (Xua)  für  1  =  2^-^—1  enthält,   so  stellt  der 

numerische  Wert  dieser  Determinante,  falls  v^3,    eine   Potenz 

von  zwei  dar,  verschwindet^)  aber  fdr  einen  doppelt  so  grossen 
Wert  des  Winkels." 


1)  VgU  Balzer,  DeterminaDten  fi  17,  3. 
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Die  wievielte  Potenz  von  2  wird  wol  hiebei  erhalten? 

Beginnen  wir  mit  v  -»  4. 

Die  Determinante  D^  wird  dann: 


I  cosa  C0B(3a) 

1  cos (3a)        C0S(9a) 


^  2»       » 

für    «-2^-8 


Da 

C08(9cr)  —  COsf -g-j  —  — COBO 

ist,  und  sin  a  statt  cos  (3a)  gesetzt  werden  kann,  so  wird 

X>4  —  —cos*«— sin*«  —  —  1 

also 

-D^=:l-2« 

Wir  können  aber  auch  diese  Determinante  dadurch  aasrechnen,  dass 
wir  die  erste  C^lonne  zor  letzten  legen  and 

cosaj+cosy  —  2cos( -^^j  cos  (""s^J 

anwenden.    Indem 

<50B(~)-»in(j)«iy2 

ond  zur  Abktürzung 

cos  (ma)  »  Cm 
gesetzt  wird,  ergiebt  sich 


-i>,-  -V2 
wie  vorhin. 


c,    -c. 


—  2l/2ö,cj  —  V28in  |^  —  1  =  2« 


Dass  i>4  fflr  einen  doppelt  so  grossen  Winkel  «  «t- verschwin- 
det, folgt  fOr  X>4  (wie  aach  allgemein  fOr  Dv)  daraas,  dass  dann 
an  Stelle  von 

iV2  -  cos  (J) 
der  Factor  cosf^J  —  0    tritt 

Für  V  —  5,  also 

**  "  2»  "  16 

wird /'s,  indem  Zeilen  and  Colonnen  znn&chst  omgestellt  werden 
mögen. 
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Ci  Cf     c^  Ci 

^  ++  + 

c.  ++  + 

C5  ++  + 


wobei  die  mit  +  ansgefOllten  Stellen  stets  ein  +0»  enthalten  Bellen, 
dessen  Nnmer  n  das  Prodnct  der  Numern  ist,  welche  die  in  der  be- 
treffenden Zeile  nnd  Golonne  am  Anfange  befindlichen  e  haben. 

Wird  nnn  die  erste  Zeile  zur  zweiten,  die  dritte  zor  vierten  ge- 
legt nnd  der  Factor  V2*  vorgezogen,  so  erh&lt  man: 


A-V2r 


Ci    <?7    e^     ^5 

c,    + 

^a   +   +   + 


Hier  dentet  das  minns  an,  dass  das  an  der  Stelle  befindliche  «» 
negativ  zn  nehmen  ist. 

Es  wird  sich  also  die  Determinante,  wenn  die  vierte  Zeile  zur 
ersten,  die  dritte  zor  zweiten  gelegt  obd  sodann  der  Factor  2  am 
beiden  Zeilen  herausgezogen  wird,  als  das  Prodnct  zweier  Partial- 
determinanten  darstellen: 


Z>g«2V28 


«1   «7 


+  + 


-2V2«.V2.V2  I  ^  ^ 
I  C|  — 


falls  man  mit  den  Colonnen,  wie  vorhin  mit  den  Zeilen  Verfährt. 
Nun  ist 


—  —  K<%+^)  -  — ^4*  ^  —  J 
folglich  das  Quadrat  —  +4  ^^^  ^o^^ 

2»!  V2^Hn) 


-^1 


D,- 


"2*" 


-  2« 


Verfahren  wir  analog  bei  v  —  6 ; 


2n       n 

so  serfUlt  Z>«  nach  Absondemng  des  Factors  V2*.S*  in  du  Pro- 
dnct der  beiden  Teildeterminanten: 
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«1  «l»  «1 

0» 

o,     +    + 

+ 

«'.  +  + 

+ 

«6      +     + 

+ 

+  +  +  + 
+  +  +  + 
+    +    +    + 


diese,  oach  Absonderung  des  Factors  V2'.2*  fttr  jede  in  das  Pro- 
dact  der  vier  Determinanten : 


«7      + 


wdches 


«8      «6   I 

+    +1 

+  +  I 


-  +«»'(?)  («n(f ).  8»  (^))*  8iB«(^) 

ist   Im  ganzen  wird  also: 

7,  fttr 

ff 

84 


2» 


tritt  nach  der  analog  ausgefuhrten  Zeilen-  nnd  Colonnenaddition,  in- 
dem der  Factor: 

V2«.2«.{V2*.2*}» 

gewonnen  wird,  das  Prodnct  der  vier  Teildeterminanten 


^  +  +  + 

«»  +  +  + 

«i  +  +  + 

H  +  +  + 

<«i«  +  +  H- 


+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

4-  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 


".*  +  +  + 

uA  welches  nach  einer  zweiten  in  analoger  Weise  auzoftthrendw 
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Zeilen-   und   Colonnenaddition  ^)     in   das   Product    der  8  Deter- 
minanten 


«,       — 

+     - 

c,     + 
«6      — 

• 

+     + 
+     - 

übergeht,  indem  der  Factor: 


{(^l))'.,V.jOc»(V))'.^)-Mi))*HW 

gewonnen  wird.    Da  das  Product  der  8  Detenninanten  za  je  vier 
Elementen 

{^-  «>»'  (t)  ("^'(t)  H^)  )'«>•'(?) }  * 

-  |24- 2*^*2)  =V2ni) 

beträgt,  80  erhUt  man  schliesslich: 

A  == 2»+* —  2»*  —  8» 

Bei 

V  -  8,  «  =  28" 

wird   man   nach    zwei  vollen  Zeilen-  und  Golonnenadditionen  den 
Factor: 

y 2" . 2"{V2«. 2^« .  {(^cos^^)  Y .2*|  *.  |(2cos^Y2*  | ' 

.  {(^=)-.^}*.{(*«V")'»'}* 

und  als  Kern  das  Product  der  16  Determinanten  zu  je  vier  Ele- 
menten, nämlich: 


«1        «16 

• 

«7        «9 
+     + 

• 

«»         «l» 
+      + 

• 

«%        «11 

+     + 

07       + 

• 

+      + 
+     + 

• 

+     + 
+     + 

+     + 
+     +    ' 

l)  Die  letztere  ist  bei  angerader   Ordnnn^sahl  v  nur  lar  Qillte  «ntia- 
fflhren. 
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• 

+  +1 
+  +1 

• 

+  + 

• 

+  + 
+  +• 

««  + 

• 

+  + 
+  + 

• 

+  + 
+  + 

• 

+  + 
+  + 

erhalten,  welches,  wie  sogleich  allgeinein  gezeigt  werden  kami, 


ist,  80  dass 


1_ 


^a 


21.1^-9444.44^^. 1/280  H-8-AfS-H^i) 
2"T8 


-2«*-(16)W    ist. 


Diese  Determinante,  die  also  erst  dem  regnUren  256-Eck  ent- 
sprechen (und  beim  257-£ck  in  Bezug  auf  die  Bedingnngsgleichnngen 
daselbst  in  Anwendung  kommen}  würde,  hat  schon  bei  directer  Aus- 
rechnung: 

263  130  836  933  693  530  167  218  012  160  000  000 

nicht  verschwindende  Glieder  nnd  zwar  ist  Jedes  Glied  ein  Prodact 
von  32  Diagonalen  des  Ecks  [Dorchmesser  =  1.].    Die  Summe  aller 

9-4 

Glieder  hat  aber  die  einfache  Formel:  (2*"^^)*      fOr  v  —  8,  das  ist 
(16)1«  -  18  446  744  073  709  551  616 

Die  dem  regulftren  65536-Eck  entsprechende  Determinante  wtlrde 
eine  Oüederzahl  haben,  welche  mit  28504  Stellen  zu  schreiben  wAre. 
Ihr  Wert  ist 

(2i6-4)t  ^•"^^  (2M)2"  =  (4096)^ 

Wird  f&r  immer  grössere  und  grössere  v  (bis  od)  die  Glie- 
derzahl durch  das  Product  aus  der  vierten  Wurzel  der  Elementen- 
anzahl und  dem  Quadrat  des  Determinantenwertes  dividirt,  so  ergiebt 
lieh  die  Gonstante  V^.O  —  0;  für  abnehmende  v  wird  die  Formel 

(2»-^)«      ,  welche  für  v  —  3  den  Wert 

(2-1)«"'-  (i)i  -  Vi  =  cos  (I?)  -  I  cos«  I 

hat  und  soweit  noch  stimmt,  natürlich  illusorisch;  für  v  »  2 
z.B.  wird 

A  -  (2-«)»"'  -  (i)*  -  Vi 

wie  vorhin,  dazwischen  liegt  bekanntlich  für  «  =s  -  ein  Minimum  der 
Function  «". 
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Aus  den  voratehendeii  Ansrechnangen  der  einfachsten  Fftlle 
V  -»  4  ...  bis  V  =  8  unsrer  Determinante  ist  nnn  schon  der  Gang 
des  Beweises  der  Hauptsache  nach  ersichtlich,  so  wie  auch,  dass  die 
Fälle  eines  geraden  v,  wo  eine  volle  Anzahl  Zeilen-  undColonnen- 
additionen  stattfinden  mnss,  bis  mau  anf  den  Kern  kommt,  und  eines 
ungeraden  v,  wo  die  letzte  Colonneuaddition  nur  zur  Hälfte  aus- 
führbar, zu  unterscheiden  sind. 

Die  erste  Zeilen-  uud  Golonnenaddition  giebt  als  Exponenten 
von  2  und  y2,  da  die  Determinante  (2^-^)'  Elemente  und  als  erste 
Zeile  (oder  auch  Colonne)  die  ^-^  Cosinus  mit  den  Nnmern 

1,    (2»'-2  — 1),    2»^»  — 1,    2^»+l,    2«^*— 1,    ...    etc. 

enthält,  wie  aus  der  Analogie  mit  dem  Vorgehenden  folgt: 

1.2»-*  +  2.2'-«    und    2[.1.2»-»-f 2.2»-«] 

die  zweite  Zeilen-  und  Golonnenaddition: 

4.2r-«+8.2»-7    und    2r- .2»-^  +  |.2»-«l 

die  dritte  Zeilen-  und  Golonnenaddition : 

ri6  32  1 

16.21^-8-1-32.2*^»    und    2|  j.2»-»-f-;j  .2»-i<>L  . . .  etc. 

Für  gerade  v  wird  nun  die  (2'~'^)^9  d*  ^*  ^^  \^U^  volle 
Zeilen-  und  Golonnenaddition: 

[2"-*  2'~*     "I 

2*  2*         J 

Eine  Determinante  des  Kerns,  die  ja  vier  Elemente  hat,  wird, 
wenn  p  und  q  zwei  ungerade  Zahlen  bedeuten: 


-  i  U'-82 


V  V 

Iß  V 

(P+ff)+2p<z-fV-2  2(p+fl)-c,2(p+«)-2M 


-<^3(p--q)] 
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--'•s)i;t) 

der  Kern  selbst  also  das  Product: 


n,D..in^?fyin/?^j 


Da  niin  im  Prodacte  auch 

y2l  )      \^  2ä 


<^v-^\ 


vorkommt,  wobei 


*        o  2  —2  ,      81D 

g  —  2  —  9     and 


*f?)-i-r)-i?) 


iit,  60  zieht  sich  das  Product  in 

2(2» -2)  l2«-V      V2^-V 

zasammen.  Es  wird  also  der  £xponont  von  2  um  —2*'-^  za  ver- 
ändern  sein.  Dieser  Proeess  lässt  sieb  offenbar  noch  ^--3  mal  hin- 
tereinander anwenden,  so  dass  schliesslich 

il.in(2^)-l 
bleibt,  sonach  ist  der  Exponent  nm 

.-4-Ö-3) 

-[2^*+2'-»+2»'-«  ...  2  ] 

zn  verändern.    Dies  hebt  sich  nun  gerade  mit  dem  tou  V8*  ber- 
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rührenden  Teile  fort  0*  SchliesBlicli  bleibt  dann  für  den  Exponenten 
(v  — 4).2»-*,  also  ist  der  Wert  der  Determinante  =  (2*-*)* 

Für  angerade  V  sind  die  Teildeterminanten    des  Kerns   im 

V  V —  1 

übrigen  genau  dieselben,  nur  dass  statt  5  hier     ^    ,    die    Zeichen 

4-  +  +  + 

von  den  e  nicht   I     J  ,  sondern    \    _^  nnd  die  Winkel  halb  so  gross 

zu  nehmen  sind.  Dies  letztere  hat  zur  Folge,  dass  sich  jetzt  eben- 
falls zwei  der  vier  Cosinus  fortheben  [obgleich  sie  dasselbe  Zeichen 
haben,  so  betragen  ihre  Winkel  nunmehr  zusammen  «r  nicht  2n  wie 
vorhin]. 

Ueberdies  ist  das  ganze  Product  noch  in's  Quadrat  zu  erheben. 

r  11* 

Aus  dem  Nenner  I   --; z v-i|  1  ,  um  das  Product  auf  die  H&lfte 


U.4-4 


Factoren  zusammenziehen  zu  können ,  folgt  für  den  Exponenten  von 
2  eine  Veränderung  um  —  2^-^  wie  oben,  doch  wiederholt  sich  jetzt 
der    Process    dieses   Zusammenziehens   einmal    mehr,    also    noch 

V— 1 

—Ä ^  ^^9  mithin  ist  der  Exponent  im  ganzen  um 

^  [2»-*+ 2»-»+  ...  2*-*""  ("2        Vj 

zu  vermindern.    Dies  hebt  sich  aber  auch  jetzt  mit  dem  von  y2' 

herrührenden  Teile  auf,  weil  daselbst  von  der  (—x ijten,   d.  i. 

letzten     „unvollständigen^^    Zeilen-     und    Golonnenaddition      noch 

— ^^ (i)  hinzukommt,    so    dass  wie  oben    (v— 4)2*-*    bleibt 

2*T""^ 

also  auch  hier  Dp  —  (2«'-*)*       ist,  w.  z.  b  w. 

Anmerkung  1.    Unsre  Determinanten  behalten  denselben  Wert 
wenn  überall,  wo  cos  steht,  sin  gesetzt  wird,  denn 

cos(tta)  =  8in(u'a) 
wenn 


1)  80  dafi  man  einen  einfacheren  Beweis  erwarten  möchte,  etwa  durch 
Scblnia  Ton  n  aaf  n-f-1.  indem  man  anf  Cosinus  Ton  doppelt  so  grossem 
Vnnkel  sn  koibmen  sacht;  2«r=«';  vgl.  Anm.  2. 
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ist,  and  ebenso 
weil 

A(tt+tt')«  -  (41'  ±  1)  (tt+ttO«  =  21'»  ±  ^« 

Dies  fpli  anch  fQr  D^  und  D4,  weil  bei  ersterer 
v-co8(j)=sin(j) 

und  weil  bei  letzterer  noch  eine  Umstellnng  der  Zeilen  erfordert 
wird,  80  dass  D^  «  (—1)*»  also  anch  wieder  =  —  1,  wie  vorhin 
iat   Daraus  folgt  dann  auch,  dass  für  e  —  2,718  ...,  t  «  V— 1 


-± 


sein  muss,  woraus  wieder  Schiasse  aber  die  Determinanten: 


«*•«  ... 


e8^«, 


gezogen  werden  kdnnen,    worauf  wir  hier   nicht  näher  eingehen 

wollen. 

Anmerkung  2.  Durch  das  Vorstehende  können  auch  Deter- 
minanten ^9  von  folgender  Gonstruction  berechnet  werden,  bei  wel- 
cher viererlei  in  Betracht  kommt. 

1)  Abgesehen  vom  Vorzeichen  sei  das  in  der  2A-f~lten 
Zeile  and  ik-^-lien  Golonne  befindliche  Element  von  dv^i  nämlich: 

08*4-1,  24-fi  —  dem  Froduct:  aA-fi.  jk-i-t  .cos  l  2»-3y 
{  Die  vorhergehende  Determinante  dp  sei  nämlich: 


V  9 

«11  «I« 

V 

«n  • 


ist  fbr  y  =  5  und  v  —  6 
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Btrmttt  Dtterminanlen  bti  tf itderkoller 


^,» 


-1+1 
+1+1 


^e- 


--cosd),  +8in(|),  +co8g),  -»in(f) 

+  8in(j),  +cob(|),  +8m(|),  +C08(J) 

+  C08(f),  +8in(|),  +8iil(j),  -C08(|) 

-sing),  +C08(J),  -co8(j),  -8in(|) 


=  2M^5)« 


ferner: 


i'+i 


un4 


+1  »+^  ,»  /m»\ 

a2A<|-2,  2k+2  —  ±  a2h-\-l,2k-^l  =  ±  OA+l,  ft  f  l .  COS  f  Ö^Zs  J 
a2Af2,  2kfl  —  ±Ö2A+1,  2lc+2  •—  «A+l,  ik+1.  SID  (  Ö^Ts  J 

[oder  aach  cos  mit  üü  zu  vertanschen.] 
2)  i8t 

a4Ä|l,  4*4-1  —  02*+!,  2k+l  .C08  (  ^^^j 

fall8    cos  f  öi^ij  resp.  sin  (     ^_^ — J«    der  letete   in  a^k^i,  2k^i 
befindliche  Factor  ist;  auch  möge 


r+l 


04*4^.  4»+8—  ±a2*+2,  214-2.  COS    OdOT  Siü 


.     /  TMt\ 


und 


±02*42,  2H1C08  oder  Bin|^(2'-6— m)  ^^^^J 


sein. 


3)  Ob  hierin  cos  oder  sin  zn  setzen  ist,  wird  entsdiieden,  wenn 
man    bei    d^   durchweg   den    letzten    Factor  von    dem  Element 

92^4^1,  2fc-i-i  9  der  cos  oder  sin  ist,  heraus  nimmt',  diese  Gesamtheit 
durch  die  beiden  geraden  Yerbindungslinien  der  Seiten  mitten  eines 
um   die   Determinante    beschriebenen   Quadrats    in   vier    Gruppen 

^r  to^l^  ^^^  ^^^^  die  Anordnung 
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OH  HO 
KL  LR 
KL  OH 
OH  KL    trifft. 

4)  Die  Zeichen  eBcHtcli  wenden  in  fthnlieber  Weite   fttr    ^^^\ 
aas  d'f  bestimmt,   indem   man    die  Gesamtheit   der  Vorzeichen  von 

A-9  analog  in  vier  Grqppen  j.^  teik  ond 

TH  K  T 
KA  A  K 
Ka—T^H 
FH^K^A 

bildet,  wobei    — -T  die]  entgegengesetzten  Zeichen  Ton   T  bedeuten 
soll,  so  dass  auch  ^  —  —  JT  sein  mnss. 


Hienach  würde  nun  aus  ^  folgendermassen   ^7  zu  construiren 


sem: 


Nach  4)  werden  die  Vorzeichen: 


-  +  +  - 

+  --  + 

+  +  +  + 

+  +  +  + 

+  +  +  - 

+  "  +  + 

-  +  -- 

+ 

+  +  +  - 

+  --  + 

-+-- 



-  +  +  - 

+ 

+  +  +  + 

+  -  +  + 

Nach  3)  werden  die  vier  Gruppen  Xv^^  wenn  statt  cos  und 

I   t) ,  also  die 
Verteilung  der  sin  und  cos  bei  iif?: 


1)    cos(^)  =  c'^,    «>*(^)-^'-'     ^'(S^)-^" 


etc. 
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wobei  dl«  Indke«  nach  2)  folgen,  endlich  ±Jj  taUbst  nach  1) 

+c,V-l-«iV+«i'«s"+»iV+<'.'»i'+«i\"+«iV'-K'*i" 

-1  V-l-,  V-«i  V-«4  V- 1'«^"-  «1  V-c  V-K'-h" 
H-<'iV-K'«."+«,V-»iV-f*iV-«iV-<^'c."-l-ci'«i' 

-Cj  #1  -f-Ci  C,    — «,  C,  —#,  #5   — #,  #,   —«1  Cj    — Ci  «,   Cj  <?! 

— .V'-h,V+c,V-«.V-«,'«4"-««.''."-xV+*.'*i" 
-l-iV+VV'-HiV-h»iV-h'i'*."-^'«4"+«,'ci"+«iV 

-  (^«)*  -  2*  -  16 
db^t  beginnt  mit: 


etc.,  allgemein  wird; 


±.^,+1 -(//,)« 


[Das  Vorzeichen  ergiebt  sich  nicht  ans  dem  Beweis].  Erhebt  man 
z.  B.  dj  nach  dem  bekannten  Determinantensatze  iu*8  Quadrat,  so 
erh&lt  man,  indem 

c  =  .=iy2, 

«•-cos^l),      .'-sin(|);    2c« -1;    *'+e'^2ec'; 

—  »'+  e'  -  2c.',    (.'+  «')»  -  c+ 1,    (2»'+  c-)2,-  -  2(.')«+ 1, 
(•'+  «•)*+  2»'(2.'+  C)  =  3 ;    2(#')*  +«  -  1 5    etc.  ist : 


iJ,)*- 


0 

0 

e 

— c 

0 

0 

c 

« 

— e 

— c 

0 

0 

-h» 

— • 

0 

0 

«*' 

c-H-«' 

«' 

«'+«e' 

-(«'+«') 

et' 

.'-t-cc' 

— cc" 

-«' 

c'-h»' 

-(••+«•) 

-V 

«'+c«' 

c' 

CO' 

-(»'+CC') 
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0 
0 


c'  —  (c'+C#') 


0 
0 

— 1 

0 


0 

— 1 


cc' 

1 

0 
0 
0 


0 

1 
0 
0 


Indem  man  die  erste  Colonne  mit  minus  znr  zweiten,  die  dritte 
znr  vierten  fflgt  nnd  analog  bei  den  Zeilen  verfährt,  erhält  man: 
0  0  c  0 

0  0  0        2c 

— c  0  0  0 

0  ~2c  0  0 

ca*  c'  ec'        »'+2cc' 

— (c'4-«')    c'+2«'    «'+(?(?'        s' 
0        2<?'4-2c»'        — ä'  0 

0  2c«'  «'4-2cc'         0 

— c«'  c'+c«'  0  0 

— c'       -(c'+2cir')      — (2c'4-2cä')      — 2cir') 
_cc'       -(«'+cc')  «'       _(,'4.2<.c'j 

— «'+2cc'         — «'  0  0 

0  0  10 

0  0  Ol 

—10  0  0 

0—1  0  0 

Hierin  mögen ,  am  die  c  wegzuschaffen ,  die  ersten  beiden  Colonnen, 
nachher  die  ersten  beiden  Zeilen  mit  2c  und  c,  also  mit  1  multipli- 
cirt  werden,  so  ergiebt  sich: 


0 

0 

1         0 

0 

0 

0         1 

-1 

0 

0         0 

0 

—1 

0         0 

2,'-\^ 

0 

0     «'-K 

-(.'+«') 

0 

0        2«' 

0 

.'+«' 

—2.'      0 

0 

2.'-|-c' 

«'+c'       0 

ink 

.  dn  Hatk.  «. 

Phjs.  a. 

BaU>^  Ttil  TL 

19 
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-(2.'-N') 

.'-K' 

0 

0 

0 

0 

-(•'-K) 

-(2.'-N') 

0 

0 

2.' 

-(ff+c') 

-(•'-K) 

— 2.' 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

Werden  nnn  die  70  Prodncte  je  zweier  Partialdeterminanten  von  je 
4'  Elementen  gebildet,  so  ist  das  erste  1^  das  letzte  9>  »  81 ,  34 
dieser  Prodncte  sind  =0,  vier  werden  c+l,  vier  (c-f-l)*,  acht 
c«+c+l;  vier  2(0*+l ,  vier  18(0*+9;  vier  c«-f  8(0*;  vier 
Stf-f-^y  zwei  9,  so  dass  im  ganzen: 

192+16<?«+56c+112(0*  -  200+56  -  256  -  2» 

erhalten  wird,  ^7  also  »  +2^  ist  Diese  directe  Ausrechnung  ist 
nnn  durchaus  nicht  nötig,  wenn  wir  auf  den  Zusammenhang  mit 
den  D^  hinweisen. 

Dv  war   »  J?±Z7cos(itMr),    wo  u  und  l  ungerade   Zahlen  1, 


3,  . . .  (2»-2  —  1)  und  «  =  2^  '  I^-v^D^  '^  £±ncoB  {%ua).     Dann 


wird  ein  Element  von 

(D^)«  =  2:^(-l)»cos  (Au«)  cos  («tt'a) 

worin  h  in  der  ersten  H&lfte  gerade,  in  der  zweiten  ungerade; 

tt+u'  =  2^^ 
Nun  gilt 

C08(Atta)cos(jCtt'a)  =  i[Q0s{%u+Xu')a  +  C0H(nu'-ku')a] 

Da 

cos(2n«  — ic)  •=  cos» 

und 

(%u  +  lu')a  +  {%u'i-ku)a  -  («+A)(tt+tt>  -  n2« 

wenn 

9c-f  A  =  0  mod4 
und  auch 

(xt*-Att>+(xi*'— ;u)a  =  (»  — A)(tt-ftt')«  «  2n'ff 
wenn 

jc— ;i  =  0,  mod.  4 
so  hebt  sich  entweder 
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X«^^Y^coB(«tt+ltt')«    oder    £j'^^cou(%u-lu')a 

fort,  zuweilen  auch  beide,  falls 

»q:A  =  0,  mod.  8 
denn 

cos  («1*4-^«')«  ■"  —  C0B(«tt"4-^O  « 

wenn  fbr 

tt4.tt"-.2»~«    und    i*'+tt*'-2»-«+2^« 

das  Argument 

nogeradem  Yielfachen  von  n  wird,  und  das  ist  der  Fall,  sobald 

% — k 
schon  —j—  gerade,  indem  ja  1  eine  ungerade  Zahl  bedeutete. 

Somit  werden  zwei  Viertel  der  quadratischen  Fläche,  die  die  Deter- 
minante (Dv)^  einnimmt,  das  erste  und  vierte,  mit  Nullen  erfüllt 
sein;  der  zweite  und  dritte  Flächenteil  sind  einander  gleich,  wie  es 
sein  muBS  [indem  die  durchweg  entgegengesetzten  Zeichen  bei  einem 
in  Bezug  auf  den  andern  bei  gerader  Zeilenanzahl  ohne  Einfluss 
sind],  und  wir  erhalten  somit  ±£)v  in  einer  Determinante  mit  halb 
soviel  Zeilen  und  Golonnen.  In  dieser  haben  alle  Elemente  den- 
selben Factor,  nämlich  2^<^.y2.  Wird  derselbe  herausgezogen,  als 
(2»-«y2)*'-*,  da  2*"*  Colonnen  sind,  so  bleibt,  wie  sich  unschwer 
ergibt,  J^  übrig,  also  muss  auch 

(2^2^-^ Jv  =  ±  (2^-*)2*-*  -  ±i>, 

sem,  mitbin 

±/fp^  2*^«^,    w.  z.  b.  w. 

Anmerkung  3.  Indem  «,  wie  vorhin  -  |?  i.t,  folgen  an. 
dem  Sjstem  von  2^^^  linearen  Gleichungen 

(2^2  —  1) 

£m     CumXm  ^  0 
0 
WO 

tt-  1,  3,  5  ...  (2^-1  —  1) 

fbr  sämtliche  x  die  Werte  0,  denn  die  Determinante  des  Systems 
^9  venchwindet  nicht    Es  wird  nämlich: 
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»s 

- 

«6  ^ 
«b  <?3 

« 

1 
1 

C08« 

— cosa     '^ 

—  V2 

)eterminj 

inte 

""-i 

«b 

««        <?, 

-s 

«b 

—ct         Cs 

^9 

<?o 

-Cg      — Cj 

— ^ 

Co 

c,     — c, 

-^3 

ff 

a  • 

"8 

Ar 


Wird  die  erste  Zeile  zur  letzten,  die  zweite  zur  vorletzten   gelegt 
and  der  Factor  2^  hervorgezogen,  so  ergiebt  sich 


^4-2« 


cb  — cj  I 


Cj       Cj 


In  diesem  Prodncte  ist  aber  die  erste  Determinante  « 
für  den  doppelt  so  grossen  Winkel,  also  fttr  j-,  mithin 

--^3«+y2 


«b    —  <^ 
Co  «1 


die  zweite  ist 
also 


«Z>,  =  -1 


Analog  wird: 


^4-2«(-^3)Z)4--2V2 


D^V2 


etc.,  endlich: 


„—(21'-^)« 
Hiebei  ist  die  Formel: 


V2  —  —  Z>r+i  V2 


p-8 


-S(v— 2)2»^  —  (v— 3)2»-2^1 
s 


benutzt    Die  Gleichungen 
für 


f»  «0,  1  2,  ...  (2*'-2-i) 
können  aber  hierin  als  die  bekannten  Bedingnngsgleichungen 


^ 
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(22i»-l_-l)  ^-i 

xq  —  £x(ek)^-'p  «0    und    ar*  —  2iejk«xf  A  —  0 

0  0 

ftlr  Ä=  1,  2,  ...  2«'-2— 1 


wo  p  eine  Primzahl  von  der  Form  2^^-)-l  ist.  anfgefasst  werden, 
welche  Gleichungen  sich  stets  durch  ganze  Zahlen  e  identisch  erfüllen 
lassen. 

Die  Ermittlung  dieser  Zahleu  ist  Arch.  der  Math.  u.  Phys.    3. 
Reihe,  IV.  pag.  217.  gezeigt 
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XV. 


Mittelwerte,  die  Krümmimg  ebener  Curven  und 
krummer  Flächen   betreffend. 


Von 

Emanuel  Czuber. 


I.  Ebene  OurTen.  Mittlerer  Erümmangsradins  und 
mittlere  Erümmnng  eines  Bogens.  Die  Länge  des  einförmig 
gekrümmten  Bogens  AMB  werde  mit  sq  bezeichnet;  der  Erümmnngs- 
halbmesser  im  Punkte  M  heisse  ^,  die  Krümmung  daselbst  sc,  ferner 
sei  Bogen  AM  —  «,  das  anstossende  Bogenelement  cb  und  der  ent- 
sprechende Contingenzwinkel  dv. 

Für  den  mittleren  Krümmungsradius  ^m  des  betrachteten 
Bogens  ergibt  sich  der  Ausdruck 


^"•=ro/^^"/i^ 


(1) 


wobei  die  Integration  über  AMB  auszudehnen  ist.  Das  hier  auf- 
tretende Integral  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung;  denn  das 
Product  Qds  drückt  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  aus,  welches 
von  dem  Bogenelement  ds  und  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten 
begrenzt  wird,  das  Integral  somit  den  doppelten  Inhalt  jener  Flftche, 
welche  von  dem  Bogen  AMBj  den  Normalen  seiner  Endpunkte  A^  B 
und  dem  zugehörigen  Bogen  der  Evolute  umschlossen  wird.  Be- 
zeichnet man  den  einfachen  Inhalt  mit  t<o,  so  ist 

e--^ m 
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Die  BestimmiiDg  der  Punkte  in  iAffi,  in  welchen  der  Krttm- 
mungshalbmesser  dem  mittleren  gleichkommt,  erfolgt  dnrch  Yerbin- 
dnng  der  Gleichnng  ^  —  ^m  mit  jener  der  Gurve. 

Die  mittlere  ErOmmnng  des  Bogens  AMB  ist  dargestellt 
durch 


»  =  -   /  xds  =—   /ö-8*— —   I  dz 


die  Integration  über  AMB  ausgedehnt.  Ihr  Resultat  ist  aber  der- 
jenige Winkel  Tq,  welchen  die  Tangente  der  Gnrve  beschreibt,  wäh- 
rend ihr  BerQhrungspunkt  den  betrachteten  Bogen  durchläuft;  mit- 
bin ist 

*^-? (4) 

Es  fUlt  also  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens  überein  mit  der- 
jenigen Grösse,  welche  als  dessen  relative  Krümmung  bezeichnet 
zu  werden  pflegt. 

Für  eine  geschlossene  conyexe  Gurve  ohne  Ecken  wird 

tq  —  2« 
und  somit 

»«m«—     .   .   .   • (5) 

»0 

d.  h.  die  mittlere  Krümmung  einer  solchen  Gurve  kommt 
gleich  der  eines  Kreises,  welcher  mit  ihr  gleichen  Um- 
fang hat. 

Zur  Erläuterung  der  Formeln  wählen  vor  die  gemeine  Gykloide 
und  die  Ellipse. 

Bedeutet  AMB  einen  Ast  der  Gykloide,  so  ist  uq  der  Fläche 
eines  Bechtecks  gleich,  das.  den  Durchmesser  2a  des  rollenden  Kreises 
zur  Hohe  und  seinen  Umfang  zur  Basis  hat,  also 

ferner 

«0  •=  8a    und    Tq  =  « 

Daraus  berechnet  sich 

^M  =  »a 

gleich  dem  halben  Umfang  des  rollenden  Kreises;  und  den  beiden 
Punkten,  in  welchen 
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g  —  4asiii  2  ^^ 


ist,  kommen  die  Rollwinkel 

^1— 2  aresin j  nnd  ip^ 

zu;  weiter  ist 

*^^  Sa 

und  die  beiden  Ponkte,  in  welchen 

«  —  ««• 

ist,  sind  durch  die  Bollwinkel 

2 
g>i— 2arcsin- 

und 
charakterisirt. 

Ist  ABM  der  Quadrant  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  o,  d,  so 

3^  (£|S    (1)1 

hat  der  Quadrant  der  Evolute  den  Inhalt  ^  — ^ ,  mithin  ist 

3«(a«— ft«)«  .   n   ^        n  3tf*+2a«5»+3&^ 
"«^  32  "~aÄ        +4'*"32  ab 

da  femer 

Sf^t^aE    und    To  =  2 
80  hat  man 

_Ä  3a*-f2a«fty-3^  _«_ 

^•^  *"  16  2HE  '     *"  ■"  2aJ5 

selbstverständlich  gelten  diese  Werte  auch  far  die  ganze  Ellipse. 

II.  Krumme  FlSehen.  1.  Schnitte  durch  eine  Tan- 
gente der  Fläche.  Es  sei  t  eine  Tangente,  n  die  Normale  einer 
gegebenen  Fläche  im  Punkte  A  derselben ;  ist  R  der  Krümmungs- 
radius, Mq  der  Krümmungsmittelpunkt  des  durch  t  und  n  gelegten 
Schnittes  oder  des  Normalschnittes  durch  t  in  ^,  so  liegen 
die  Krümmungsmittelpnnkte  M  aller  weiteren  durch  t  geführten 
Schnitte  dem  Satze  von  Meusnier  zufolge  auf  einem  Kreise  fi, 
welcher  AMq  zum  Durchmesser  hat  nnd  deijenigen  Ebene  angehört, 
welche  durch  n  senkrecht  znjt  gelegt  wird.  Trägt  man  auf  den  Linien 
AMfy,  ^3f  die  zugehörigen  Krümmungen  K^  h  nach  irgend  einem  Maass- 
stabe von  A  aus  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  N^^   N  auf  eiaer  dem 
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vorgedachten  Kreise  inTersen  Figur,  d.  i.  auf  der  Oeraden  g,  welche 
in  Nq  senkrecht  zur  Ebene  (t^  n)  errichtet  ist 

Bezeichnet  d  den  Winke],  welchen  die  Ebene  {t,  M)  mit  n 
bildet,  so  ist  der  Krammungsradias  des  zugeordneten  Schnittes 

r  =-  iZC08(9 

and  der   mittere  Krümmangshalbmesser  aller  durch   t 
gelegten  Schnitte 

n  n 

2  2 

rm  =  -  /  rdB^  —J  COSÖc^Ö— ~ (1) 

0  0 

Er  gibt  zugleich  die  mittlere  Länge  der  ans  A  gezogenen  Sehnen 
des  Kreises  ^  an. 

Die  Lage  derjenigen  unter  den  Schnitten  durch  «',  deren  Krüm- 
mungshalbmesser dem  Mittelwerte  gleich  kommt,  ergibt  sich  durch 
luflöflang  der  Gleichung 

r  ^  rm 

in  Bezug  auf  B\  man  findet 

2 
Bi  —  arccos-  ,    ög  =  —  ö^     (2) 

Die  mittlere  Krümmung  der  in  j^de  stehenden  Schnitte 
w&re  geometrich  dargestellt  durch  den  Mittelwert  der  aus  A  nach 
der  Geraden  g  gezogenen  Radienvectoren^  sie  ist  daher  unendlich 
gross. 

2.  Schnitte  durch  eine  Normale  der  Fläche.  Wie 
vorhin  sei  A  der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  n  die  zugehörige 
Normale  und  s  die  Tangentenebene,  ferner  seien  t^,  t^  die  auf  c  be- 
zogenen Spuren  der  beiden  Hauptschnitte,  R^^  R^  ihre  Krümmungs- 
radien, K^y  K^  die  Ejümmungen.  Auf  der  Spur  t  eines  beliebigen 
durch  n  gelegten  Schnittes,  dessen  Krümmungshalbmesser  und  Krüm- 
mung in  A  mit  i2,  bzhw.  mit  K  bezeichnet  werden  möge,  werde  von 
A  aus  beiderseits  eine  der  Quadratwurzel  aus  |  R  \  und  ebenso 
eine  der  Quadratwurzel  aus  |  K  \  proportionale  Strecke  abgetragen. 
Die  ersten  so  erhaltenen  Punktepaare  3f ,  M'  ordnen  sich ,  dem 
Euler'schen  Satze  zufolge,  nach  Kegelschnitten,  welche  ^,  ^ 
zu  Hauptaxen  und  die  Punkte  ü/^,  M^\  M^^  M^  zu  Scheiteln  haben ; 
demzufolge  ordnen  sich  die  zweitgenannten  Punktepaare  iV,  N'  nach 
Linien,  welche    diesen  Kegelschnitten  invers  sind  in  Bezug  auf  ^ 
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als  Pol,  d.  i.  auf  bicircnlaren  Carven  4.  Ordnung,  welche 
^,  ^  za  Symmetrieaxen,  A  zum  Doppelpunkt  and  N^  Ni\  N^^  A,' 
za  cyklischen  Punkten  haben. 

Im  übrigen  unterscheiden  wir  folgende  Fälle. 

a)  In  einem  Punkte  mit  gleichgerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmungsradien ist  die  den  Verlauf  von  yR  darstellende  Curve 
(Af)  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  V-ßj,  VifZ^,  die  den  Verlauf  von 
•^K  darstellende  Linie  (iV)  eine  Curve  mit  isolirtem  Doppelpunkt 
in  A]  die  imaginären  Tangenten  in  diesem,  zusammenfallend  mit  den 
Asymptoten  der  ersterwähnten  Ellipse,  bilden  die  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte,  welcher  als  elliptischer 
Punkt  bezeichnet  wird. 

Heisst  a  der  Winkel,  welchen  i  mit  t^  bildet,  so  ist 
1        cos*a  .    sin^g 

und  der  mittlere  Krümmungsradius  der  Normalschnitte 
in  ^  kommt  gleich 


2  2 


^  "  V   ^"^^  "  ~^J  ^^^8^HF^^5E^  -  VäiÄj 


(3) 


Man  kann  ihn  zufolge  des  zwischen  R  und  der  Ellipse  (M)  be- 
stehenden Zusammenhanges  als  mittleres  Halbmesserquadrat  der 
letzteren  ableiten;  als  solches  stellt  er  sich  in  Form  eines  Bruches 
dar,  dessen  Zähler  die  Fläche  jener  Ellipse,  d.  i  n^ R^R^^nnäi dessen 
Nenner  n  ist,  man  findet  also  wie  oben  das  geometrische 
Mittel  der  Hauptkrümmungsradien. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung 

R^R^ 

in  Bezug  auf  o  ergibt  sich  die  Lage  jener  beiden  Normalschnitte, 
deren  Krümmungshalbmesser  dem  Mittelwerte  gleichkommt;  man  findet 

4 

«1  -  arctg  y^,    ««  =  —«, (4) 

Die  mittlere  Krümmung  der  betrachteten  Schnitte  kann  auf 
Grund  einer  ähnlichen  Bemerkung,  wie  sie  oben  zur  Dantellung 
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Ton  Rm  angewendet  worden,  als  Quotient  des  Flächeninhaltes  der 
Cnrve  (N)  durch  die  Zahl  »  gefunden  werden.    Sie  ist 


JK;»  =  |  AÄico8«a+jr,8in»«)d«-.  ^ii-^.  .   .  (5) 


oder  dem  arithmetischen  Mittel  der  heiden  Hauptkrttm- 
mungen  gleich.  Es  ist  dies  eine  natürliche  Folge  des  be- 
kannten Satzes,  dass  die  mittlere  Krümiftung  je  zweier  zu  einander 
rechtwinkligen  Schnitte  durch  n  dem  obigen  Werte  gleichkommt  ^). 

Aus  der  Gleichung 

ergeben  sich  die  Azimute  der  beiden  Schnitte,  welche  die  mittlere 
Krümmung  haben,  n.  zw. 

«1  —  4  ,    «Ä  —  —«1 W 

die  genannten  Normalschnitte  halbiren  also  die  Winkel  der  beiden 
Hauptschnitte. 

b)  In  einem  Punkte  mit  ungleich  gerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmungsradien  setzt  sich  die  Curve  (Af),  welche  den  Verlauf  von 
V  {  ^  I  Tersinnlicht,  aus  zwei  Hyperbeln  zusammen,  deren  Axen  mit 
einander  vertauscht  sind,  und  die  den  Verlauf  von  y(/r)darstellende 
Gurve  (N)  aus  zwei  lemniskaten-ähnlichen  Linien ,  deren  jede  in  A 
einen  Doppelpunkt  hat;  ihre  gemeinsamen  Tangenten  in  diesem 
Punkte,  gleichzeitig  gemeinschaftliche  Asymptoten  jener  Hyperbeln, 
bilden  die  Wendetangenten  der  Fläche  im  Punkte  A^  welcher  nun 
als  hyperbolischer  Punkt  bezeichnet  wird. 

Setzt  man  die  dem  Zeiger  1  entsprechende  Hauptkrttmmung  als 
die  positive  fest,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen 

L       cos'g      sin'g 
R^~Ri  rT 


1}  Bezüglich  der  in  den  Gleichungen  3)  und  5)  niedergelegten 
Sätze  vgl.  die  Abhandlungen  Grunert's  in  dessen  Archiv,  Bd.  40. 
pag.  2i9  flg.,  Bd.  41,  pag.  241  flg.,  und  die  Bemerkung  Beltra- 
mi'B,  ibid.,  Bd.  42,  pag.  116. 
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Das  arithmetische  Mittel  der    algebraisehen  Werte  tou  R  ist 
null,  das  der  absoluten  Werte  ist  anendlich  gross-,  denn  das  erstere 

wird  durch  die  mit  -   multiplicirte  Differenz,  das  letztere  durch  die 

mit  dem  n&mlicben  Factor  multiplicirte  Summe  jener  Flächen  aus- 
gedrückt, welche  die  oben  genannten  Hyperbeln  mit  ihren  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  begrenzen. 

DerMittelwert  der  mit  ihrem  Vorzeichen  versehenen 
Krümmungen  ist 

2 

Äm  =  |y*(Jir,co8««-Jir,8m««)d«=-"^*-f^  .  •  .  .  (7) 

0 

in  Uebereinstimmung  mit  (5);  er  stellt  zngleich  die  durch  n  geteilte, 
entsprechend  gebildete  Differenz  der  Flächen  vor,  welche  von  den 
beiden  lemniskatenartigen  Curven  (N)  eingeschlossen  werden. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  findet  man  aus  der 
Gleichung 

die  Azimute 

«1  —4,    «2  —  —«, (8) 

so  dass  sie  wie  bei  dem  elliptischen  Punkte  die  Winkel  der  Haupt- 
schnitte halbiren. 

Der  Mittelwert  der  absoluten   Krümmungen  hingegen 
ist,  wenn 


«0  ^  arctg| 
gleich 

I  iT  I  m  «-  -  I    /  (KiCOB^a-K^sm^a)da+  J  {KiSin^a—K^eos^a)d(A 
0  «0 

«^[(ür,~ir,)(arctgj/J-J)  +  Vx:zJ (9) 

es  ist  dies  zugleich  die  mit  -     multiplicirte    Summe    der   Flächen, 

TT 

welche  durch  (N)  begrenzt  werden. 
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In  einem  Punkte  mit  gleichen  und  entgegengesetzt  bezeidineten 
Haaptkrümmnngen  ±£^  wird 

X«  -  0,      I  X  I  «  -  — ^ (10) 

and  die  Curve  (N)  besteht  hier  aus  zwei  congruenten  Lemniskaten. 

c)  In  einem  Punkte,  wo  einer  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien —  -ßj  —  unendlich  gross  ist,  wird  der  Verlauf  von  y  R  durch 
zwei  zu  <s  parallele  Gerade  (M)  dargestellt,  welche  zu  beiden  Seiten 
von  A  in  der  Entfernung  Vi^^  liegen,  und  der  Verlauf  von  yx 
durch  zwei  gleiche  Kreise,  welche  in  A  die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente ^9,  zugleich  die  Vereinigung  der  beiden  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  A^  und  den  Dorchmesser  V K^  haben;  A  heisst  in 
diesem  Falle  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche. 

Mit  Beibehaltung  der  frflheren  Bezeichnungen  ist 

1^       cos^g 

Der  mittlere  Krümmungshalbmesser  Rm  ist  unendlich 
gross;  denn  er  ist  der  von  dem  Geradenpaar  (M)  eingeschlossenen 
Fläche  proportional. 

Die  mittlere  Krümmung  ist 


üTm^iy^iCOS^arfa  «  ^ 


(11) 


and  ergibt  sich  auch  als  Quotient  der  Flächensumme  der  Kreise  {N) 
durch  die  Zahl  sr;  sie  ist  in  den  Formeln  (5)  und  (7)  als  Special- 
wert für  ATj  «  0  enthalten. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung 

dieselben  Azimute  wie  in  a)  und  b),  nämlich 

«1=4»    «t «1 (12) 

3.  Schnitte  durch  einen  Punkt  der  Fläche.  Nach  dem 
Vorausgeschickten  kommt  nur  bei  einem  elliptischen  Punkte  der 
mittlere   Krümmungsradius  aller  durch  ihn  gelegten  Schnitte 
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in  Betracht;  bezeichnet  man  ihn  mit  pm,  so  findet  sich  durch  Ver- 
bindung der  Besnltate  (1)  nnd  (3)  für  ihn  der  Aasdntck 

^'»"  «  "     »    ^^^> 

4.  Mittlere  Krümmung  nnd  mittlerer  Krümmungs- 
radius einer  Fläche.  Auf  der  gegebenen  Fläche  sei  durch  eine 
ihr  aufgeschriebene  Curve  ein  Teil  begrenzt,  dessen  Grösse  wir  mit 
^0  bezeichnen.  In  einem  beliebigen  Punkte  A  dieses  Teils  seien 
7^1,  E^  die  Hauptkrümmungsradien ,  dS  das  anstossende  Flächen- 
element, di?  die  Grösse  seiner  Abbildung  auf  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins.  Bezeichnet  man  das  Krümmungsmaass  oder  kurz  die 
Krümmung  der  Fläche  in  dem  genannten  Punkte  mit  S,  so  ist 

^  ^  dS  '^RtR^' 

Wir  beschränken  uns  von  hier  ab  auf  Flächen  mit  elliptischen 
Punkten.  Die  Krümmung  einer  solchen  kann  mit  derjenigen  einer 
Kugel  verglichen  werden.  Entsprechend  dem  Begriffe  des  Krüm- 
mungskreises einer  Curve  belegen  wir  eine  Kugel,  welche  mit  der 
Fläche  im  Punkte  A  gleiche  Krümmung  hat,  mit  dem  Namen 
Krümmuogskugel,  ihren  Halbmesser  mit  dem  Namen  Krüm- 
mungshalbmesser, beides  auf  den  Punkt  A  bezogen.  Für  die 
letztgenannte  Grösse  ergibt  sich,  da  die  Krümmung  einer  Kugel 
durch  das  reciproke  Halbmesserquadrat  gemessen  wird,  der  Wert 

fü^VR^ (14) 

welcher  mit  dem  Werte  des  mittleren  Krümmungshalbmessers  Rm 
der  durch  A  gelegten  Normalschnitte  übereinstimmt. 

Die  mittlere  Krümmung  von  Sq  ist  gegeben  durch 

die  Integration  ist  über  8q  auszudehnen;  ihr  Resultat  ist  2q  oder 
die  Grösse  der  sphärischen  Abbildung  von  Sq^  so  dass 

^--f <i^) 

Hiernach  fällt  die  mittlere  Krümmung  von  So  mit  derjenigen  Grösse 
über  ein,  welche  als  relative  Krümmung  dieses  Flächenteils  be- 
zeichnet zu  werden  pflegt. 
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Diejenige  Kugel,  deren  Erümmnng  dem  eben  berechneten  Mittel- 
werte gleich  ist,  wollen  wir  Kngel  mitterer  Erttmmnng  von 
Sq  nennen;  für  ihren  Radius  ergibt  sich  der  Ausdruck 

«•.-Vf. w) 

Zu  einem  bemerkenswerten  Satze  führt  die  Anwendung  dieser  For- 
meln auf  eine  geschlossene  convexe  Fl&che  ohne  singulare  Puakte ; 
da  hier,  wenn  man  die  ganze  Fläche  in  Betracht  nimmt, 

2^  =  4« 
ist,  80  wird 

».-J.    »..-)/£ (.7, 

Dies  sagt  aus:  Die  mittlere  Krümmung  einer  geschlosse- 
nen convexen  Fläche  stimmt  mit  der  Krümmung  einer 
Kogel  Ton  gleicher  Oberfläche  überein. 

Dem  Radius  der  Kugel  mittlerer  Krümmung  stellt  sich  der 
mittlere  Krümmungsradius  oder  der  mittlere  Halbmesser  der 
Krammungskugeln  gegenüber.  Man  erhält  für  ihn  auf  Orund  von 
(14)  den  allgemeinen  Ausdruck 

%>,^^J^VR^dS (18) 

die  Integration  über  Sq  ausgedehnt. 

Als  Beispiele  hierzu  wählen  wir  die  durch  Umdrehung  einer 
Cykloide  um  ihre  Orundlinie  entstandene  Fläche  und  das  Sphäroid. 

Wird  bei  der  ersten  Fläche  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreises 
mit  a,  der  zu  einem  Punkte  A  des  Meridians  gehörige  Rollwinkel 
mit  <p  bezeichnet,  so  findet  man 

JB,  —  4a8in  |,    Ä,  —  2asin  |,    M  —  2aV2sin  |» 

dS  —  8«a»  sin»  |  dtp,     5^  =  j  ««* 
Daraus  berechnen  sich  auf  Grund  yon  (17)  und  (18)  die  Werte 
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Im  zweiten  Beispiel^)  sei  a  die  grosse  Halbaxe,  s  die  relative 
Excentricitftt  des,  Meridians ,  ß  die  Breite  eines  beliebigen  Punktes, 
d.  ist  die  Neigang  der  zugehörigen  Normale  gegen  die  Aequator- 
ebene;  dann  ist  fOr  den  gedachten  Punkt 

^  ""  (1  -a«8in«/?)«'        *""(!-  £«8in»/3)*'      ^  ^  l  -  £»sin«i?' 
daraus  berechnet  sich  mittelst  der  nämlichen  Formeln 

,—^         r       6»      17£*      67t«  1 

5«*„-Vl.9*«-«[l-6--36ö-3Ö24--} 

10  —  6»«  ,    3,     1  +  f 
l+-2V~'ogj— 
~*|^~6  "•"  360  "*"i5l20  "•"•■•]■ 


1)  S.  Dr.  F.  R.  Helm  er  t,   Die  mathem.  u.    physik.  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  Bd.  I,  pag.  63  flg. 
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XVL 

Ueber  die  Entwickelung  von  c"*"^^"*^  in  eine 

Potenzenreihe   nebst  einigen  Anwendungen 

derselben. 

Von 

LouU  Saalschutz. 


Die  erste  Anregung  zur  nachfolgenden  Beihenentwieklnng  lag 

für  mich   in  dem  Bestreben  e      ^,  wobei  y  einen  positiven  echtep 

Bruch  oder  1  bedeutet,  in  einer  nach  ganzen  Functionen  von  y  fort- 
laufenden Reihe  darzustellen,  welche  um  so  willkommener  w&re,  wenn 
sie  auch  noch  f&r  y  »  0  gültig  wäre  und  den  richtigen  Wert  null 
in  zweifelloser  Art  lieferte.  Dies  lässt  sich  in  der  Tat  erreichen, 
wenn  man  y  durch  1  —  x  ersetzt  und  dann  nach  Potenzen  von  x 
entwickelt  Dabei  steUt  sich  heraus,  dass  die  Goeffidenten  dieser 
und  einer  mit  ihr  eng  zusammenhangenden  Reihe  in  so  eigentttm- 
licher  Art  fortschreiten,  dass  die  nachfolgenden  Mitteilungen,  wie 
ich  hoffs,  nicht  ganz  interesselos  sein  dürften.  Schliesslich  wird 
noch  gezeigt,  dass  und  in  welcher  Art  die  gowoniiene  Reihe  sich 
zur  Berechnung  mancher  Integrale,  deren  obere  Grenze  unendlich 
ist,  verwenden  lässt. 

S  1. 

Unabhängige  Darstellungsweise  der  Coefficienten. 

Es  sei: 

1_ 

1-x 

iiek.  d«r  lUtlu  m.  Phjs.   2.  SeUke,  TeU  VL  20 
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Um  die  Coefficienten  &o^i^s  •••  ^^  nnabh&ngiger  Art  darzustellen, 
kann  man  den  Taylor'schen  Lehrsatz  benutzen  ^),  zuvor  die  von  ver 
schiedenen  Differentialquotienten  von  f{x)  fftr  »  =  0  aufstellen. 
Setze  ich 

1 

■1 -=  ff 

1— JB 

80  ist 

und  dann  weiter: 

rl)'»  «  — «-',     V»  «  «-',  ...  -*(»•)»  =  (  -1)"«-«; 

Daher  wird: 

ebenso: 

/(%  =      e"  (««  —  12«^  +  36« «  -  2^) 

f{^x  =  —  «-*  (a»o  —  20«»+ 120)8«  —  240«^  + 120»«) 

Diesen  letzten  Ausdruck  kann  mau  auf  die  Form  bringen: 

f(^)x  =  -6-V^>-l  .(4),(5),z»  + 1  2(4),(5)8.8-  1 .2.3(4)s(5),ff7 
+  1.2.3.4(4)4(5)4««) 

und  dass  hierin  das  allgemeine  Gesetz  ausgesprochen  ist,  wollen  wir 
durch  den  Schluss  von  n  auf  n+1  beweisen.    Es  sei  also: 

2)    (— 1)*/(*)  «=e- V-l.(«— l)i(n)i«^-i±... 
+(^l)*-i(A^l)!(^_l)t_i(^)j_i^-»+i+(_l)*.ja(^_l)j(„)4^-*^... 

+(-l)--H»  -l)!(n-l)H-i(»)H-i«"+i) 
dann  wird: 

(-1)--^-  -  e-'(  -«2»+(H-.i)^(n)j^-iip...)+e-t(2iwa"-iq:...) 
und  der  Goefficient  von  sß^-^  ergiebt  sich: 


1)  Eine  andere  Methode,  die  gleichfalls  zam  Ziele  führt,  benutzt  dio  Reihe 
für  «—*,  in  welche  dann  für  z  der  Wert  (1— «)— l  einsuführon  ist. 
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ft,-»-  -(-!)»{*!  (ii-l)»{*)*-H*-l)!  (*-l)»-i(*)»-i(2fi-H-l)l 
(-l>»(*-l)!(«-l)»_,W,-i{^^<-5=M+(2„_i4.ij 

=  -(-l)»*I(n)»(«-|-l)» 

# 

daher  erhalten  wir: 

(-l)-+yC»+l)a;  =  d-*  («*•+«  —  1 .  (n),  (n+1)^  ««»+i  ±  •  •  • 
4-  (-l)*ifc!  (n)*(n+l)4*8»+a-*  +  . . .) 

womit  der  Beweis  geführt  ist.    Bezeichnen  wir  nun  den  Wert  von 
/(»}  asfOr  OB  — 0  oder  «  —  1  mit  on,  so  ist  der  Coefificient  von  o^  in 

der  Entwickeinng  von  f(x)  :p-H folglich  giebt  derVergleich  mit  1) : 

nnd  daher  wie  2)  zeigt: 

3)  (-1)**» -1.2.3...«""  2.3. ..n  +  ~3T::;r~ ^ • " ' 

Ans  /(O),  f'O  folgt  &o  =  1,  &i  —  —  1  nnd  dann  ans  61.  3): 

,       ,1.2  ,         ^        ^      2.3  ,   1.3      -      ^        1     , 

Eine  andere  unabhängige  Darstellnngsweise  ergiebt  sich  bei  Entwicke- 
loBg  von  fix)  in  der  Form: 

f(x)  —  e-a+»+«*+.-) 
mittelst  der  combinatorischen  AnsdrOcke^: 

'  '^     *U-2...p.l.2...g...l.2...<J 

wobei  |igr...i  so;  als  positive  ganze  Zahlen  einschliesslich  der  Null 
IQ  wfthlen  sind,  dass  die  Gleichung: 

5)  l.p+2g+3r+...««  =  « 


1)  Stern,  Algebraisehe  Analyiii.    Note  VII.    F.  1).    (S.  3S8). 

SO* 
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erfüHt  wird,  woaaeb  der  Avsdntdc  in  4)  sh  büden*),  und  ftr  atte 
di(B  61.  5)  befirieilVgeiidfin  Syataope  von  pg...«  die  Snmmation  anszn- 
führen  ist 

Der  Vergleich  der  (nicht  identtichei^  Axmä^clfA  3)  nnd  4) 
liefert  eine  Beziehung  zwischen  Binomialcoeffienten.  Z.B. 
ist  fftr  n  —  5: 

1  I   (4)i(5)^      (4)>(6)>      (4),(5)s       (4)4(5), 

"~  1.2.3.4.5"^  2.3.4.6       3.4.5  "*"     4.5  5 

""1.2.3. 4.5  "^1.2.3.1^  1.2.1  "^1.1.2"*"   1.1  "^  1.1  "*""» 

1.2.3.4.5^1.2.3      1.2      1.2^1^1     ^      120 


8  2. 
Abhängige  Darstellnngsweise  der  Coefficienten. 
Im  vorigen  Paragraphen  war  die  Oleichnng  geAinden  worden: 

d.  i.: 

oder: 

(l-a:)V'x+Aar)«0. 

Differentürt  man  diese  Oleic^hong  weiter,  so  erhält  man  eine  Be- 
zidinng  zwischen  drei  aufeinander  folgenden  DifierentialquotieBte»^ 
nämlitfh: 

6)    (1  — a;)V^*+^>«+(2iw:  -  (2n—l ))/•(")«+«(!»  -  l)fi*-^)x  «  0 

und  somit  auch,  indem  miin  9^0  setzt,  zwischen  drei  aufeinander 
folgenden  Coefficienten  der  Reihe  1).  Leichter  gelangt  man  folgen- 
dermassen  zu  derselben  Formel.  DifferentMPMi  wir  Ol.  1) 
so  kommt: 

folgüeh*: 

1_ 

1— » 

e  -  __  (1  -  ^+^^^^^2b,x+^,+2^+.. .) 


1)  Dai  Symbol  01    iit  durch  1   su  erictscn. 
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Ffthren  wir  die  Mnltiplicatioii  ans  und  vergleichen  die  Coefficienten 
der  redrten  Seite  mit  Seiogenigen  in  1)-,  so  eAritet  wir  die  Olei- 
dnmgeii: 

—  35j-4-45,— Äi  —  Ä, 
-464+663-2^,  -  ft. 


oder: 

7)  (»+l)*»+i— <2n-l)&H+(n-l)*»-i  =0 

idi  itihre  jetst  die  leae  Bezeiebmig 

8)  nbn  =  ßn^     ^n  ■"  ^ßn 

ein,  dann  nimtnt  die  Gl.  7)  die  Form  an? 

ßnH-(2-^ßn+ß^l'-0 

woraus  folgt: 

10)  (Aii+i  -  /Jh)  -  (^-^»-i)+  i  /?»  =  0 

Ans  der  Gl.  9)  sind  nacli  einander  die  /I's  nnd  nfittdst  8)  ^dch- 
zeitig  die  b*B  berechnet  worden,  sowie  sie  in  den  Tafeln  am 'Schlüsse 
dieser  Arbeit  anfgefUvt  siad.  Die  GL  10)  bildet  die  Grundlage  der 
weiteren  Untersuchung. 

Moek  «ine  andere  Formel  zwischen  den  (Msaeii  h  und  fi^  die 
für  uns  von  Wichtigkeit  werden  wkd,  erhalten  wir»  wemi  wir  in  «die 
Recnrsionsformel  der  allgemeinen  Entwickelung 

11)  e«iMfl«**+a.»»+,..  «.  l  +  ^,fl;+^,«r,4.^,*»4.... 
aimKflli^ 


1)  41.  «.  •a    W.%}:B* 
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12)     JU'^l(a^A^i+2a^Än^2+...+in-'l)a^lA^+nan) 

Statt  A^A^,..  h^h^  ...  und  für  a^a^  ...  den  Wert  —1   emsetzen, 
folgendes: 


(«+1)^H.i+&»,+2&»-i+3ä«-i+  ...  +,iftj+(«+l)  -  0 

Ziehen  wir  die  erstere  Formel  von  der  zweiten  ab,  schreiben  statt 
nft»  nnd  {n+l)hm^\  bzhw.  ßn  nnd  /!^^i  nnd  am  Ende  \  statt  1,  so 
entsteht  folgende: 

nnd  dies  ist  die  erwähnte  Beziehnng.  Sie  folgt  übrigens  auch  ans 
10),  wenn  man  diese 

ßn^l  —  2ßn+ßf^\'\-hn'^0 

schreibt,  darin  nach  einander  ii  =  2,  3,  4,  ...  setzt,  addirt  und 
/'j  —  ^9  /^t  —  ^  und  —  1  —  —&o  snbstitnirt 


§S. 

Die  Grossen  ß  nnd  die  von  ihnen  n&hernngsweise 
befriedigte  Differentialgleichung. 

Werfen  wir  einen  Blick  anf  Tafel  II,  welche  der  OrOssen  ß  ent- 
hält, so  sehen  wir  sofort,  dass  dieselben  in  Gmppen  von  abwediselnd 
positiven  and  negativen  Gliedern  zerfallen.  Die  Anzahl  Glieder 
nimmt  von  Gruppe  zn  Grappe  zn,  und  zwar  beträgt  dieselbe  be- 
zflglich: 

14)  13    9    13    19    23 

In  jeder  Gruppe  nimmt  der  Absolutwert  der  Glieder  von  An&ng  zu, 
erreicht  ein  Maiimum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Diese  ^^Tima 
sind  in  den  sechs  berechneten  Gmppen: 

16)  0    1    1,56    1,94    2,26    2,55 

Sie  nehmen  also  zu.  Betrachtet  man  die  Gliedzahl  «  als  Abscisse, 
ßn  als  Ordinate,  so  macht  das  Ganze  den  Eindruck  einer  Zusammen- 
setzung von  Sinus-Curven  mit  stets  grösserer  Spannung  und  stets 
grösserer  Pfeilhöhe.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  weit  diese  Vorstel- 
lung sich  mit  der  Gl.  10)  in  Uebereinstimmung  bringen  Ifisst    Wir 
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denken  uns  n  bereits  recht  gross  geworden  und  betrachten  den  Zu- 
wachs 1  als  ein;  dann  ist: 

(/?Hil-iJ.)-.C/J.-./?.-l)=^ 

und  daher  geht  die  Ol.  10}  über  in 

Wir  wollen  im  Anschlnss  an  diese  Gleichung  nur  eine  bestimmte 
Gruppe  in's  Auge  fassen.  Wir  bezeichnen  den  Index  des  grössten 
ß  (immer  absolut  verstanden)  in  ihr  mit  l  und  setzen : 

17)  n  -  l+e 

80  dass  I  bei  wachsendem  n  aus  dem  Negativen  ins  Positive  über- 
geht,   Dadurch  wird  die  Gleichung  16): 

Nun  ist  der  Maximalwert  von  £  klein  gegen  X,  wenn  n  sehr  gross 
ist    Das  Yerhaitniss  desselben  zu  l  ist: 

7 
in  der  Gruppe -(IS;  25}  etwa  Jq 

«    w        V       (26;  44)    „     ^ 

n     yt  V        (4ö;  Dl)     ,,       gß 

Ich  entwickele  daher  r-rt  ^^^  Potenzen  von  t  und  lasse  in  der 
61.  18)  nach  einander  drei  Ann&herungen  eintreten,  ich  setze  näm- 
üch  statt  — ^ 


i+5 

„5,    „?(._|)..    a,  JH+io 

Allerdings  lässt  sich  die  Gl.  18)  oder  16)  streng  integriren,  doch 
ist  die  Form  des  Resultates,  ein  bestimmtes  Integral,  als  dessen 
Parameter  A-|-£  oder  n  auftritt,  für  unseren  Zweck  nicht  bequem, 
schon  deshalb  nicht,  weil  dieser  Parameter  immer  grösser  wird,  in- 
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dehi  wir  gefM»  unserer  Betf^Mdittliig  gtodsid  Werte  ytm  n  sn  GiMde 
legen  mttssen. 

Erste  Annäherung. 
Die  61.  18)  nimmt  in  erster  Annäherung  die  Form  an: 

19)  |i+i-0. 
Ihr  Integral  Iftsst  sich  schreiben: 

20)  ß~AC0B(^-^) 

Nun  soll  £  —  0  sein,  wenn  ß  seinen  grössten  Wert  annimmt,  folg- 
lich ist  y  —  0 

21)  ß^Acos(Jr{) 

und   A   der   Maximalwert   von   ß.     Letzteres    verschwindet   für 
I  «  q:  --  Vi.    Bezeichne  ich  nun  den  Unterschied  des  Anfangs-  und 
End-Indez  der  Gmppe^)  mit  «,  so  mnss  sein: 

22)  »  =  nVX    oder    »»  =  wU 

Benenne  ich  dieselben  Grössen  fflr  die  Gruppen,  die  der  betrachteten 
folgen,  mit  l^z^^  l^t^^  etc.,  so  mttssen  analog  22)  die  Gleichungen 
stattfinden: 

23)  \  *«*=  ^^^ 


Andererseits  ist  aber  auch: 


h  ■"  ^+2"^  2 


also  folgt  aus  22)  und  23)  durch  Subtraction 


1)  Diese  Indices,  also  auch  «,   sowie   A  sind   darch  Interpolation  m  be- 
stimhieD;  s.  sp&tet*. 
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nnd  daher: 

Die  Gliederaazahlen  der  aufeinander  folgenden  Oroppen  bilden  also 
eine  aritiunetiache  Reihe  1.  Ordnung  ndt  der  Differenz  '^. 

Wir  wollen  nun  zunächst  prüfen,  wie  weit  die  Resultate  23) 
und  28)  mit  dem  imredüieten  Teil  der  /Ts  flberdnatiltimtti.  Die 
Tafel  n  giebt 

ft,  =  0,193        ft3  = -0,303. 

Durch  einfache  Interpolation  folgt  dann: 

Diesen  Anfangsindez  einer  Gruppe  wollen  wir  f»,  den  Endindez  der- 
selben oder  Anfangsindez  der  folgenden  f^  nennen,  sodass  s=fix—fi 
wird.  Dann  ist  fOr  die  Gruppe  (13^5):  fi  =  12,39;  fi^  =  25,06. 
$*emer  ist  nach  Tat  11: 

-^3  =  1,912;    -^ft,  =  1,943;    - Ao  -  li872 

Setze  ich  f&r  diese  Stelle  der  Tafel: 

sodass  gleichzeitig 

(  «  =  0  (  a?«  1  i  «  =  2 

\ß  =  ßiB'.     \ß^ßn\      Iß'-ßto 
wird,  so  folgt  aus  den  angegebenen  Zahlen: 

a  — 1,912    ft«  0,082    c  =  — 0,061 
und: 

-^  =  5+2ß»  =  0    für    «-0,80 

Es  ist  also  der  Maximalindez  X  der  Gruppe  18,80.    In  dieser  Art 
ergiebt  sich: 
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ifi  -  12^9 
l  -  18,80 
f4  -  25,%    z  =  13,57    nVl  =  13,62 


«'■<«•■«"{  i:i«^l 


«,  -  23,44    nV^  -  23,47 


«I  -  «4=4,94   a,  -%   =  4,93,  ^-  «  4,9348 

Wir  köDDco  also  sagen,  dass  die  Gültigkeit  unserer  Be- 
trachtangen bereits  im  berechneten  Teil  der  Tafel  11 
beginne,  was  sich  anch  weiterhin  bestätigen  wird. 

Dem  Werte  21)  von  ß  gemäss  erreicht  der  Differentialquotient 

dß 

^  seine,  absolut  genommen,  grössten  Werte  am  Anfitng  and  Ende 

»5 

der  Gruppe;  dies  bestätigt  auch  die  Rechnung;  es  sind  z.B.  die  Dif- 
ferenzen 

Ai-fts  =  0,4%    und    /?«-^M-=  0,411 

grösser  als  irgend  welche  andere  im  ersten ,  bzhw.  zweiten  Teil  der 
Gruppe-,  dass  dieselben  verschiedenes  Zeichen  haben,  versteht  sich 
auch  von  selbst,  da  der  Differentialquotieut  an  der  Grenze  zweier 
Gruppen  f&r  beide  identisch  ist.  Hingegen  mfissten  die  beiden  Dif- 
ferentialquotienten am  Anfang  nnd  Ende  der  Gruppe  Gl.  21)  zufolge 
gleiche  Absolutwerte  haben;  damit  stimmt  aber  die  Rechnung  nicht 
aberein;  wol  aber  stimmt  sie  hierin  mit  der  Gl.  (16),  denn  denken 
wir  uns  zwei  ß  im  ersten  und  zweiten  Teil  der  Gruppe  die  einander 

ß         (^ß 
gleich  sind,  so  ist  fttr  das  zweite  -  also  ^    (absolut     genommen) 

kleiner  als  fttr  das  erste,  also  der  Erümmfingsradius  grösser  und 
der  Bogen  selbst  flacher,  also  der  Absolutwert  des  Differentialquo- 
tienten kleiner.  Aus  demselben  Grunde  muss  auch  das  Maximum 
von  ß  etwas  näher  dem  Anftmg  als  dem  Ende  der  Gruppe  li^en, 
was  man  aus  den  Zahlen  in  25)  in  der  Tat  erkennen  kann. 

Wir  dürfen  annehmen,  dass  die  2te  (oder  eine  noch  engere)  An- 
näherung an  die  Gl.  18)  uns  Aber  diese  Umstände  genauer  unter- 
richten werde. 
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§6. 

Zweite  Aanfthernng. 

Wir  geben  jetzt  der  GL  18)  die  sich  ihr  beeser    als  19)  an- 
BcUiesflende  Form: 

Ein  particolftres  Integral  von  19)  hat  die  Form  efl(,  es  U^  alao 
itthe,  jetzt  mit  der  Form  e^^^^  zu  versuchen,  oder  indem  man 
Imaginires  von  Beellem  sondert,  zn  setzen: 

U  =  ^e.C08(f,) 

Hierin  rind  A  and  y  die  Integrationsconstanten,  wfthrend  ÄiAf, 
£,B,  gefunden  verdau  sollen.  Dann  wird 

»'    S— "•(^){-KD*+(S)"+SI 

Ich  werde  im  Folgenden  unter  der  Voraussetzung,  dass  l  und  auch 
schon  VI  sehr  gross  sei,   die  Olieder  trennen  in  solche  von  der 

Ordnung  -rj,  r»  y|.  z%  etc.,  so  dass  also,  wie  immer,  Olieder  ge- 
ringerer Ordnung  einen  grösseren  Absolutwert  haben  als  solche  von 
Mherer  Ordnung.  Dabei  müssen  wir,  um  grobe  Irrtamer  zu  ver- 
meiden, streng  an  dem  Grundsatz  festhalten,  dass,  wenn  wir  irgend 

ein  Glied  von  der  Ordnung  jj  fortlassen,  es  fehlerhaft  ist  ein  an- 
aoderes  von  derselben  oder  höherer  Ordnung  beizubehalten. 

Whr  gehen  nunmehr  zur  Ausführung  der  Rechnung  ttber.  Es  ist 


1)  Bezftglich  der  strengen  Integration  dieser  Gleibhnng  gilt  dasselbe,  was 
Ton  dcijenigen  der  Gl.  IS)  am  Ende  Ton  §  S.  gesagt  ist. 
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30)  ^-l  +  ^,  +  ^5;      |=B,  +  2B,? 

folgüch  miiss  nach  26)  vifld  29)  mIa: 

+4B,^,i+4B.«J«+2J3,+  J~^,} 

+  8-4,Äj|£^  +  2^,  }   -0 

Wir  setzen  nnn  in  den  Coefficienten  von  ile*  cos  (177)    ^i^d    von 
-^e^sinT;^]  dicFactoren  von  t^  und|  «iKeln  gleidi  0.  Das  giebt: 

a)    -j(2^i+V)  +  2J5,+  B,«-0 


32) 


b)  -J^,(l4-^,)+4BiB,-.Jä=0 

c)  ~(J5i(l+-4i)+^,)-0 

d)  ^(^1  ^,+2^,(1+^)) -0 

Nehme  ich  nun  A^  als  von  der  Ordnung  r  an,  so  folgt  ans  a),  dass 

jB,  nnd  B^  von  keiner  geringeren,  nnd  mindesten^  eine  dieser  Grössen 

Mch  von  keinsr  Mheren  Ordnnng  sein  kteien  als  j-^-    ^^^  c)  folgt 

dann  A^  von  der  Ürdnnng  B^.    Sind  also  a^a^^  h^b^  endlidiejZahten 
M  ist  es  da«  NadUrlichsto: 

-^1  —  i'i     ^t^  i^      ^«  ™    ;^  >         *      A* 
zu  setzen.    Jetzt  haben  wir  den  Factor  von  ^  im  Goefficientan  des 
Cosinus,   nämlich  =j-  d.  i.  ^t|-  als  0  betrachtet  nnd  rnnssteu  das, 

weil  wir  anch  das  Olied    •[  -  p  9  1^0  innerhalb  des  genannten  Goef- 
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ficienten  das  Olied  ^  fortgelassen  haben;  vwk  kann  i^r,  wie  die 
erste  Ann&hemng  zeigt,  6  bis  znr  Ordnniig  nV^  wamsen;  wenn 
wir  also  das  Glied  ~h-  fortlassen,  so  lassen  wir  ein  Glied  von  der 
Ofdnong  ^  fort,  mttssen  also  alle  Glieder  forttaisen«  ka  Ooefficioilea 
des  SiDM  lassen  wir  das  Glied      *j^    d.  i.  ein  Glied«  desson  Qrdr 

nnng    wiiidestens    ^  ist,  fort,  wodurch  also  keine    weitere   Be- 

•chr&nking  der  Genanigkeit  veranlasst  wird.  Sehen  wir  nnii  die 
61.  (32)  an,  so   ist  die  linke    Seite  der  a)    von    der   Ordnung 

jj^ ;  wir  können  also  ans  ihr  keine  weiteren  Schlttsse  zielien ,  die 
OL  b)  lautet: 

-^('+?)+*y'-l»-o 

ihre  linke  Seite  ist  ebenfalls  von  der  Ordnung  p,  aber  sie  erhmt 
den  Factor  C,  kann  also  bis  zur  Grösse  eines  Gliedes  der  Ordnung 
ni  steigen  und  ist  daher  zu  berflcksichtigmi.  Sie  liefert ,  bei  Fort- 
ktssung  der  Glieder  höherer  (nftmlioh  laindestoDS  3i.twr)  Qnlnung: 

Die  61.  c)  lautet: 


/4(*t(l+?)+«.)=0 


Ihre  linke  Seite  ist  von  der  l^ten  Ordnung,  ihr  Coefficient  1,  sie 
ist  also  zu  berflcksichtigen.    Sie  giebt: 

Die  Gl.  d)  ist  von  der  Qrdiwing  ^;  die  Ikike  BeiiB  erhalt  denCoe£- 

ficienten  (,  bleibt  also  stets  mindestens  von  der  Ordnung  r|,  ist  also 
ansser  Betracht  zu  hissen. 

Wir  haben  also  a^  und  b^  gefunden,  während  a^  und  h^  unbe- 
stfMit,  d.  h.  ftr  den  erzeielilen  Grad  der  Genanii^t  gleichgtUtiig 
Usibep.    Vir  Uteen  m  also  auch  ss  o  setze»  und  haben  di^er : 
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{  --«-ö+y;  «'  =  41 

Nun  könnte  jemand  in  der  Torangehenden  Dednction  die  nfltige 
Bchftrfe  yennisseii,  zamal  wir  entere  an  eine  Gleichung  anknttpften, 
die  sich  später  als  anerheblich  erwies.  Darauf  wäre  zu  erwidern: 
Wir  haben  in  38)  einen  Ausdruck  für  ß  gewonnen,  bei  dessen  Sub- 
stitution in  die  Ol.  26)  sich  alle  diejenigen  Glieder  iden- 
tisch zerstören,   deren  Grösse   gleich   oder  bedeutender  ist  als 

die  Grösse  eines  Gliedes  von  der  Ordnung  t^.      Solange   wir    uns 

also  mit  dieser  Genauigkeit  begnügen  -  und  das  müssen  wir,  weil 
in  der  Gl.  26)  selbst  Glieder  höherer  als  der  l^ten  Ordnung  fort- 
gelassen sind  —  haben  wir  den  obigen  Ausdruck  für  ß^  der  auch 
zwei  willkürliche  Constanten  A  und  y  enthalt,  als  das  vollstftndige 
Integral  der  Differentialgleichung  26)  anzusehen. 

Wir  bestimmen  nun  wieder  y  so,  dass  /?  f ür  (  «•  0  seinen  Maxi- 
malwert erreicht.    Setzen  wir  die  Werte: 

du 


^1  A)1  1_ 


in  —'  GL  (28),  ein  und  dies  dann  —  0,   so  erhalten   wir  die  Glei- 
chung: 


also 
oder 


4yi 

Vil""4VA      ^'(i^l)*^  " 

1      J_    . 
^  ""  4  ""  192i  ^ 


Schon  die  HinzufUgang  des  Gliedes  —tkm^  zn  i  wäre  mindestens 
überflüssig,  da  es  für  grosse  Werte  von  i  das  einzige  Glied  von 
der  Ordnung  r  wftre;  sie  wäre  aber  auch  geradezu  fehlerhaft,  da  in 

tt  Glieder  von  der  Ordnung   ztj  fortgelassen  sind,   welche  erst  bei 

der  nächsen  (3ten)  Annäherung  hinzugefügt  werden.  Aber  selbel;. 
da  noch   nicht,  erst  bei    der  vierten    Annäherung   wäre   y  von 
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-,  Tcnchieden  anzanehmen.     Dann  wäre  al>er    der  Coefficient  von 
r  nicht  —  ^,  Bondem  ein  ganz  anderer.    Wir  setzen  also : 

35)  y- J 

Der  Maximalwert  von  ß^  er  sei  B^  ist  jetzt: 

36)  ^'K'-Wd 

odec  solange  wir  andere  Glieder  von  der  Ordnung  t  fortlassen: 

37)  B  =  A 

Wir  wollen  jetzt  die  Werte  berechnen,  welche  (  annimmt,  wenn 
wird.    Sei  gleichzeitig: 


38)  I  sowie 


ff 


80  werden  p  und  q  anch  nahezu   ä  "^^  ^^i^*     ^^  ^^  n<^  ^) 
lud  35): 

JvA-p-g  +  J 

and  nehme  flkr  p  die  Form  an: 

woraus: 

80  folgt: 

«»-4 

''--16- 

Wir  dürfen  n&mlich  keine  Olieder  von  der  Ordnung  -t-.  nehmen,  da 

erst  die  dritte  Annäherung  ein  solches  Glied  in  tiI  ^  £  "*  oV^) 
hinzubringt.   —   Setze  ich  S  —  -  g  in  33),  so  erhalte  ich  die  Olei- 
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«»-4 


Alm  haben  wir ; 
89) 


16 


16 


«    ,,      «•—4 


fl  =  öVA- 


2  '^^        16 


AIbo  anch  jetzt  ist  noch 

aber  nicht  mehr 

sondern : 

40)  y-s  ==^^^-0,7338 

womit  die  zweite  Bemerkung  am  Ende  des  §  5.  ihre  Erledigang  ge- 
iandcii  hat  Die  in  25)  zasammengestelUen  Zahlen  geben  für  p— g 
die  Werte: 

(ft|-^)-(A,-f4)  -  0,76 

Die  verh&ltnissmässig  weniger  gate  UebereinsUmmang  als  fraher  er- 
klärt sich  leicht  dadurch,  d^ss,  abgesehßn  von   der  Yoranssetzang 

sehr  grosser  Werte  von  n,  in  der  61.  40)  die  grosse  Zahl  ^^  V^ 
sich  fortgehoben  hat. 

dß 
Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  der  Werte  für  -^  am  An- 
fang und  Endo  der  Gruppe,  welche  bei  der  1  ten  AnnAherung  sich 
als  gleich  ergeben.    Enteres  mag  mit 


( ^ j      und  sein  Absolutwert  mit  f^j 


letzteres  mit 
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V^y     ™*  "^*"  Absolutwert  mit  (^j 
bezeichnet  werden.    Nach  28)  ist  fttr  m  —  if  ^  VA : 


Um  ans  Ober  die  beiznbehaltendeB  Glieder  ToUkommen  klar  zu  wer- 
den, schreibe  ich  mit  Rflcksicht  aaf  33): 

dann  sind  alle  diejenigen  Olieder  fortzalassen,  deren  Ordnung  mit 
denen  flbereinstimmt,  welche  die  (anbekannten)  Factoren  a  oder  b 
haben.   Ans  41)  folgt: 

worin 

also  ebenJBdls  unbekannt  ist.    Nach  39)  folgt  dann  weiter: 

Wir  mOssen  also  die  Olieder  von  der  Ordnung  t  fortlassen  und  haben 
den  Absolutwert,  wenn  wir  deiijenigen  von  A  auch  mit  A  bezeichnen: 

Ganz  in  derselben  Art  folgt  fOr  S  »  —  $: 

irek.  d.  lUtli.  n.  Phya.    2.  BeUi«,  T.  VL  21 


also 
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80  dags  in  der  Tat  jetzt  der  absolute  Schlnsswert  kleiner  als  der 
absolute  AnCangswert  sich  berausstellt.  (Vgl.  §  4.  am  Schlüsse).  Die 
Formeln  42)  und  43)  führen  uns  aber  noch  zu  weiteren  wichtigen 
Besultaten.  Zunächst  ist  nämlich  mit  dem  bisherigen  Grade  der  An- 
näherung: _  __ 

dß 
Femer  ist  aber  der  Endwert  von  ^  bei   der  vorliegenden   Gruppe 

identisch  mit  dem  Anfangswert  bei  der  folgenden;  schreibe  ich  fOr 
diese  A^,  cti,  0|,  bei  den  dann  folgenden  A^,  o,,  m^  etc.  statt  ly  a,  a>, 
so  entstehen  die  Gleichungen: 

m  =m  L ?^^ 

und  daher  dnrch  Mnltiplication: 

V^X,  "  (dl).  V  ~  ^0  V  ~  Wh)  \}  ~  i^)  •  •  • 

Die  zweiten  Glieder  in  den  Klammem  werden  immer  kleiner,  und 
ich  habe  daher,  indem  ich  zur  Grenze  übergehe: 

Setze  ich  hierin  fOr  VI,  Vit  ...  die  Werte  ans  22)  and  23),  so 
wild: 

«.  -a,-(l).(-3(-S)('-S)- 

Jetzt  bilden  aber  die  Grössen  z,  z^^  z^  ...  eine  arithmetische  Reihe 
1.  Ordn.  (s.  §  4.  Gl.  24)),  folglich  divergirt  die  Reihe: 
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iQ^l+i^-) 


daher  convergirt  das  Prodnct  in  44)  zur  Nnll  hia  und  wir  haben 
das  fdtt  vorliegende  Untersnchnng  sehr  wichtige  Resultat: 

46)  lim  f  ^      -  0 

wobei  daran  erinnert  werden  mag,  dass  (^j     nnd  (^j  die 

'dß 
grOssten  Werte  Ton  ^  sind  (s.  §  4.,  letzter  Absatz). 

Bezeichnen  wir  die  den  Ä  entsprechenden  Ortasen  in  den  fol- 
genden Gmppen   mit   A^Af  ...   nnd  drucken  die    Gleichheit   von 


^  .     nnd  f  ^  1     analytisch  ans,  so  folgt  ans  44)  nnd 


oder: 


VI 


;  v+svJ-vu^-sva) 


^+8«, 
46)  /  ^ 

Ix    X"        ^ 


IHe   Mnltiplication  dieser  Gleichungen  ergiebt  bei   bisheriger  An- 
näherung : 

21* 
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8»— r 

Indem  wir  zur  Grenze  übergehen,  wird  (l  — 5~)  "*■  1  and  wir  er- 
halten: 

-  8«—»* 

47)  lim  Ar^A    g  ,     lim  Pr 

Der  Wert  von  Pr  Iftsst  sich  nicht  unmittelbar  angeben,  da  es  in  der 
Form  00 .  0  erscheint  Es  ist  aber,  wenn  ich  natürliche  Logarithmen 
mehme, 

logP.=log^~  U+4^+-   +S-J 


—  etc. 
Setze  ich  nun 


«1  "■  "2  ^^+'"^ 


wobei  a  eine  posit.  ganze  Zahl  and  a  ein  positiver  echter  Bmch 
ist,  so  ist  nach  24): 

^  =  J(o  +  l+«),    «»-  J  («+2+«),  ...  *r  -  Tj-(a+r-l+«) 

folglich,  wenn  ich  znr  Abkürzung 

1        ,    L_ .  ■  ^  ^u 

(a+«)p"r(a+l+a)F"*'  '" '^  (a+r^l  +  a)P        ^^ 

setze: 

K       1  r/i        1   K,      1   Ü4 
48)logP.  =  log^--2  -  2P    ""3   2»""4  2*  "■•  • 

Jetzt  ist 

1  1        ,  1 

^''^5'+(a+l)P+  ••'  +(a  +  r-l)P 


<^+i  +  ä?  +  ^^^°*°' 


also: 
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^<ß- 


2«  "^  24' 


2*  ^  V24J 
2«    "^^24/ 


ebenso 


2« 
In  dieser  Art  fortgehend  findet  nuin: 

22«^4  2«^6  26+  •  -^-s  V24+2V2V  +  3   V24y +  ■••; 
also  da   24  ^^  echter  Bruch  ist,  gleich  einer  endlichen  Zahl,  die 

kleiner  als   ö^ogj ^,\  ist  und  sowol  von  a   wie  von  r  abh&ngt, 

\^"~24/ 
ich  bezeichne    sie   mit  Dt  und  in  der  Grenze  für  r  —  00  mit   Z>. 
Ebenso  wird 

3  2»"'"5  2*"^  7   27"'"   ••  ""^•" 
d.  i.  ebenfalls  gleich  einer  endlichen  Zahl  <  Dr  sein,  die  ftr  r=ao 
in  £  übergehen  mag.  Jetzt  bleibt  noch  ^ ;  dies  bringe  ich  auf  die  Form . 

1".  — iO+l^-l+■■■+^)+K■+^2^-+^) 

Der  Wert  der  letzten  Klammer  ist  kleiner  als 
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d.  i.  wieder  eine  endliche  Zahl  <  a  -^  ;  sie  sei  Fr  und  in  der  Grenze 
aFf  daher  wird; 

Endlich  ist: 

10g«r  -  log^  +log  (l  -l-^-j-^— jj+log(a+r-l) 

folglich  wird,  wenn  ich  anf  beidoi  Sdten  von  48)  ^logi^  abziehe: 

Jetst  ist: 

gehm  wir  also  zur  Grenze  Aber,  so  wird: 

+  |f-Z>--E—| 0,577  ... 

d.  h.  gleich  einer  Ton  a  nnd  a  oder  von  «  abhängigen  Gonstanten. 
Dasselbe  ist  also  mit  der  Grenze  von  T^f-  selbst  der  Fall,  nnd  be- 
zeichne ich  deren  Wert,  nm  an  ihre  Abhängigkeit  von  »  zu  erinnern, 
mit  CV,  so  folgt  ans  47),  wenn  ich  diese  Gleichung  durch  Vsr 
dividire: 

In  dieser  Gleichung  iiängt  A  sowol  wie  m  von  deijenigea  Gruppe 
ab,  die  den  Ausgangspunkt  bildet.  Bezeichne  ich  die  rechte  Seite 
mit  JT,  so  habe  ich: 
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d.  h.  wenn  «  selbst   schon  gross  genug  ist,  so  gilt  für  genttgend 
grosse  r  die  Oleichong: 


50) 


K.Vmt 


die  sich  auch,  wenn  H  eine  andere  Gonstante  ist,  mit  demselben 
Bedite  (d.  h.  mit  etwa  derselben  Ann&herong)  wegen  22): 


öl) 


^r-^.M 


schreiben  lässt  In  beiden  Formeln  können  wir  B  statt  A  setzen: 
denn,  nehmen  wir  die  GL  37),  so  bleibt  Alles  ungeändert,  nehmen 
wir  aber  die  Gl.  36),    so  hebt  sich  im  Prodncte  der  Gll.  46)  alles 

nen  Hinzukommende  bis  auf  den  Factor r-  anf  der  rechten   Seite 

^  +  321 
fort,  wodurch  nur  die  Constanten  K  und  H  eine  Aenderung  er- 
tahren«    Wir  kOnnen  also  auch  die  Gleichungen  x 


52) 


Br  —  JTi  V»r 


aufstellen.  Prüfen  wir  die  Genauigkeit  dieser  Gleichungen  fOr  massig 
grosse  Werte  von  n,  so  fist  nach  Taf.  11^)  und  den  in  25)  zu- 
sammengestellten Zahlen: 


Gruppe 

B 

« 

l 

logBxV» 
loglO 

logB:  yx 
log  10 

(13;25) 
(26;  44) 
(45;  67) 

1,943 
2,264 
2,545 

13,57 
18,51 
23,44 

18,80 
34,84 
55,81 

9,7222 
9,7212 
9,7208 

9,9699 
9,9694 
9,9690 

Hier  stimmen  also  die  in  den  letzten  beiden  Bubriken  unter 
einander  stehenden  Zahlen  schon  gut  Uberein.  Ich  bemerke  noch,  dass 
durch  Bubstitntion  des  Grenzwertes  von  Ä  aus  51)  in  43)  die  Glei- 
chung 


1)  Vielleicht  w&re  es  richtiger,  den  Wtri  von  B  Termöge  der  mr  Be- 
•timmuDg  der  Zahlen  25)  angewandten  Interpolationsformel  su  berechnen,  doch 
würden  die  Besnltate  rieh  kanm  wesentlich  verftndenu 


Digitized  by 


Google 


328  Saals e hü tt:   lieber  die  EnhoUkelung  von  0-l:(l-«) 


=  00 

=  0 

erbalten  wird,  die  mit  45)  in  Einklang  steht 

Addire  ich  die  Gleichungen  42)  nnd  43),  bo  entsteht  nach  Sub- 
stitution von  51): 

^3)  (i).   +  (1)»   -  iT?    *  «enügend  gros«. 

Diese  Oleichung  wird  für  uns  von  besonderer  Bedeutung    werden. 
Bezeichne  ich  ihre  linke  Seite  mit  (r,  so  wird: 

54)  ^  ""  "5"    ^^®^    ^^*  "*  ^^* 

Prüfen  wir  wieder  die  Genauigkeit  dieser  Formel  fftr  die  berehneten 
Zahlen  1  Es  ist  Gruppe  (13,25): 

.•.,,«  -»fte-?«- 0,4107 
daher: 


«- CS). +Cä) -«.««» 


ebenso  für  Gr.  (26;  44):    (7  -  0,7711 
„    „     (45;  67)      „    „0,841 

Dadurch  ergiebt  sich  für  diese  drei  Gruppen: 

55)  ii|fö(^^0"^'^^^^'    ^'^^^^'    ^'^^^^ 

Diese  Uebereinstimmung  ist  merklich  geringer  als  die  frühere.  Dies 
ist  dadurch  zu  erklären ,  dass  in  53)  sich  das  Glied  niedrigster  Ord- 

n 
nung  g— 71  fortgehoben  hat,  und  dass  somit  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung, zunächst  von  der  Ordnung  t,  an  Bedeutung  gewinnen.    Diese 

Glieder  lehrt  aber  erst  die  dritte  Annäherung  kennen.  —  Selbst- 
verständlich werden  die  GL  53)  und  54)  desto  genauer  erfüllt,  je 
grösser  n  oder  A  sind. 
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§6. 

Dritte  Ann&herong. 

Da  der  Zweck  der  dritten  Annäherung  von  untergeordneter  Be- 
deutung, nftmlich  eigentlich  nur  die  Bildung  eines  Goireetiomigliedes 
ist,  so  wollen  wir  uns  hei  ihrer  Darstellung,  zumal  die  Methode 
genflgend  erörtert  wurde,  kurz  fassen. 

Die  Ol.  18)  erhftlt  nunmehr  die  Form: 


Wir 


/J-il«»cos(:^) 


57)  {«- (1+^)5 -£(i+^,)+i«P+r 

SO  ist  der  Ausdruck  29)  fttr  ^  zu  bilden.     Wird  derselbe  in  56) 

sabstituirt,  so  lassen  sich  sechs  Gleichungen  aufstellen,  vermöge  derer 
die  Glieder  mit  (^E(*  identisch  verschwinden  sollen.  Der  Umstand^ 
dass  die  Glieder  mit  f?  vernachlässigt  werden,  erfordert  es,   nur 

Glieder  bis  zur  Ordnung  t,   einschliesslich   beizubehalten   (bei   der 

2ten  Annäherung  bis  jj^  einschliesslich).  Dadurch  werden  drei  Glei- 
chungen bedeutungslos  und  in  Folge  dessen  A^B^B^  unbestimmbar, 
während  f&r  die  andern  sich  sichere  Werte  ergeben-,  nehmen  wir  die 
enteren  als  Null  an,  so  sind  die  Resultate: 


58) 


=  (^-3ll)^-Ö+S  +  y 


L    J! 


59) 
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Jeder  dieser  Aasdrflcke  geht  jetzt  am  eine  halbe  Ordnung  weiter, 

n       '  1  *       1 

tt—  fbr  E  (nahezu)  :gleich  kVI—  bis  v|,    v  bis   ?  etc.    Wiedemm 

ist  y  —  1  zn  setzen,  weil  in  u  Glieder  von  der  Ordnung  ?    fehlen, 

(vgl.  oben  vor  Gl.  85)).    Die  Grössen  p  und  q  sind  ähnlich  zu  be- 
stimmeii  wii  früher  und  erhidten  ebenfaUs  ein  Glied  hinzu: 

P  -  2  ^*"T-     16        ^yi 

n  »*— 4  n 

.  ^  ""  2"  ^*  ""     16     ""  UVl 

woraus  für  «  der  wenig  ge&nderte  Wert 
61)  «-P  +  «  — »VA— ^g:^^^ 

folgt,  während  p-^q  uflge&iidert  bleibt. 

ff 
Femer  wird  jetzt  für  u  —  ±5^  VA: 

UA  "^VA  «J^ 


du         1 

Hier  geht  ^  bis  ^  herab,  entwickeln  wir  0*  ebensoweit,  setzen  also 

*^"'^'*"4A      32  A> 
so  wird: 

d.  i.  nach  60)  bis  j  in  der  Klammer  ehuchlieBslich : 

Vd5-/.        yiV^SVi^     I28i  J 

/-d/J-^  _4_  /^         jt_      3n'-4r\ 

V.5rA  VA  V.^  ~  8Vil"*"    128i  J' 
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Jetzt  darf  nicht  mehr  ii  mit  ^  identificirt  werden,  sondern  mass 
nach  36): 

62)  ^-^O  +  äk) 
gesetzt  werden,  so  dass 

\  CärJ.  ~  VÄU"*"8Vi+i2ärJ 

63)  j      ^  ^ 

sich  ergeben  *).    Hienma  folgt: 

^-(3).+(3).-iO+JS) 

und  schliesslich  (ftr  genftgend  grosse  r  nach  62)): 
G.ki  2S 


«)  0+^)  " 


const 


Ziehen  wir  nun  von  den  Zahlen  55)  die  fariggischen  Logarithmen  des 
Nenners  nämlich  bzhw. 

0,0053  0,0029  0,0018 

ab,  so  bleiben: 

0,2708  0,2698  0,2701 

deren  Uebereinstimmnng  yiel  besser  ist. 

17. 

Die  Grössen  b  and  die  Convergenz  ihrer  Beihe. 

Nachdem  ans  die  Anflösang  der  Gl.  18)  in  1  ter  and  2ter  An- 
näherang die  haaptsächlichen  Eigenschaften  der  Grössen  ß  enthflllt, 
and  die  3te  Annäherang  einen  aaiXftlligen  Mangel  an  Uebereinstim- 
mang  zwischen  Theorie   and  Zahlenrechnnng  grossenteüs  beseitigt 


1)  Bildet  man  am  den  Formeln  63)  Gleichnngen,  die  den  46)  analog 
lind,  so  igt  der  Unterschied  nor,  dass  noch  andere  convergente  Reihen  von 
der  Art  der  oben  U^U^  ...  genannten  nnd  swar  teils  mit  negativem,  teils 
mit  positivem  Voneichen  hininkommen,  sodass  man  schliesslich  ebenfalls  an 
einer  Gleiehnng  gelangt  (sei  es  in  s  oder  in  X  mit  Bflcksioht  anf  61),  die 
genas  die  Form  der  Gl.  St)  beritit. 
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hat,  können  wir  nun  die  bei  der  Untersachung  der  Grössen  ß  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  Grössen  b  selbst  nutzbar  machen.  Wir 
können  letztere  zunächst  in  folgender  Art  charakterisiren ,  wobei 
ich  daran  erinnere,  dass  (Gl.  8)): 

hn  '^^   -ßn     ist 

Die  Grössen  b  zerfallen  (vgl.  Taf.  I)  in  Gruppen  von  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern.  Die  Anzahl  der  Gmppenglieder  wächst 

von  Gruppe  zu  Gruppe  in  arithmetischer  Reifae^)  mit  der  Differenz  ä* 

(Gl.  24) ).  In  jeder  einzelnen  Gruppe  nehmen  die  Glieder  von  nahe 
an  Null  bis  zu  einem  Maximalwerte  zu  und  von  da  an  wieder  ab. 
Die  Maximalwerte  verringern  sich  von  Gruppe  zu  Gruppe,  und  zwar 
schneller  als  umgekehrt  proportional  der  Anzahl  ihrer  Glieder;  denn 
n  ist  nahezu  prop.  2r^  also  Br:n  nahezu  prop.  «r-l. 

Die  wichtigste  Frage  ist  nun  die  nach  der  Oonvergenz  der  Reihe 
in  1): 

65)  S  — ^o+*la'  +  *2«*+*8«*+••. 

Ich  nehme  zuerst  £b  -»  1  an  und  erhalte  dadurch: 

Seien  jetzt  r  und  s  die  Anfangsgliedzahlon  zweier  aufeinander  folgen- 
den Gruppen,  so  ist  nach  13)  für  «*  =  r— 1: 

*0  +  *l  +  ^2+  ...   +br.l+ßr  —  ßr-l  «  0 

Nun  ist  aber  ßr^ßr-i  nach  unserer  Auffassung  soviel  als  ^     f&r 

das  Ende  der  mit  6r-i  schliessenden  oder  den  Aufaug  der  mit  br 
beginnenden  Gruppe;  die  letztere  fasse  ich  aber  in's  Auge  und 
schreibe  daher  die  obere  Gleichung: 

E  benso  erhalte  ich  ftlr  den  Schluss  der  mit  br  beginnenden  Gruppe : 
*o+*i+*2  +  ...  +  *-t+C^«  =^ 


])  Hiebei,  wie  i»  Folgenden,  wird  n  genügend  grwi  rorauBgeiotet, 
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Die  Snbtraction  der  ersten  Oleichung  von  der  letzten  giebt: 


66) 


.,+^.,:+...+^-.  =  CD.-(l). 


Nun  ist  aber  das  Zeichen  von   (^J     demjenigen  von  f  ^  J 

entgegengesetzt,  also  ist,  wenn  ich  die  absoluten  Werte  einführe 
(und  dnrch  Ueberstreichnng  bezeichne)  nnd  für  jede  negative  Gruppe 
(r,  « — 1)  die  Gleichung  66)  noch  mit  —1  multiplicire: 

67)  M^^^TH^TT+jrn-fD^tdX 

Die  rechte  Seite  ist  früher  (nach  Gl.  53) )  mit  G  bezeichnet  worden. 
Behalte  ich  diese  Bezeichnung  in  der  Bedeutung  Gruppensumme 
bei,  so  ist  nach  54): 

6rA*  ==  const. 
oder  (immer  genügend  grosses  n  vorausgesetzt): 
GVz  -=»  const  =  C 

68)  (?=:^ 

Betrachten  wir  also  die  Gruppensummen  als  Glieder 
einer  neuen  Beihe,  so  convergirt  diese,  da  die  wirk- 
lichen Gruppensummen  abwechselnde  Vorzeichen  haben, 
wie 

Die  Reihe  8  65)  convergirt  also  für  a;  »  1  und  umso 
schneller,  wenn  a;  <  1  ist. 

Nachdem  wir  die  Gonvergenz  der  Reihe  S^  erkannt  haben,  ist 
es  auch  leicht  ihre  wirkliche  Summe  zu  erfahren.  Dazu  dient  uns 
die  hier  schon  einmal  benutzte  Gl.  13).  Das  so  zu  nennende  Rest- 
glied ßn^i — ßn  ändert  sich  von  nahe  an  0  bis  zu  einem  Maximal- 
wert am  Anfang  oder  Ende  der  Gruppe.  Aber  auch  in  letzterem 
Falle  ist  wie  45)  aussagt: 


\im(ßn+i-ßn)  -  lim  Q^^  -  0 
folglich  ist: 
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d.  L 

70)  fii  -  0 

Setzen  wir  aber  in  1)  0  *  1,  so  erhalten  wir  die  in  der  Tat  richtige 
Gleichung: 

d.  L 

e-^  —  0 

Das8  die  Beihe  8  anch  fiir  negative  Werte  von  a;  bis  «  s  ~  1  ein- 
schl., und  sswar  noch  schneller  convergirt,  ist  fast  selbstverstftndlich; 
ich  begnüge  mich  daher,  nnr  als  Besultat  anzugeben,  dass  sie  im 
letzteren  Falle,  wie  die  Reihe: 


convergirt 


Bemerkung.  Betrachten  wir  die  OrOssen  ß  und  b  als  Coor- 
dinaten  von  Curven,  deren  Absdsse  n  ist,  so  liegen  (im  weiteren 
Verlaufe)  die  Maxima  und  Minima  bei  der  ersteren  auf  einer  Gnrve, 
die  sich  langsamer  öffnet  ids  die  Parabel,  bei  der  letzteren  auf 
einer  zweiftstigen  Curve,  die  der  Abscissenaxe  die  convezen  Seiten 
zukehrt  und  sich  ihr  (von  oben  bzhw.  von  unten  her)  a^mptotisch 
nähert,  aber  langsamer  als  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Coor- 
dinatenaxen  sind. 

18. 

Anwendungen. 

I.    Setze  ich  in  1)  a;  —  1— y,  so  erhalte  ich: 

71)  e       ^'=l(ft,^^,(l-y)+ft,(l-y)t+...) 


Diese  Reihe  ist  gflltig  für  y  von  2  herunter  bis  zur  0  einschliess- 
lich, doch  darf  eine  Umordnung  nach  Auflösung  der  Klammem  nicht 
stattfinden. 


n.    Bestimmung  des  Integrals: 


"=/ 


e-9dy 


Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 
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00 


00  OD 

1  ^ 

also,  indem  ich  diese  Oleichangen  der  Beihe  nach  mit  1 ,  —1,  1 . 2 
-1.2.3,  ...  (— 1)*-M.2.3  ...  (ib— 1)  multipUcire  und  addire: 

ü=  ^(1-1+1.2— 1.2. 3+.. .+(-l)»-i  .1.2. 3. ..(&—!)) 

OD 

+(-l)».1.2.3...*.y*^  73) 

Fttr  das  Litegral  rechter  Hand  setze  ich: 


sovird: 

y» 

-cfa; 

1 

• 

— e 

1 

•  1 

y 

-1-(B 

(1  _»)*-'<& 

and  daher  das  Lit^piü: 

74)     D». 

OD 

./V.,..- 

•)(l 

—  «)*-!<&! 

Jetzt  ist: 

0  0 


75) 

0  0 

1.2.3...n 


k   (ib+1)  ...(!:+«) 
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Sabstatoire  ich  also  fOr  0     1  — a;  die  Reihe  1),   maltiplidre  sie  mit 
(1— »)*-i  und  integrire  von  0  bis  1,  so  erhalte  ich: 

76)  ^^-i{^+^rJ-fi+^'^i+l{^J,^^+  ... 

77)  r-/  (l—x)»-i(5H**+*n+ia:»+i+. ,.)<*» 


'- Al -')*->  (ft 


Jetzt  nehme  ich  an,  dass  6«  das  Anfangsglied  einer  Grnppe 
nnd  zwar  will  ich  sagen,  einer  positiven  Gruppe  sei;  die  An- 
fangsglieder der  folgenden  Orappen  seien  &r,  6a,  6^  ...  oder  am  nnr 
mit  positiven  Grössen  zn  tun  zn  haben:  —  rr,  -{-^ti  --«f,  '<•  wobei 
also  ba  =  --Ca  gosetzt  ist.    Dann  ist: 

bni^+bnW^^^+  •••  +^-1«^"*  <  a^lbn+bn^l+  ...  +^-l) 

oder  wenn  ich  die  Summe  einer  mit  ba  beginnenden  Gruppe  ihrem 
wirklichen  Werte  nach  (d.  h.  mit  Rftcksicht  auf  das  Vorzeichen) 
durch  Om  bezeichne: 

6.x»+  ...  4-Äi-.i«*-i^flJ».G^f 

etc. 
also: 

78)    6naJ»+Ä«+i**+i+  ...  in  infin.  ^  GnsH^-G^K'+Gga^T    •. 

wobei  das  Gleichheits-Zeichen  nur  f&r  0  >^  1  gilt.    Nun  bilden  Gn^ 
Gry  0»y  ...  eine  abnehmende  Reihe  folglich  ist 

GnO^'-Gr3fi±   ...    '^GnS^—^lGrX'     0  <.*►,<  1 

aber  es  ist  auch 

bn+bni-i+  ...  in  iufin. 

eine  positive  Grösse,  denn  nach  13): 
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also  wegen  70): 

bn+bn^l+   ...   —  —  (*o+  •••  +*»-l)  —  POB. 

Daher  ist  ftr  x  ^  1  die  rechte  Seite  von  78)  positiv  and   <  (7»fl^ 
also: 

79)  hnaf'+bn+isi^+^+  ...  <  C?«««  and  positiv 

Moltiplicire  ich  diese  Beziehang  beiderseits  mit  der  positiven  Grösse 
(l-x^"^  and  snmmire  von  0  bis  1,  so  kommt: 

1  1 

/*{Ä»«*+fti.+i«"+* +...)(! -«)*-* ^  <  Ö'i/'a^a— «)»-!(& 

also  wird,  wenn  ich  anter  ^  einen  positiven  echten  Brach  verstehe : 

1 


r-.^.6?n   y   «»(1— x)»-l€te 


0 

80) 


Idi  nahm  ft»  als  An&ngsglied  einer  positiven  Ornppe  an,  aber 
dnrcbaas  ähnliche  Betrachtungen  gelten  aach,  wenn  es  das  Anfangs- 
{^ed  einer  negativen  Gmppe  ist,  d.  h.  wir  gelangen  wieder  zor 
Formel  83),  worin  dann  &«  den  wirklichen  Wert  der  Omppensnmme 
nnd  d-  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Durch  Combination 
da-  61.  73)  76)  80)  wird  nun  : 

81)    U--^  |l-l4-1.2q:...+(— 1)»-» .  1.2...(fc-l)-l-(-l)».1.2...(*-l). 
V«"*"*»  H-1  "*"  *  •  (H-1)  (iH-2)  +•••+*»->•  (H-1)  ...(k+n^)) 

Mittelst  der  am  Schiasse  der  Tafeln  angegebenen  Werte  der  Orap- 
pensomme  Ga  ist  es  also  möglich  den  Maximalfehler  za  ermessen, 
den  man  bei  Fortlassang  des  letzten  Gliedes  begeht. 

Die  Formel  81)  lässt  noch  eine  Willkür  flbrig,  nämlich  die  Wahl 
der  Zahl  k ,  and  wir  können  diese  nan  so  w&hlen ,  dass  erwähnter 

Arch.  a.  lUtli.  n.  PbT*.  S.  B«Ui«,  T.  VL  SS 
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Fehler  so  klein  wie  möglich  wird.  Dabei  nehme  ich  an,  es  sei  n 
(als  Anfangsindex  einer  Gruppe),  also  die  Anzahl  der  zn  berechnen- 
den Glieder  schon  vorweg  bestimmt  worden.  Dann  ist  dem  Rest- 
oder Fehlergliede  —  es  sei  ^.  r».(— 1)* 

1.2...(fe--l)n! 
^*""(Ä:+l)...(*  +  n)^*~ 

n\Gn  fest  gegeben,  das  Andere  hängt  aber  von  k  ab.  Dieser  Teil 
nimmt  mit  wachsendem  k  anfänglich  ab,  dann  wieder  zn;  er  wird 
also  sein  Minimum  erreichen,  wenn  so  nahe  ¥ne  möglich  Vu  =  Vk-^i 
ist.    Nun  ist 

1.2...(jfc— l)jfc.nl 

also 

Dies  ist  =  1,  wenn 

ifc(Ä4-l)  -  «4-ifc+l 
(*+l)(ib-l)  =  n 

82)  Jk-V»r+r    ist. 

Ist  k  grösser  als  Vn+1,  so  ist  Vi^.i  grösser  als  Vu.  Wir  mflssen 
also  ib »  Vn-j-l  oder,  falls  dies  irrational  ist,  gleich  der  nächst 
grösseren  ganzen  Zahl  wählen.  Da  bei  solcher  Bestimmung  immer 
n  grösser  als  k  ist,  so  heben  sich  in  81)  in  den  Coefficieoten  der 
b  von  bk  an  Factoren  vom  Zähler  gegen  Nenner  fort  und  wir  kön- 
nen schreiben: 

83)  r7= ^  {1-1+1.2— 1.2.3±...+(—l)*-».(ifc-l) ! 
+(-^l)>(.^l)  1  (.,+.,^^  +  „.+5>.,.  l^£i% 
+1.2..i.  i(^l)^  +  ...+„(^+l)„.('^  )  +  w\ 

vr^  /    1  VI.      (^  -l)Ife!  /Gn  Summe  der  Gruppe,  deren\ 

^  ^      ^  (n+1) ...  (fc+n)-^^-  V        erster  Index  n  ist  ) 

kf^^V;^ 

Hierin  hebt  sich  noch  das  Glied  mit  b^  gegen  das  vorangehende  fort 
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Beispiele,    n  —  4,  ifc /^)V5  =  3,  (?»  — +1,16,  also: 


HazimalfeUer 

= 

2 
35" 

1,16 

« 

0,066 

« 

ft 

=  13,  t(^)VU  = 

4, 

On  = 

—  0,907, 

also: 

MüTimAlfAhlnr  • 

S 

0,907 

0,0023 

"  1190       «      ""  e 

Die  Rechnung  giebt  in  diesem  Falle  fdr  den  Wert  des  Factors  von 

-  in  83)  ausser  dem  Bestgliede: 

1  —  1+2—6+6(1  —0,23389)  =  0^9666 
£8  ist  also: 
84)  ^,0,5967-^.0,0028^    ,^^^^ 

Man  kann  bei  etwa  demselben  Fehler  sich  die  Berechnung 
einiger  Glieder  ersparen,  wenn  man  nämlich  bei  der  vorangehenden 
Grnppenmitte  abbricht.  Die  GL  81)  oder  83)  gilt  mit  Ausschluss 
des  Restgliedes  für  jedes  n,  es  kommt  jetzt  also  darauf  an ,  dies 
Rest-Glied  zu  bestimmen.  Seien  zu  dem  Zweck  n,  p^  q  die  Anfangs- 
indices  dreier  auf  einander  folgender  Gruppen,  femer  in  der  vor- 
aogehenden  Gruppe  der  Index  r  so  (mit  Hülfe  der  Taf.  U.)  gewählt, 
dass  ßr  —  ßr^i  den  möglich  kleinsten  Absolutwert  hat,  ebenso  s  fftr 
die  Gruppe  (n,  p— 1),  t  für  die  Gruppe  (p,  9— 1),  u  für  die  folgende 
Gruppe,  also: 

Gruppenmitten  bezeichnet  durch    r    a    t    u 

Gruppenanfbige       „  n      ^   p    ^ 

und: 

Ifir  —  ßr^l  —  *i 
ft~ft.l  =  a, 

wobei  also  'i's^a  sehr  kleine  positive  oder  negative  Gr<Vssen  sind. 
Nun  folgt  bei  zweimaliger  Benutzung  von  13): 

^•+*r+l+   ...  +ÄH-1  -  C/Jr  — /Jr-l)  — (ft  — ft-i) 
(ft-ft-.l)+ai 

ebenso: 

in  +  &n+l+  ...  +i.-l  -        (ft-ft-l)-a, 

*.  +  *.+!  +  ...  +b^i (/J,-^^x)  +  a, 

*^+*^+l+  ...  +*«-l  -        (ft-ft-l)  — «» 
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Jetzt  nehme  ich  der  Bequemlichkeit  wegen,  und  um  die  Tor- 
stellang  zn  fixiren,  vorlänfig  an,  dass  mit  bn  eine  negative  Gruppe 
beginne,  dass  also  br  ..  bn^i  positive  Grössen  seien.  Bezeichne 
ich  wieder  negative  b's  durch  — c,  so  werden  die  obigen  Glei- 
chungen: 


86) 


br+  .    .  bn-l  -  (ßn-l  -  /?»)  +*i  •  •  •  a) 
ÖH-|-  ...  tfi-1  =  (/Jn-l  —  ßn)  +  9^  . . .  Ä) 

cg  +  ...Cp-1  «  (flp  —  ßp-i)—Si  ...  c) 
V  b,+  ..,  bt^i  =  (ßp-ßp-i)  -  d,  ...  d) 


worin  (/$m-i  — /^m)  und  (ßp  —  ßp-i)  positive  Grössen  sind.  Ich  will 
jetzt  den  Fehler  bestimmen,  der  beim  Abbruch  der  Kech- 
nung  mit  &r-i  begangen  wird.    Derselbe  ist  (vgl.  73)  und  76)): 


(-.l)**lf 


87) 


r  =y    (1— »)*-! (Ar «••  +*r+l «•'+^  +...)dx 

V  b 

Es  ist  aber: 


also: 


brX^+  ...  +Ä^i»'»-1  <  X^ibr+  ...+&»-l) 


<  «»•(ftr+  ...  i«-l)  — *«-Kc*i+  ...  Ci-l) 

(Den  Grenzfall  0  =  1  lasse  ich  ausser  Betracht«  weil  das  entspre- 
chende Glied  in  der  Summation  wegen  des  Factors  (1— d;)*~^  vor- 
schwindet). Indem  ich  nun  die  Gl.  86)  benutzen  will,  lasse  ich  darin 
die  ftlr  die  Beurteilung  des  Fehlers  unerheblichen  Grössen  d  fort, 
und  erhalte,  nachdem  dies  geschehen: 

88)     brX^+  ...  +5n-l«*-^  —  (<Jh«*+  ...+<?«-!«•-*) 

Femer  ist: 

5r«^+....f  6*-iaj*-l  <a^(bp+...bt^i) 
folglich  nach  86)  c)  d): 

c,««.f  ...  +^-.iirP-i  sy  ^p^ß^^ß^^^)  sy  ft^apr^  ...  +^«1«'-» 
daher  ist  die  Differenz 
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eine  poeitive  GrOsse,  ebenso  auch 

nnd  zwar  kleiner  als  die  .frohere,  wie  man  erkennen  kann,  wenn 
man  den  86)  ähnliche  Gleichungen  bildet  nnd  daran  denkt,  dass  der 
Absolutwert  ?on  ßn—ßn^i  mit  wachsendem  n  abnimmt  und  des- 
gleichen aneh  «**.  Bezeichne  ich  jetzt  die  Reihe  nnter  dem  Integral- 
zeichen in  87)  mit  iS,  so  ist: 

T  etc. 

also  eine  abnehmende  Reihe  von  abwechselnd  positiven  nnd  nega- 
tiren  Gliedern,  also  Icleiner  als  das  erste  nnd  daher  nach  88)  sicher: 

89)  Ä  <  (/Ji-i-/»i.)(«^— »•-») 
daher  (anter  der  Voranssetznng:  r  >  h)  nach  76): 

^      -^/Ä  itx  1/       1.2...jfe  1,2  ...k     \ 

worin  4^  einen  positiven  echten  Bmch  bedeutet.  Ist  nun  6»  das  An- 
ftngsglied  einer  positiven  Gruppe,  so  kommt  man  durch  ganz  ent- 
sprechende Betrachtongen  ebenfidls  zur  obigen  Gleichung,  nur  ist 
dann  Pn^i-^ßn  eine  negative  Grösse.  Somit  haben  wir,  fthnlich 
wie  88): 

90)  ü-  Ml-1+1.2— 1.2.3±..-f  (-1)*.1.2.3...(*-1) 

+(-i)H^i)i(*o+^.i:p+*t.  (^^^     ... 

1.2...(fe~l)      ,        (        h 
+**-!  •  (u+1) ...  (2Ä-1)  "*"  *  *  UM-1)...(2*) 

+  (hFmHFi)  +-+r(H-i)-..'H-*-i)!  z'"^! 

r =(-w*-i)!*i  ((^i)..(,^)  -  ;(i+i)...(H^-i)) 
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Wir  hatten  nim  die  Reihe  1)  bis  »n  benutzt,  es  war  also  fi:=13; 
in  der  vorangehenden  Onippe  ist  «  »  8 ,  also  die  Rechnung  mit  67 
abzubrechen,  in  der  folgenden  Omppe  <  ss  19,  dann: 

ftt-fts -0,496 

endlich,  wie  froher,  il?  —  4;  daher: 

—  ^.0,0019 
nnd  daher: 


Wir  haben  jetzt  also  bei  etwa  demselben  Maximalfehler  die  Be- 
rechnung von  5  Oliedem  erspart  Halten  wir  aber  dies  Resultat 
mit  dem  früheren  84) 

^_0^967-»,.0.0023    q  ^  ^^  ^  ^ 

zusammen,  so  können  wir  die  Grenzen  enger  machen;  e.U  kann 
nur  zwischen  0,5944  und  0,5957  liegen,  so  dass  wir 

91)  ü  -  Q»&^±Q>o«>7 

schreiben  können. 


Anmerkung.    Ist  das  allgemeinere  Integral 


/' 


y 


zu  bestimmen,  so  cottTorgirt  die  Reihe'  noch  schneller,  es  sind  dann 
aber  Integrale  von  der  Form: 


^dm 


zu  ermittebi,  die  man  nacheinander,  wie  man  sie  braucht,  mittelst 
der  Formeln; 
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X 

r  (i--»)*-i«to — \  (1— d-^»)») 

92)  <  (fi+ife)  /*«»(1  -«)*-i <fo  =  — «*(1— «)» 

0 

m 


0 

berechnen  kann. 

m.    Beatimmang  des  Integrals: 


93) 


OD 


Im  Yorans  bemerke  ich,  dass  nach  derselben  Methode  sich  anch  das 
allgemeinere  Integral 

behandeln  Iftsst,  wobei  n  eine  positive  Zahl  bedeutet 
Schreibe  ich: 

OD 

4y*rfy 


"-1^. 


80  wird  durch  partielle  Intentioii: 

^"■"("^Ji-^y  "7" 

In  letzterem  Integral  moltiplicire  ich  Z&hler  nnd  Nenner  wieder  mit 
^  und  integrire  partiell.  In  dieser  Art  fortgehend  gelange  ich  zn 
folgender  Reihe  von  Gleichungen: 


M) 
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94) 


4S 


/s-if*dp_l        11   pe-lf" 
y«      ""4«       4./      y^« 

Pe-^^dy       1        4ife— 1    /*gV/^ 

Mnltiplicire  ich  diese  Oleichnngen  der  Reihe  nach  mit  1,  — },  — , 

4.4 

—  (— 1)*"^'    '  4,4,,,4~  «»d  addire,  so  erhalte  ich: 

-i('-r+liT-.+<-.).4l...(<^^)) 


95) 


-h(— ir.4  -j- ...  —4-.  14 


Zur  Berechnung  von  1%  setze  ich: 


1 

^  ■"  (1-^)* 
80  Wird  es: 


96)  '  ^ 


1    /» i^  ?*Il^_t 

^»-jy    «     1— «d— «)     4        ^*B 

0 

i 


4*— 1 

Hittelst  der  Formeln: 


P--^ 


97) 


1 
/*(1— «)i»-id«j  =  -; 

1 
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die  fOr  jedes  beliebige  poaitiye  p  gelten,  wird  nanmehr: 

37      4fc-5/  4  4.8 

+  (-1)    fl •••~4"  r«''" 4H-3 *»+  (4H«)(4H-7)*» 
,       ,       4.8.12...4(n-l)  \   ,    tir\ 

+•••+  (4t+3) . . . (4H-4n-5)  *"-V  "*"  ^i 


99)   ^-(_i)».|.[...ö*z:i).l^),a_«)^. 


ya- 


Ich  nehme  Dun  an,  das 8  die  Berechnung  mit  dem  letzten 
Gliede  einer  Gruppe  abgebrochen  werde,  dass  also  ^das 
Anfangsglied  einer  neuen  Gruppe  sei;  dann  ist  nach  79)  filr  eine 
positive  Gruppe 

also,  wenn  ich  mit  der  positiven  Grösse  (1— fls)iP*i  multiplidre  und 
integrire: 

1  1 

Al—«)i'-i (*,»«»+ Än+i«^+^+ ...)  <  QnJ^l—^y^^^    oder 

1 

Ist  hn  Anfangsglied  einer  negativen  Gruppe,  so  ist  ebenso: 

1  1 

y  (1— aj)l»-H<?ii«'*+^+i«*+M-  >..)dx  K.G'n  f  a^l-'X^^dx 
0  0 

1 

also  beiderseits  mit  —1  multiplidrt: 

1 


/ 


(1— aj)i'-H^H«* + ^»+1«*+^  +  . . .)  <to  —  ^6?M    /  as^l— «»y»-*  cte 


^.Q^H  1.2  ...  n 

1>     '(l^+l)...  (!>+«) 
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daher  in  beiden  Fftllen  nach  99)  und  wenn  ich  fOr  p  den  Wert— ^ 
einsetze: 

100)     fF-(-l)*.^.^...     ^     •(4H-3)...(4JH-4»-l)-*^» 
oder: 

ur-/     iVk  li-Hi         3. 7.. .(41^-6). 1.2. 3.. .n 

0<^<1 

Die  erste  Form  von  W  schliesst  sich  direct  der  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  an,  die  zweite  benutzen  wir,  nm  den  zweckmfts- 
sigsten  Wert  von  h  zu  finden.  Der  von  h  abhftngige  Teil  in  W  ist 
(ohne  Backsicht  anf  das  Zeichen): 

^,^_  3.7  ...(4Jk-6) 


folglich: 


4»(4*+3)...(4Jfe+4»— 1) 

3.7  ...  (4A>--5)(4Jk--l) 
^*+i"'4»+i(4i+7)  ...  (4Jfe+4n+3) 

Vk±i       (4Jk— l)(4Jk+3) 


Dies  mttsste  (vgl.  n.)  —  1  sein,  und  wftre  es,  wenn 

(4Jb-l)«-16(n+l) 
oder 

101)  k^l+Vi^ 

sein  könnte.    Genau  kann  diese  Forderung  niemals  erfftllt  werden, 
und  es  ist  daher  für  k  die  nächst  grössere  ganze  Zahl  zu  nehmen. 

Fflr  die  Berechnung  ist  also  k  nach  101)  zu  wählen,  nachdem 
n  von  vornherein  angenommen  ist,  dann  folgt  ü  ans  98)  und  der 
Maximalfehler  aus  100). 

Beispiel.    «  —  13,  ik  ^  i -j- VÖ  —  3,99  also  ifc  =  4. 

iTMa.       F      3.7.11.  4.8  ...62     ^.(>0,907) 
j?emer-^-^^^    19.23  ...  67*         4e 

-—d. 0,00018 
ü- 52^^^^^-0,06163— ^.0,00018    0  <  4>  <  l 
oder; 


Digitized  by 


Google 


M  tiiu  Potentreihe*  347 

102)  rr- 0,06154  ±0,0009 

Auch  hier  kann,  wie  beim  früheren  Integral  mit  Vorteil  in  der 
Gmppenmitte  abgebrochen  und  der  Fehler  mit  Hälfe  der  Formel  89) 
bestimmt  werden,  doch  will  ich  darauf  nicht  weiter  eingehen. 

IV.    Das  Integral: 

I    _   1 

103)  Ü^J  e  d» 

0 

Ist  znerst  im  besonderen  p  der  reciproke  Wert  einer  ganssen  Zahl 
r,  SO  setze  man: 

Dann  wird: 


-'/^ 


und  dies  Integral  wird  dorch  die  Ol.  73)  auf  das  in  n.  behandelte 
/  ^ Zurückgeführt. 

Ist  p  oder  r  =  1,  so  geschieht  diese  Beduction  dorcl^  die  erste 
der  Gll.  72). 

Ist  p  >  1,  so  kann  U  dnrch  die  Snbstitation 

1^ 

anf  das  Integral 

CO 

zorflckgeführt  werden,  welches  nach  der  Methode  von  in.  za  be- 
handeln ist  (s.  in.  am  Anfang),  z.  B.  wenn:  p  »  ^  ist,  so  wird: 

si  —  y^ ;     €&  —  —  3y"*<ty 


f'      *-3/--i.^ 
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und  dies  ist  durch  die  erste  der  OL  94)  auf  /  e-^dfzarfiäsjgeMai. 


/• 


Ist  endlich  |)  <  1,  so  lässt  es  sich  auf  den  Fall  eines  Exponenten 
grösser  als  1  zorackfthren.    ZnnAchst  gilt  n&mlich  die  Gleichnng: 


_1  _1 

1  1 

»TP T" 


/•  -/-• 


1_  _1^ 

•ff  «ff 


-h    'i-W 


1^ 

'»ff 


woraus: 


I 


=-j.+*^/-  - 


1  1 

st  -^ 


Ist  non  in  dem  Int^pral 

1 

p  kleiner  als  1,  so  setze  ich: 

*      1 

dann  wird: 

1 
1       / 


also,  wenn  ich 


'=-'/ 
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setze,  vermöge  104)  aaf 

_1^ 

1 


/ 


e  du 


zorackgefUirt.    Jetzt  ist  q  grösser  als  p\  ist  es  noch  kleiner  als  1, 
10  setze  ich  wiedemm 

1 

u  «—  » 
und  führe  dadurch  das  Integral  zarück  auf: 

1_ 

9^ 


/ 


1 

e    dv 


worin: 

In  dieser  Art  gelange  ich  nach  und  nach  zn  den  Exponenten 
h^n^f  *  "-  wobei 

p  q  r 

*      1— p'  1—3  ••  —  1 

also 

80  dass  schliesslich  ein  Exponont  grflsser  als  1  erhalten  wird.  Z.  B. 

3  S  3  3 

^^Tv      «  ==  8'      •■ "  5'      '  "  2 

Dann  aber  ist  dieser  Fall  anf  den  vorigen  (p  >  1)  znrflckgefahrt 

Königsberg,  im  Angnst  1886. 

Einige  Diflerenzen. 
ß4  -A  -+0,6667 

^li  -/»M  =  -0,4962  Ä  -  A  -  +0,0406 

ß»  -ßu  -  +0,4107  ßt»  -As  -  -0,0316 

l»4S-/»44- -0,3603  fe-/JM  = +0,0223 

^fs-fe- +0,3237  P6s-/»»  = -0,0145 
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Tafel  I. 

n  Am        n 


Tafel  n. 


ßn^^nbn 


0+1      35 

1  —1      36 

2  —0,5     37 

3  -0,166667  38 

4  +0,041667  39 

5  0,158333  40 

6  0,209722  41 

7  0,216468  42 

8  0,194469  43 

9  0,155792  44 

10  0,109198  45 

11  0,061182  46 

12  0,016069  47 

13  -0,023338  48 

14  -0,055449  49 

15  —0,079583  50 

16  -0,095725  51 

17  —0,104338  52 

18  —0,106197  53 

19  —0,102271  54 

20  —0,093624  55 

21  —0,081342  56 

22  —0,066480  57 

23  -0,050019  58 

24  -0,032846  59 

25  —0,015733  60 

26  +0,000669  61 

27  0,015831  62 

28  0,029344  63 

29  0,040914  64 

30  0,050349  65 

31  0,057551  66 

32  0,062504  67 

33  0,065263  68 

34  0,065940 


+0,064580 

0,061724 

0,057246 

0,051498 

0,044723 

0,037170 

0,029078 

0,020679 

0,012190 

0,003810 

-0,004283 

—0,011930 

—0,018998 

—0,025376 

-0,030976 

-0,035732 

-0,039601 

—0,042560 

—0,044604 

—0,045745 

—0,046016 

-0,045453 

—0,044114 

-0,042059 

-0,089362 

—0,036098 

—0,032350 

-0,028200 

-0,023736 

—0,019038 

-0,014193 

—0,009281 

-0,004376 

+0,000449 


6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


0  0 

1  -1 

2  —1 

3  -0,5 

4  +0,166667 

5  0,791667 
1,258334 
1,515279 
1,555756 
1,401764 
1,091980 
0,672998 
0,192834 

13  —0303399 

14  —0,776294 

15  —1,193740 

16  —1,531603 

17  - 1,773741 

18  -1,911541 

19  —1,943144 

20  —1,872476 

21  —1,708184 

22  —1,462550 

23  —1,150436 

24  —0,788303 

25  -0,393324 

26  +0,017388 

27  0,427431 
0,821643 
1,186511 
1,510465 
1,784070 
2,000124 
2,153674 
2,241961 


28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 


35  +2,264308 

36  2,222075 
2,118118 
1,956915 
1,744214 
1,486790 
1,192196 
0,868524 
0,524173 
0,167632 

45  —0,192719 

46  -0,548787 

47  —0,892925 

48  —1,218065 

49  —1,517829 

50  -1,786617 

51  —2,019673 

52  —2,213128 

53  --2,364023 

54  —2,470314 

55  —2,530860 

56  -2,545390 

57  —2,514467 

58  —2,439430 

59  —2,322334 

60  —2,165876 

61  —1,973320 

62  —1,748414 

63  —1,495308 

64  —1,218467 

65  —0,922588 

66  —0,612516 

67  -0,293163 

68  +0,030566 


Orappensummen. 


^0-1 

(  1 ;  3  )  =  61  +ht'hh 1,66667 

(  4;  12)  =  64+  ...  +6,,  -  +1,162900 
(13;  25)  =  Ä|8+  ...  +^26  ==  —0,906945 
(26;  44)  -  &W+  .-  +  h*  -  +0,771063 
(45 ;  67)  -  ft46+  ...  +b„  -  --0,684080 
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XVII. 

Bemerkung  zu  der  Formel  für  das  Differential 
einer  Function  mehrerer  Variabein. 

Von 

R.  Hoppe. 


Hat  man  die  Riehtigkeit  der  Formel 

3Ax,y)-g&+|^ay  (1) 

onter  der  Einschränkang  bewiesen ,  dasa  die  2  Terme  znr  Rechten 
^eichee  Vorzeichen  haben,  so  folgt  daraus  leicht  ihre  allgemeine 
Geltang. 

Diesen  Weg  habe  ich  in  meinem  ,4^ehrb.  d.  Diferentialr/^  znr 
BegrOndnng  jener  Formel  gewählt,  d.  h.  ich  habe  nuter  der  Vor- 
anssetznng,  dass  f(x^  y)  nebst  seinen  partiellen  Differentialqnotienten 

1.  und  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  x  und  y  einzeln  stetig  ist,  erst 
anter  der  genannten.  BeschräukuDg  bewiesen,  dass  bei  gleichzeitigem 
Yerschwinden  von  u  und  v 

ist,  dann  das  beabsichtigte  Resultat  daraus  abgeleitet. 

Hierdurcfi  ist  die  Frage  umgangen,  ob  Ol.  (2)  ohne  Einschrän- 
kung gilt,  ob  also  die  rechte  Seite  von  Gl.  (1)  ein  Aequivalent  der 
linken  flir  beliebige  unendlich  kleine  %;,  dy  darstellt.  Im  Folgenden 
wird  diese  Frage  verneinend  entschieden  und  im  Gegenteil  der  Satz 
bewiesen: 

„Ist  f(%^  y)  nebst  seinen  partiellen  Differentialquotienten  1.  und 

2.  Ordnung  stetig  in  Bezug  auf  x  und  y  einzeln,  und  man  setzt 

Jlf- /-(«+«,  y+ü)-/-(a:,y);     iV  =  ^«+^t,;     K~ 

SO  kann,  bei  beliebigem  u  durch  Bestimmung  von  v,  lim  K  (far  gleich- 
zeitiges Verschwinden  von  u  und  v)  jeder  vorgegebenen  Grösse  gleich, 
auch  K  nach  Belieben  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  gemacht 
werden.^^ 

Beweis.    Nach  dem  taylor'schen  Satze,  angewandt  nach  dnante* 
auf  V  und  v,  Usst  sich  Jf  in  der  Form  M  ^^  hw^-kv^-mfl-^-Imo 
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4-^  darstellen,  wo  hu-^-hv  »  N  und  a,  h^  e  Mittelwerte  der  Fanc- 

tflf         02/  d'/* 

tionen   ^-^%*    ^^^  ^S^  ^^^^^   entsprechend  Mittelwerten   von  x, 

nnd  y  anf  dem  Wege  des  Wachsens  nm  «  und  v,  so  dass  a,  &,  c 
bei  Verschwinden  von  u  und  v  in  endliche  (oder  NalI-)Werte  a^ 
^0,  ^  stetig  abergehen. 

Durch  Bestimmung  von  v  kann  man  N'^uho  machen,  wo  w 
nach  freier  Verfftgung  unabhängig  von  u  oder  Function  davon  ist. 
Eliminirt  man  v  und  dividirt  die  Aosdrflcke  von  M  und  N^  so  er- 
hält man: 

,    ,   1  (     ,    ,  ttw — Ä  ,      /tiir— Ä\*l 

Ist  nun  to  endlich,  wq  sein  Grenzwert  bei  verschwindendem  u, 
und  u^  =  Wo"!"*'»  80  wird 


woraus 


"^^ i'OimÄ'-l)      ^       •'^  \     ^«(limÄ'-l)      +^r 


wo  r  eine  beliebige  mit  «  verschwindende  Grösse,  der  andere  Teil 
der  Klammer  nur  von  x  und  y  abhängig  ist.  Dieser  Wert  entspricht 
jedem  endlichen  und  unendlich  kleinen  K  mit  der  Ausnahme 
limK^  1.  Um  K  unendlich  gross  zu  erhalten,  braucht  man  nur 
t^o  —  0,  also  V  =  ru*  zu  setzen.  Den  Fall  lim  IT  =  1  erhält  man 
nach  Gl.  (3),  wenn  man  w  unendlich  gross,  dagegen  wo  nicht  un- 
endlich gross  nimmt. 

Um  mit  der  Berechnung,  welche  zum  Beweise  des  angestellten 
Satzes  gedient  hat,  die  geometrische  Darstellung  zu  verbinden,  sei  F 
ein  Punkt  der  Fläche  »  —  /*(»,  y),  femer  E  die  BerOhrnngsebeae  der 
Flächein  diesem  Punkte,  und  F  die  Ebene,  welche  parallel  der  xy  Ebene 
durch  P  geht  E  und  F  schneiden  sich  in  der  Geraden  T,  Da 
T  Tangente  der  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  letzterer  eine  Gurve 
8  ziehen,  welche  7  in  P  berührt  Auf  S  liege  der  Nachbarpunkt 
Q  von  /*,  dessen  Coordinaten  «+**»  Ifh^^  /(«+»»y+t')  seien, 
wodurch  u,  v  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  definirt  sind.  Man  fäUe 
das  Lot  QR  auf  F,  welches  E  in  L  trifft.    Dann  ist  die  Strecke 

RQ  -  fdc+u,  y+  t;)-/(r,  y)  -  Jf 

Beide  Strecken  sind  zufolge  der  2  genannten  BerOhrungen  un- 
endlich klein  mindestens  2.  Ordnung.  Den  Wert  ihres  Quotienten 
ergibt  die  obige  Rechnung. 
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Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetis 
nach  Herrn  Gyid^n's  Theorie. 


Von 

Victor  Weilmaiin. 


Die  Yorliegenden  Blätter  behandeln  die  intermediäre  Bahn  des 
Planeten  (17)  Thetis  nnter  dem  Einflasse  der  Anziehung  der  Sonne 
und  des  Jupiter  nnd  bezwecken  eine  erste  Annfthemng  der  von 
Thetis  beschriebenen  Bahn  darzustellen,  während  eine  eingehendere 
Behandlang  des  Problems  ~~  die  Bestimmung  der  absoluten  Bahn 
—  einer  späteren  Untersuchung  vorbehalten  bleibt  —  Zu  dieser 
Arbeit  veranlasst  wurde  ich  durch  Herrn  Gyldön,  welcher  die  Freund- 
lichkeit hatte,  mich  in  seine  Theorie  des  Drei-Eörper-Problems  ein- 
zufahren, sowie  mich  bei  Herstellung  der  folgenden  Blätter  durch 
seinen  Bat  zu  unterstfltzen ,  wofür  ich  ihm  auch  an  dieser  Stelle 
meinen  herzlichsten  Dank  auszusprechen  mich  veranlasst  fQhle. 

Die  Vorzüge  der  Gyld^n'schen  Theorie  >)  vor  der  Methode  der 
Variation  liegen  auf  der  Hand.  Zwar  reicht  die  letztere  hin,  inner- 
halb eines  beschränkten  Zeitraumes  die  Oerter  der  Planeten  mit  hin- 


1)  lieber  dieselbe  ■. 

H.  Gyld^o,   UndersGkningar   af  Theorien   för    himlakropparnaB   rOrelser. 

Bitrag  tili  K.  Svenska  Vet-Akad.    Handlinger.    Bd.  V— VII. 

„  Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes.     Acta  mathematica,    7:  S. 

n  Üntersachnngen   über   die   Convergens   der  Reihen,    welche  cur 

Darstellviig   der  Goordinaten    der  Planeten   angewendet  werden« 

Acta  mathematica.    9:  3. 


Anh.  d.  lUth.  n.  Phii.    2.  Beihe,  T.  VL  83 
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reichender  Genaaigkeit  darzastelleo,  aber  die  AnsdrQcke,  welche  zur 
Angabe  der  Coordinaten  dienen,  enthalten  die  Zeit  explicit  and 
versagen  somit  ihren  Dienst,  wenn  t  eine  gewisse  Grenze  aber- 
schreitet, auch  ist  klar,  dass  Entwickelangen  dieser  Art,  welche  f&r 
grössere  Werte  von  t  divergiren,  der  I^atur  der  Sache  —  unter  Vor 
anssetzang  der  Stabilität  des  Planetensystems  —  nicht  entsprechen 
können.  Diese  Uebelstände  werden  nun  durch  Herrn  Gyld^n's 
Theorie  vollständig  vermieden.  Die  Reihen,  welche  in  der  absoluten 
Bahn  die  Coordinaten  des  gestörten  Planeten  angeben,  enthalten  die 
Zeit  nur  innerhalb  des  Winkelarguments  und  können  somit  für  keinen 
Wert  von  t  aufhören  convergirt  zu  sein. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  den  Unterschied  zwischen 
absoluter  und  intermediärer  Bahn  statthaben. 

Die  bei  der  intermediären  Bahn  auftretenden  Differentialglei- 
chungen enthalten  Glieder  von  der  Form 

wo  «r  und  a  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse  sind. 
Das  Integral  erhält  die  Form 

i=-Z^COB(ünV+B) 

und  hier  sind  die  einzelnen  Glieder  durch  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse  dividirt,  und  erscheinen  also  als  sehr 
gross  —  als  hyperelementär.     Zwar  heben  sich  die  grossen  Werte 


P   Harzer,   Quelques  remarques   sur  nn  cas  special  du  probleme  des  trois 

Corps.  —  Astron  omiska  iaktUgelser  och  nndersOkniogar  ansULlda 

pä  Stoclcholms  Obser? atoriom. 
„  Untersnchnogen   über    einen   specteilen  Fall   des    Problems  der 

drei  Körper.     M^moires  de  l'acad^mie  imperiale  des  scicnces  de 

St.-P^tersbourg.     T.  XXXIV.     Nr.  12. 
A.  Shdanow,  Becherches  sur  le  mouyement  de  la  Inne  aulour  de  la  terre 

d'apr^    la   th^orie   de    M.   Gjld^n.      Astronomtska   iakttagelser 

etc.     1 885. 
Mn.  Brendel,   üeber   einige    in  neuerer  Zeit  angewandte  Formen  ft&r  die 

Differentialgleichungen  im  Problem  der  3  Körper.     Astr.  Nachr. 

Bd.  116. 
K.  Bohlin,  Gm  en  grnpp  af  differentialequationer.  hvilkas  lolation  medför 

s.  k.  smä  diTisorer.     ÖWersigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens 

Förhandlingar.     1887.     Nr.  5.     Stockholm. 
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in  der  Siiinme  der  einzelnen  Olieder  fort,  das  Resultat  ist  aber,  da 
es,  selbst  eine  kleine  2^hl,  die  Differenz  grosser  Zahlen  ist,  nicht 
genau  zu  bestimmen.  Man  muss  sich  deshalb  bei  der  intermediären 
Bahn  mit  Reihen-Entwickelangen  behelfen,  welche  nach  Potenzen  von 
oif  fortschreiten.  In  der  absolnten  Bahn  vermeidet  Herr  Oyld^n  der- 
artige Glieder  nun  vollständig,  und  zwar  dadurch,  dass  er  die  pag.  4) 
auftretende  GrOsse  c  als  variabel  annimmt  —  In  den  folgenden 
Bl&ttem  werde  ich  mich,  wie  schon  bemerkt,  auf  eine  Behandlung 
der  intermediären  Bahn  beschränken  und  habe  es,  in  Anbetracht 
der  verhältnissm&ssigen  Neuheit  der  Gyld^n'schen  Theorie,  nicht  für 
unnQtzlich  gehalten,  auf  die  analytische  Entwicklung  der  Bahn- 
gleichungen des  näheren  einzugehen. 


I. 

Die  Bedingung,  welche  eine  intermediäre  Bahn  erfüllen  soll,  ist 
dass  sie  sich  der  wahren  Bahn  des  Planeten  nächst  möglich  an- 
schmiegt, so  dass  die  Abweichungen,  welche  als  Störungen  der  inter- 
mediären Bahn  zu  betrachten  sind,  stets  sehr  kleine  Grossen  bleiben 
—  eine  Bedingung,  welcher  die  Ellipse  in  vielen  Fällen  bekanndich 
nicht  genügt 

Es  sollen  also  die  Goordinaten  der  intermediären  Bahn,  or^,  y«» 
den  Goordinaten  der  wahren  Bahn,  o;,  y,  nahezu  gleich  sein,  d.  h. 

xo^xa  +  if,)    \ 

wo  yF  eine  Function  ist,  die  stets  sehr  klein  bleibt  und  als  Störung 
der  intermediären  Goordinaten  aufzufassen  ist. 

Demnach  hat  man  auch  für  die  radii  vectores 

ro  =  yV+V- *•(!  +  *)  (2) 

und,  wenn  v  die  wahre  Länge  des  gestörten  Körpers  in  seiner  Bahn 
bezeichnet 

05   =  r  cos  V  y  =  r  sin  V 

*o  ""  roCOSt?  yo  =  roSin» 

Sei  nun  die  Masse  der  Sonne  =  1 ,   die  des   störenden  Körpers 
(Jupiter)  —  3f;  die  des  gestörten  Körpers  ((17)  Thetis)  —  n»,  und  sei 

,i,-?(l+m) 
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WO  I*  die  Oaofis'sche  Gonstante  bezeichnet»  so  ist  die  Bewegimg  des 
gestörten  Körpers  innerhalb  seiner  Bahnebene  gegeben  dnrch  die 
bekannten  Gleichongen 

d^x   ^^  fijX       dSl 

^  ,   f*iy      Sä 
A«  ■*■  r«    ""  ay 

WO  Ä  =  f»'  (    .  ,  }  —  ^4r^l     ist,   und   die   mit 

einem  Strich  versehenen  Bachstaben  für  den  störenden  Körper  gelten. 

Führt  man  statt  der  Zeit  eine  neue  Variable,   die  „redncirte 
Zeit^',  T,  ein,  durch  die  Gleichung 

wo  8  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  ^  ist,  and  ersetxt  in 
den  obigen  Bewegnngs-Gleichungen  x,  y,  r,  <  dnrch  xq^  ^q^  r^,  t,  so 
findet  man 

(4) 
d%*       1+S  dz  dt  \       dx^  ■*■  ^^      ro«     '^  1+8  dr  dt]  1+^ 

""(1+Vrj5  dx 

d^  1      ^^    .    (      ^   .        (1+^)«  1     d8dtf,)     t^ 

dx*       1+8  dt  dt  "*"  l      dt*  "^  '^^      V     "^  1+Ä  4t  rfT  )  1-f^ 
_(l+5)«  8Ä 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  Vo  ^^^  ^o  ^^^  ^^^' 
trahirt  die  erste  von  der  zweiten,  so  wird 

rf*yo  rf*«6  1     d8/     dpQ  daJo\ 

'^'d?^^'~d?''l+Sd^V'd^^^^di') 

(1+8)*  (    8Ä  3Ä\ 

(i+s)V  aÄ      aÄ\ 

(1+/S)«  aÄ 
"(i+v^)*  a» 
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Wenn  man  sich  nun  der  Relation 

dpQ  dx^  dv 

erinnert)  so  erhält  man  als  Integral  der  obigen  Gleichung 

Nun  setzt  man 

v^vq+%  (6) 

und  bestimmt  v^^   —   dem   Keppler'schen  Gesetz  entsprechend   — 

durch  die  Gleichung 

dv^      Vc 

dann  wird  nach  Gl.  (6) 

also  nach  Gl.  (5)  • 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt 

Die  Glieder  der  rechten  Seite  teilt  man  nun  in  zwei  Gruppen, 
deren  eine  man  dazu  benutzt,  die  intermediäre  Bahn  zu  bestimmen, 
während  die  zweite  Gruppe  zur  Bestimmung  der  Störungen  der  inter- 
mediären Bahn  dient;  man  setzt  also 

r*  dSl 

(l+S)--^  =  (l+S)Qo+Qt  (A) 

—  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Qo  ^^^  Qu  ^s  Glieder  der  Stö- 
mngsfunction,  you  der  Ordnung  der  Masse  des  störenden  Körpers 
Bind,  also  in  höheren  Potenzen  vernachlässigt  werden  können  — 
und  erhält  so 


oder 
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Zar  Besümmang  der  intermediären  Länge  verwendet  man  nun  nur 
das  erste  Glied,  Qoi  und  hat  also : 

§.-4.  ■  « 

wonach  man  znr  Bestimmung  der  Störungen  zurückbehält 


Oder,  mit  Yemachlässignng  der  Producte  /S'Qq  und  SQi 


(8) 


d8 


■;[i+g+2.a.=.-a. 


Ersetzt  man  Qo  durch  ^^  so  wird 
und  das  Integral  dieser  Oleichung  ist 

Zar  Bestimmang  des  intermediären  radins  vector  moltiplicirt  man 
die  Gin.  (4)  resp.  mit  «v,  and  ^o  nnd  addirt  sie,  bo  wird 

,jViL(       ^.        (1+g)»  1      dßdtl,) 

"T'l+V  \       d«*  "**  ''^      ro»      "*"  1+5  dt  dr  j 
(1+S)V      aÄ         8ä\ 

"(!+♦)»  V*  a« +*''¥/ 
(1+5)«   aÄ 

~(l+^)«'"    dr 
Non  ist  aber 
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Mithin  wird  aas  der  vorhergehenden  Gleichung 

r't^       ,t(^y  1      dS       dr^  rp' 

'•dt»       '«  W       1 +Ä  57'Oä  +  1+^  X 

^  \  —  dr»  "•"  »*»     ro»      ■*"  1+S  dt  dr  j 
(1+5)»      SÄ 

"  d-H»)»  •■  ar 

Ersetzt  man  hierin  v  durch  «q+X  »»d  t  durch  v,  gemftss  den  Formeln 


80  erh&lt  man 


_i(ä_ 


d»o* 


^J'+?+&)l 


<2 


1       €«5 


,     1    da   ^y  ,     V    (    ^.„(1+«'    

oder,  da 

dtff y«  d^ 

d^^f         e   d!^ilf    .    2c     d^f       yr^J 

5r*  ""  r/  dvQ^  •   ro*    dvQ      dvQ  ^ 

"*;?^       roV^^doo^\d»Ji^l+Sdvo    dn   ^0 


(1+S)* 
(10) 


Digitized  by 


Google 


360  fr«//maMii:  DU  inUrmdätr*  Bai» 

_(i+£0.»L»aa 

-    1+1»;    c    8r  "^^"^ 

Diese  Gleichnng  moltiplicirt  man  mit  einem  Factor,  o,  —  wel- 
chen man  mit  der  mittleren  Entfernung  des  geetSrten  Kippers  iden- 
tifidren  kann  — ,  nnd  teilt  sie  dann,  ganz  analog  dem  froheren 
Verfahren,  wieder  in  zwei  Gruppen,  durch  die  Definitions-Oleichong 


ar' 


»8Ä 


--^'Po■\-P^  (B) 

wonach  man  wieder  nur  das  erste  Glied,  Pq,  znr  Bestimmung  des 
intermediären  radius  vector  verwendet,  das  zweite  Glied ,  Pj,  zur 
Bestimmung  seiner  Störungen.  Lässt  man  femer  aus  der  Gleichung 
far  den  radius  vector  diejenigen  Glieder  fort,  welche  von  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  auf  Q,  S  und  ^  sind,  so  erhfilt  man 


Po  (11) 

Nun  ersetzt  man  den  radius  vector,  tq,  durch  eine  neue  Variable, 
^01  indem  man  setzt 

-» -  rfs  ^^^> 

c 

so  wird 

Es   sei  noch  bemerkt,   dass  Gl.  (12)  mit  der  Gleichung  der 
Ellipse  identisch  wird,  wenn  po  "~  ^  ^^^  ^^' 

Zur  Bestimmung  der  Störungen  des  radius  vector  beh&It  man 
dann  aus  Gl.  (10)  die  Gleichung  zurück 


G) 


'0 


-TTst  S  -  -(l+^V„P,-(2^S»-t)r,Po 
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Ersetzt  man  ^  durch 

8o  wird  nach  einigen  Transformationen 

dvo*  ^y-^'^dvo^  \dvoJ  r  1  +s  «'«'0  <*"• 


^(}) 


=  -  P,-(2S+S>)(Po4-Pi)  (U) 

Die  Bedentnng  von  S  ersieht  man  aas  folgender  Betrachtong. 

Es  war 

-      -üi-  —     ^       1 
i+^-i+foi-H» 

^       a  1+Qo 

Mifhin 

o^ 1  gf* 

^"•"I  +  Po^ 
oder,  wenn  man 

setzt» 

Es  ist  also  lii  die  Grdsse,  welche  za  der,  in  der  intermediären 
Bahn  auftretenden  Function  ^o  zngefttgt  werden  mnss,  um  die  ana- 
loge Function  ^o  ^  die  wahre  Bahn  zu  erhalten. 

Die  Gleichungen  (7),  (12)  und  (13)  geben  die  Gleichung  der 
intermediären  Bahn  in  Polar-Coordinaten,  während  die  Gleichungen 
(9)  und  (14)  die  als  Störungen  au&ufassende  —  Abweichung  der 
intermediären  und  wahren  Bahn  aufiBtellen.^) 


IL 

Entwickelt  man  die  Störungsfnnction  nach  Herrn  Oyldins  Me- 
thode nach  Vielfachen  des  Winkels  H  zwischen  den  radii  yectores  des 
störenden  und  gestörten  Körpers,  so  findet  man: 


9)  Qyld^,  ünderfökningar  n,  p.  18.  u.  f. 
HAner,*Unteniichniigen  p«  35.  il  f. 
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Ä  «  22;'2:-SÄ(H,r,«')  Q^ g'*' cosnH  (C) 

ö  &r  "  ^  +1+5  "•  ^^  -2;2;Q(h,m')  ^*^^  -^  — ST"  ^^ 

Hier  bedeuten  «^n.m),  Pin^r^')^  Q{n,r^)  namerische  CoQstanten, 
welche  ans  dem  YerhältnisB  der  mittleren  Geschwindigkeiten  des 
störenden  nnd  des  gestörten  Körpers  abgeleitet  werden  nnd  später- 
hin angegeben  werden. 

^0  ist  die  durch  Ol.  (12)  gegebene  Function,  po'  dieselbe  Func- 
tion fEtr  den  störenden  Körper,  von  welcher  wir  hier  jedoch  nur  das 
erste  Glied  mitzunehmen  brauchen  und  setzen  können 

Po'  -  x'cos[(l-ff')V-^']  (15) 

wo  %'  die  Excentricit&t  der  Jupiters-Bahn  bedeutet,  g'v^  die  Be- 
wegung ihrer  Apsidenlinie  und  F'  die  Länge  seines  Perihels. 

Für  den  Winkel  H  hat  man  unter  Vernachlässigung  der  Qua- 
drate der  Neigung 

wo  %'  die  den  %  analoge  Function  fOr  Jupiter  ist.  Bei  der  nach- 
folgenden Bestimmung  von  Qq  können  in  erster  Annäherung  %  und  x' 
fortgelassen  werden,  während   bei  der  späteren  Bestimmung  von 

T^  die  Function  %  wieder  in  obigen  Ausdruck  eingeführt  wird.  Wir 

haben  also  zunächst 

H  '^  Vq Vq  . 

In  diesem  Ausdrucke  muss  nun  vq'  durch  vq  ersetzt  werden. 

Bezeichnet  man  die  mittlere  Bewegung  des  gestörten  Körpers 
mit  n,  diejenige  des  störenden  mit  n'  und  setzt 

n' 

nennt  man  femer  die  mittleren  Längen  beider  Himmelskörper  zu 
einer  bestimmten  Epoche  A  und  A\  so  wird 

wo  G  eine  kleine  Grösse  ist,  welche  von  den  Bahn-Exentricitäten 
abhängt.    Dieselbe  vrird  folgender  Weise  bestimmt        « 
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Nach  Ol.  (6:1)  ist 

oder,  da  man  anter  Yernachlässignng  der  Stdnmgsglieder  ^  and  S 
die  wahre  Zeit  i  statt  der  redacirten  setzen  kann: 

<^Po      Vc 

and  da 

<?  — fi^afi     and    V  —  ^j^p^    ist: 

Mnltiplicirt  man  beide  Seiten  mit  /,  so  wird,  da  Vfi]  —  f/l+m  ist, 


Ganz  analog  wird  fflr  den  störenden  Körper 


nnd  dorch  Division 


^'  -  u  C?^7  /"tt^i! 


Bestimmt  man  nan  die  willkarliche  Gonstante  ft  so,  dass  ^  —  1  wird, 
ond  entwickelt  nach  Potenzen  von  qq  nnd  ^0',  so  erhält  man 

and  endlich  dorch  Integration 

Diese,  von  der  Excentricität  abhängige  Differenz  ist  also  die  oben 
mit  G  bezeichnete  Fnnction,  and  man  hat  demnach 


nnd 
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Indem  man  den  Taylor'schen  Lehrsatz  anwendet,  findet  man 
co8nJBr=  co8[wo(l— f*)— «(-^'—f*-^] 

+ (16) 

und  ferner 

— gj; —  —  —  n8m[n»o(l— i*)— «(^  — f*^)] 

-2n«  U    /  ^o'<^»o'— f*    /  ^o<^o)  8in[fiüo(l-^)— «(-^'— f*4 
+ (17) 

Durch  die  Oln.  (C),  (D),  (£),  (16)  (17)  sind  die  Oomponent^  der 
Stömngsfanction  bestimmt. 

Die  Gin.  (C),  (D),  (E)  enthalten  nun  zwar  unendlich  viele  Glie- 
der, aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  derselben  —  welche  Herr 
Gyld^n  elementare  oder  charakteristische  Glieder  nennt  —  werden 
durch  die  Integrale  so  gross,  dass  sie  bei  Aufstellung  der  inter- 
mediären Bahn  berücksichtigt  werden  mQssen,  und  nur  diese  Glieder 
werden  zur  Bildung  von  Pq,  resp.  Qq,  verwandt 

Beobachtet  man  also,  aus  der  dreifachen  Summe  nur  die  Glied«* 

mitzunehmen,  welche  durch  die  Integration  gross  werden,  so  folgen 

aus  den  Gin.  (7)  und  (13),  indem  man  zugleich  das  Quadrat  von 

dt 

j^  vernachlässigt,  die  Gleichungen: 


gi-2Z'i2;Q(„...,0(te-,o'»'^^  (18) 


m. 

Es  ist  Dan  zan&chst  zu  nnterBschen,  welche  Glieder  in  Gl.  (19) 
durch  die  Integration  gross  werden. 
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Die  OleichuDg  ist  von  der  Form 

^+(i+ft^  =  rco8(«ro-c)+... 

wo  ß  eine  kleine  Orösse  ist. 

Das  zweite  Integral  dieser  Gleichong  hat  die  Form 

^  —  lfC08(«Wo  —  ^)  +  ••• 

Um  If  zu  bestimmen  differentiirt  man  dies  zweimal  and  erhftlt,  wenn 
man  noch  a  —  1  — a  setzt: 

^,  =  -lf(l  +  a)«C0S((l +  0)1.0 -C)   +   ... 

woraus,  in  Yerbindnng  mit  den  obigen  beiden  Relationen,  folgt 

y 


M  = 


2tf— <j«4-/J 


Ifithin  wird  M,  und  damit  poi  g^^SB  werden,  wenn  a  klein  ist,  d.  h.  wenn 
die  Argumente  der  rechter  Hand  stehenden  Sinns,  resp.  Cosinus  die 
Form  haben 

wo  0  eine  kleine  Grösse  bedeutet 

Die  Glieder  in  der  dreifachen  Summe  der  Gl.  (19)  haben  nun, 
wenn  man  zunächst  nur  die  ersten  Potenzen  von  ^o  ^^^  Qo  ^^  ^- 
tracht  zieht,  die  Form 

apocos[wo(l  — f*)+^i] 
resp. 

a  Vcos  [nt?o(l  —  f») + Cj] 

Femer  hat  ^o'  ^^^  Form 

Ä'cos[(l~s')V+I>]  =  k[(l^g')iiv^+D^ 

und  ebenso  hat  ^O)  wenigstens  in  seinem  Hauptgliede,  die  Form 

h.cosl{l-g}vo+E] 

Mithin  erhalten  die  zu  untersuchenden  Glieder  die  Form 

aJbco8[«i.o(l-f»)+^i]cos[(l— j)t;p+JS]  (I) 

oder 

a'ib'cos[nt»o(l-|^)  +  Cjcos[(l  ''g')iiVQ+D']  (H) 

Erinnert  man  sich  nnn  der  Relation 


Digitized  by 


Google 


366  Wellmann:  DU  intermediäre  Bahn 

cosacoB/J  -«  ico8(a  +  /3)+icos(a  -ß) 

80  sieht  man,  dass  die  Glieder  die  Form  annehmen 

ia*C08[i;o[(l-s)  +  n(l-fi)]  +  (7i  +  i;]  (1) 

K*C08[t.oG(l-^')f»±«(l-^7]  +  C',±Z>]  Ol) 

Nun  sind  g  and  g'  —  die  Apsidenbewegungen  —  sehr  kleine 
Grössen ;  ferner  ist  in  unserem  Falle  —  bei  (17)  Thetls)  — •  f* 
nahezu  gleich  ^,  nämlich  fi  »  0.3277046.  Mithin  sieht  man,  dass 
der  Factor  von  vq  von  der  Form  (1  +  tf)  wird 

im  Falle   (I)  wenn  n  »  0    oder    n  -»  3  ist 
„      „      (11)     „      n  —  1        „      n  —  2    „ 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  der  Summenformel  der  Gl. 
(19)  folgende  Glieder 

— nio(?o+iaoo8ia[At;o-3i?]12/*  J  Qo^^q—^ow 

-2PioiC08K(l-f*)-^]po'-2PwiCOsK2(l-ft)-2^]^o' 

-2Pioo2f«inK(l-.^)-i^]y*Po'c?t.o 

— 2Pjoo4/ty  ^o'^'^oSinp^oCl-f*)— 2B]— 2P3ioCOs[avo— 3-B]^o 

wo  Ä  —  A'-^plA  und  l  •=  3(1— fi)  ist 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  der  Summenformel  der  Gl. 
(18)  die  grossen  Glieder,  und,  indem  man  dieselben  einmal  integrirt, 

dy 

erhält  man  als  die  Glieder,  welche  fttr  2^^    in  der    rechten   Seite 

Wo 

der  Gl.  (19)  eingesetzt  werden  müssen,  die  folgenden 

+12QjoO    /  COB[kVo—3B']dVoJßllgQdVQ 

--12Q8ioy  Min[A»o— 3-B]cit^o+^öwiy  8in^o(i--f*)—^]^'^«'o 

+8Qjoi  y  8in^o2(l— f*)-2i?]po'<'t?o— ^Qioo  ycosKCl—f*)— ^]rf«^o 

Xy  2^^o'<^t;o-4ftQwoy  cos[t;o2(l-i*)-2^]rft;oy  Sfi^o'^^o 
und  fUr  das  linkerseits  stehende  Glied 

— 12Qaoo  JBin  [Ivq  —  3B]  dv^ 
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Setzt  man  dies  in  Gl.  (19)  ein,  und  schafft  die  ölieder,  welche 
^  enthalten,  auf  die  linke  Seite,  so  erh&lt  man 

^  +  jl+i'oio+(2-PMa+i  1-  Q«,o)co8[it.«-3ü]}  «^ 

— PjooSJn[At>o— 3B]12|*  /  ^»0 

=  -Pooo  -2AoiCOs[v,(l  -(*)-£]()o'=2P«ttCOsK2(l-<*)-2Ä]po' 
— 2P,«^in[vo(l-|»)-B]2|»y^'d»o 

-2P^sin[«o2(l-^)-2Ä]4,»yjo'«'«'o 

-KQioiy  8in[»o(l -»i)-B] jo''i«'o+8Q»oi/^«n[«'o2(l-j») -2B]po'dt-o 

—4^QiooJcot{vo(l-i^)—B}dvoj2tLft'dvo 

— 4öiooy*cos[eo2(l-f»)-2Ä]d»o  J^Qfm^'dv^  (19,) 


lY. 

Die  Glieder,  welche  ()o  anter  dem  Integralzeichen  enthalten, 
mnssen  nun  derart  transformirt  werden ,  dass  po  ^^  ausserhalb  des 
Integralzeichens  vorkommt. 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  der  Gl.  (19)  mit  TK„  so  ist 

„ L_^._5l_ 

<?•-      l+Poio'iV'"l+i'oio-* 

plas  einer  Anzahl  von  Oliedern ,  welche  mit  der  Masse  moltiplicirt 
sind;  diese  kann  man  jedoch  in  folgender  Betrachtung  fortlassen, 
da  die  zu  trausfonnirenden  Glieder  ebenfalls  mit  der  Masse  multi- 
plicirt  sind,  also  der  durch  obige  Fortlassung  entstehende  Fehler 
Ton  der  Ordnung  des  Quadrats  von  der  Masse  ist.    Mithin  wird 

~  l+i'oio  <^^  ^  i+PoioJ  ^''"' 
Femer 
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1  i       /» 

—  —  j^::^c08[i»o— 3B]^+jq;^y  H^in^lva-SB^dv 

Endlich 

il^o  (S'i-tH-SBD-lpoCoOf.-S^] 

Mithin 

(i^-ioio-Dy^ffosinCifo-S^^o  -  ^°  8in[it.o-3Ä] 

— lpo«>8[it»o— 8fi]—  /  ir,8in[i»o— 3B]<It>o 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gl.  (19i)  ein,  so  erhält  man 

WO  %  =  i*  — Poio— -1  ist. 

In  diesem  Ansdrack  mnss  man  nun  den  ersten  Differential- 
qnotienten  verschwinden  maclien;  zu  diesem  Zwecke  führt  man  eine 
neae  Variable,  JE7,  ein  dnrch  die  OleichuDg 

Po  -=•  E9(Vo) 

dE 
WO  9(«o)  80  zu  bestimmen  ist,  dass  der  Goefficient  von  —    zn    null 

wird.    Es  ist 
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d»(^,       d«£  rfjg  rfyfa)  rfVfa) 

Schreibt  man  nnn  61.  (20)  ia  der  Form 

Qod  setzt  man  hierin  obige  Werte  ein,  so  erhält  man 

4-^'8in(At;o-3Ä)^^ii;  +  ^"£<pK)  -  ^i 
Unserer  Fordemng  gemäss  soll  sein 

2  ^^^  +  ^  sinfAro  -3//)<pK)  -  0 
oder 

d.  h. 

Man  hat  also  zn  setzen 

^' 

^7  co8(Avo  SB) 

Fflbrt  man  dies  in  61.  (20)  ein,  so  erhält  man 
S  +  il-ft;-?co8(H-3Ä))£=  -T^ ^ +  Tr,    (21) 

wo  die  znr  Abkürzung  eingeführten  Buchstaben   folgende  Bedeatang 
haben 


—  -^010 


-»io-ri:i;iQ«oo+— ^^aoo-— «.,0-     ^ 


If-  --2i'«,+  r^Q«K>+,-^;=P.o.-^:^*Q.,«-^Q«« 


Arelu  d.  Math.  u.  Phj».    2.  Reih«,  T.  TL  24 
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K Aoo-2PioiC08[f;o(l-f*)-2?]vo'-2PjK)iCOß[t;o2(l— f»)-2B]po' 

--4P,oo8m[t?o(l-f*) —2?>y  Qo'dvo 

+8Q^,y  sinK2(l  -f»)-22?]po'rft;o 
— 8|*Qioo  /  cos[yo{l-'ii)—B]dvoJ  Qo^^o 
— 32A*Q8ooy  C08[t;o2(l— fi) -2JB]rft;o   /  Qo*dvo 

TT,  «  £  ^  sm^CAvo  -32?] 


12^^850   I         72fiX  12 

1+^10  "^  i?oU+Aio)  ^^     i?o 


V. 


Behufs  Integration  obiger  Gleichung  setze  man 


810 


;i„^-.3B«=  2^7^«  — 1800 


wo  K  ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ist,  dessen 
Modul  vorl&nfig  noch  unbestimmt  bleibt,  so  wird 

WO 

w^^, — ^ +w, 

2j^co8(ioo  — 3^) 

gesetzt  worden  ist. 

Betrachtet  man  nun  die  Relation 

-(Ä)V-.)*{r!:^coB4ä«+i-5^cos6,4.  +  ...} 
und  bestimmt  q  ans  der  Gleichung 
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_  ^-(1-4«) 
«  -"Ip- 
so erhftlt  man 

^+  [t»co82*m«+-^  (l-ft)-*«ro«Jfi 

Nun  ist  q  von  der  Ordnung  der  Masse ,  mithin  der  Factor  von  E 
anf  der  rechten  Seite  von  der  zweiten  Ordnung  und  daher  zu  ver* 
nachlässigen.    Mithin  erhält  man,  wenn  man  noch  setzt 


w  „  -^, 


-^1—  (l-/»o)  -  ** A®  =  1  -  *»  sn»  »•»  (21,) 

wo  i—-^—i  ist: 

-^  -  [2ifc«sn«a:-l-ifc«+fc«sn«.«]J5  =  "^r^*^+  '  '  •'  <^) 

Dies  ist  die  von  Herrn  Hermite  ^)  angewandte  Form  der  Lam6*schen 
Differentialgleichung,  deren  Integral  das  folgende  ist 

^"^^       «(«)      ^  +^»      «(x)      ^  ^^^> 

Hier  bedeuten  Cj  und  Q  Integrationsconstanten ,  6(a;)  die  bekannte 
Jacobrsche  Thetafnnction  und 

Man  setze  nun 

wo  V  eine  reelle  positive  Zahl  bedeutet. 


l)  Hermite,  Sar  quelques  applications  dea  fonctions  elliptiqaes.     Comptes 
reBdu«    1877.     2«  lemestre« 

24* 
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Da 

war,  wird  also 

|g?>a,-.(v-i)((l-^H-ir+f) 

Ferner  ersetze  man  C^  und  C,  durch  zwei  andere  Constanten,   % 
nnd  r,  gemäss  den  Gleichungen 


ff 


-  ;r^»     _,T+.•(v-i)(^'-^^-5)^-,•J(^'-^^ 


»    «         2K 

♦'S  —  9   4 

-*  Vq 


Mithin  wird  nach  61.  (23) 


^  Vq 

^.T+(v-i)(^-j)-W}i^ 

Nun  ist  die  Exponentialgrösse  in  der  oberen  Reihe  dieser  Gleichung 

C08[(v-i)(  (l-f*K-  r-H5)]+,8inC(v-i)(  (i-^)ro-r+}^)] 
diejenige  in  der  nnteren  Reihe 

cos[(v-})((l-/i)f;o-r-HB)]-Äin[(v-i)((l-f*K--r+l^)] 

Mithin  wird 

(24)     B{x)E  - 
n 

\r-      ^^ "  {^«+»-«»)  ■=  flC«-.«)} coB[(v-i)((l-^)t.o-r+}fi)] 
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Erinnert  man  sieb  nun  der  Entwicklung 

H(x)  =  2  V3{flin^~g«8in3^+...| 

Dod  der  Relationen  zwischen  den  trigonometrischen  Functionen  und 
der  Exponentialfanction,  so  findet  man 

n        (       .  »  n       .    ,  7t 


Mithin 


Gleicherweise  wird 

«2*     4-«     2ä"J 

8in[|(l-^)ro-}Ä] 
Setzt  man  schliesslich  diese  Werte  in  61.  (24)  ein,  so  wird 
§(«)£  -  i.co8[j<l-,tK-iÄ]co8[(v  -i)(l-f»)ro-r-HÄ] 

-«>inH<i-,K-i*l«i*»-«(i-i')<»-r+JB] 


|.-.-'i 


-  »C08[(l-J4)t.o-h<l-*»)fo-^ 


+»e     ^*co8[8(l-M)t.o-8ir-[(l-».)(H-lH-J3] 
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Setzt  man  nun 

^  -  l  +  2flC082^aj  ...  -  1-23C08[3(1  — /iK-SB] 
ein,  setzt  ferner 

fi— v(l  — fl)  —  ^ 

und  resnbstitairt  ^o  ^  ^j  ^^  erh&lt  man 

^coß[3(l-fi)f;o-3Ä] 
P0=xe  X 


Jc08[(l-rtüo--r][l-g« 


ff 


-co8[3(l-ft)t>o-3Ä-(l-cK— JTC«-«    "^    ] 

-«cosCsa-MK-Sfi-Ki-fH-J^] 

-gT  ^^"co8[6(l-,»K-6S-[(l-fK-r]]| 
oder,  da 

^  C08[8(l  -  (4H  -SB]  ^. 

«^*  -l+2^co8[3(l-^H-3S)+...    tat, 

-C08[H-3-B-[a-cH-^][9-«     ^"-ßj 

-coB[itv,-3B+Ki-f)»«-r]]  [«-£] 


-C08]2it>o-6fi-[(l-f)t.o  -r]]|^9«  S«  J'      ^'^^ 

Wie  man  ans  dem  ersten  Oliede,  C08[(l — ;)t>o  — T],  ersiebt,  ist  die 
Grosse  c«^  die  mittlere  Bewegung  der  Apsidenlinie. 


VI. 

Der  Aosdrack  in  6L  (25)  ist  nun  noch  unTollst&ndig,  weil  bei 
Heileitang  desselben  die  rechte  Seite  der  61.  (22)  TemaeblBMigt 
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wurde.    Diese  rechte  Seite,  unter  YernachlftSBigang  der  in  E  molti- 
plicirten  Glieder,  war 


(fJV.-TK 


nnd  die  Correction,  welche  in  Folge  dieses  Gliedes  an  den  in  Ol. 
(23)  gegebenen  Wert  Ton  E  anznbringen  ist,  wird 

1   n  Q((i)«e(ü»)  H(w+i«,) 

^•'  ~       k2K  JC'Ä^(.e»)ff,(.(»)e,(.«)       e(ie)       ^ 


»'(w)        r  »'(im) 


Wdv, 


'0 


±^  .        «(»~>  '  Wrft^o      (26) 


Fflr  W  erhält  man,  indem  man  pag.  (18)  die  Werte  fflr  ^o'  ^^^ 
fQ^dvQ  einfahrt,  nach  einigen  Bednctionen 

"^  -  (s)*^+2Ä,coß[l(-^(r>o-r'  -^g'B] 

+2Ä,coß[(l+«+/«(?'K+J^-s'^-3Ä]}     (27) 
wo 

^  ■=•  ""  -Pooo 

x'  x'  x' 

2A,  =  —  ^,01  «'+2P,oo  fz^  - 2Qioi  jfH^z+^Qioo  (i-^')(i-^ö 

«  =  l  —  3f» 
Ersetzt  man  in  61.  (27)  wieder  v^  durch  x  nnd  schreibt 

80  wird 
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Diesen  Wert  hat  man  in  61.  (26)  einzusetzen,  indem  man  zugleich 

n 
€lvQ  darch  -^dx  setzt.    Ferner  erh&lt  man  leicht 

S'jim)      4       «       i      «  »  «      i 

e(x)     «  «--^c  f«         -e  ^^ 

.-'Ä"-'i.+,(/*"H,-*-)...j 

Das  Glied  ^  werden  wir  später  berücksichtigen. 
Durch  Einsetzung  obiger  Werte  erhält  man 
ö'(»«)       f  e'(t«) 

2» 


+ s+i^ i+A,K..IJ 
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Das  Glied  in  ^  ist  dem  in  h^  analog,  nur  hat  man  a^  und  ß^  fttr 
ff|  und  ß^  zn  setzen,  and  es  bedeutet 

Der  Aasdrnck 

WdvQ 


B'{m)         r  9' (ig) 


ist  ganz  analog  gebaut ,  nur  entspricht  jedem  Glied  von   der  Form 
igx^tC  — %gx\iC 

he  in  obigem  Ausdruck  ein  Glied  von  der  Form  he 

Man  kann  demnach  fQr  ihre  Summe  setzen  cos(^a9-|-C) 

Nennt  man  femer  den  gemeinschaftlichen  Factor  in  Gl.  (26)  9 
Qfld  ersetzt  schliesslich  wieder  x  durch  tq,  so  erhält  man 

(28) 

cos[(X-l+fiff')t^o-(3-ff')^+^'] 


9K 


Nimmt  man  nun  das  oben  fortgelassene  Glied  mit  q  mit,  so  ver- 
Andem  sich  nur  die  Coefficienten  obiger  Cosinus  und  man  hat  zu 
dem  Factor 
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von  zu  addiren 


co8[(l-fi^>o--9'^-r']  —  (  hsi. 


COB[(A+l-flff>0-(3+ff' 


/-j?')"^  ff-f»ff'  y 


co8[(A-i+fiff'H-(3-ff')^+n    -[  ^^ 


9r 


Es  ist  nnn  noch  der  gemeinschaftliche  Factor 

2  _jr 6(0)»g(t(tt) 

^"7  2A^^'  ^(»a>)jyi(ia))öi(.a)^^ 

zn  bestimmen.    Mit  Hülfe  der  Relationen 

2V3e(0)8in(.^»ö))H=oo  /    7f      \ 


findet  man ') 


1)  Sholomow,  Rerherclies  etc.  png.  19. 
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2x1 


"ir(l-fl«-»)«""n  {l-g*-»)»-a»->«^ 

11=1  M=-l 


WO 

ff  ff 

gesetzt  ist,  oder,  indem  man  die  Prodacte  entwickelt 


2    n_l^ (l-q)^ 

'n2KK'    ff 


(29) 


e 


s"-r!-.+^.*"+r*') 


Schliesslich  kann  man  in  61.  (28)  ^(w)  ftr  E{(o)  setzen,  da  in  der 
Oleichnng 

das  zweite  Glied  vernachlässigt  werden  kann. 

Eine  weitere  Correction  ist  noch  dem  Integral  61.  (23)  zuzu- 
fügen, um  die  auf  der  rechten  Seite  der  61.  (22)  stehenden  Glieder, 
welche  mit  E  multiplicirt  sind. 


zu  berflcksichtigen.    Erwägt  man,  dass 

sin«[Aüo  -3B]  =}  (l-cos4^«) 
ist,  so  kann  man  hierfür  schreiben 
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Das  erste  Glied,  welches  nicht  mit  einem  Cosinns  multiplicirt  ist, 
beracksichtigt  man  nun  sehr  einfach  dadurch,  dass  man  es  auf  die 
linke  Seite  der  61.  (21)  und  zu  ß^  schlägt,  so  dass  man  also  nur 
statt  _ 

^0  =  •"  Aio 


zn  setzen  hat 


vt 


ßo"^  —  ^oto  —    g 


Das  mit  dem  Cosinus  multiplicirte  Qlied  giebt  als  Corroction 
von  E  ein  s&culäres  Glied-,  dasselbe  kann  man  jedoch,  wie  Herr 
Gyld6n  gezeigt  hat,  dadnrclr  verschwinden  lassen,  dass  man  o  nm 
eine  kleine  Grösse,  Ja>^  variirt.  Da  jedoch  in  unserem  Falle  J^ 
so  klein  wird,  dass  wir  es  vemachlftssigen  können,  soll  auf  seine 
Bestimmung  hier  nicht  n&her  eingegangen  werden ') 


VII 

Wir  kommen  nun  zur  numerischen  Berechnung  der  Apsiden- 
Bewegung  g  und  der  Function  ^o* 

Zunächst  findet  man  durch  Entwicklung  der  Störungsfancdon 
(pag.  9.  Gl.  D  und  £)  die  in  Gl.  (20)  auftretenden  Conatanten 
Fu.M.f  und  QiMf 

Otii  »6  7858956m 
Q^o       6.25745Ö6- 
Qioi       5  9084426 
Qj^      6.4537522 


-Pooo" 

-  5.8340370  ») 

Qioo" 

-  5.0286201 

■foio 

6.3963098m 

Qiot 

5.6616538 

^100 

5.5465697 

<2to« 

5.6303454 

Pun 

6.2094726 

<i«,i 

6.1404250 

iV» 

5.9799200 

<U 

5.2306291 

Aoi 

6.5243287 

(ino 

5.9506802, 

^aoo 

5.7423376 

Quo 

5.7525447« 

■P«io 

6.3901285« 

Qi« 

6.4044070» 

Demnach  erhUt  man  i 

dr  dass  Yerhftltniss  de 

n' 
»»  =  — 

-  9.5166893 

A-.3(l— f*)  =  0J045806 


1)  Vergl.  Gyld^n,  Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes,     pag.  158. 
Sholanow,  Recherches  etc.     pag.  30. 

2)  Simtliche  Zahlen  sind  Logarithmen. 
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ijo  =  A«  -  Poio  —  1  =  0.4865992 
Ferner  nach  den  Definitions-Gleichnngen  pag.  369) 

^  —  6.3963098  ß  «  7.3290798 

Ans  der  Gleichung 

q  » 

(pag.  371.)  findet  man 


« 4i* 


q  -  6.1178586 
Qod  ans  den  bekannten  Relationen 


*-*^«i(l+«)(l+«»)...J 

n  '  1  —5 

ib  -  8.6607613 


2K 

—  —  0.0002279 
n 

Setzt  man  nun  in  61.  (21i) 

1-A«8n».«  -  *,  (2^)*^^-^»> 
DBd  beachtet  die  Relation 


80  erh&lt  man: 

fc  =  6.3953287 

k^BH^im  *-  8.2428393 
Nnn  setze  man 

a  —  "iksnia  «-  9.1214196  (n.  imag.) 
n  n 

Bezeichnet  man  femer  e         — e  mit  x ,  so  besteht  die  Ent- 

wicklung 


^-fi* 


oder 


Ul-4»)-flx«+  (1-  ^»)>-58««  -  /  (^^ 
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*orau8  man  die  Reihe  erhalt 

_     0(1-«)'    2Jr(        tf*(l-g«)  /2g\«         ^ 
2V«(l+2)   »  r      4(1+«)*    \nj-  -, 

and  als  Näherangswert  von  x  findet 

xi  ->  0.7697264  (n.  imag) 
Setzt  man 

^    ^       g(l+g)» 
<*     (1— a»)»— «»V 
in  Gl,  (30)  ein,  also 

80  findet  man 

II  —  6.1179156 

and  die  zweite  N&herang  von  x 

a?,  =  0.7597617  (n.  mag.) 
und  damit 

e  »0.7460129  (imag) 

n 

«  - 1.4920258 

Wir  hatten  nun  (pag.  372.  und  374.)  gesetzt 

and 

s—  <»— »(1  -f») 

Benatzt  man  nna  die  Entwickinngen 

\(l-fl)»-«r«  +  (l-a»)»-5V+  •• ) 


»  ~     ''■l-«~l+9» 


80  findet  man 
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1(1 -g)»-^«  +  (r^28)rZ^«+  •••) 

Nach  dieser  Formel  ist  jedoch  g  nicht  genaa  zu  bestimmen^ 
weil  es  sehr  viel  kleiner  ist,  als  die  beiden  Werte  }^  and  i,  durch 
deren  Differenz  es  gebildet  wird;  man  benutzt  deshalb  die  Reihe 


dnw  —  -  s-s-  y       = 


n 


wonus,  unter  Berflcksichtigung,  dass  1  «  3(1  —  {*)  ist,  sofort  folgt 
0 -  lA+ift  ...  -  }«*+i+3(l-»»)  ^x»  X 

i        Ui-i) 


Addirt  man  diese  Gleichung  zn  obigem  Ansdmck  fttr  c,  so  fallen 
die  grossen  Glieder  fort,  und  es  wird 

Nach  dieser  Form  ergab  sich 

g  —  6.1501240 

Die  Function  ^o  ergiebt  sich  ans  den  Oln.  (25)  und  (28). 

Die  Grösse  %  (61.  (25))  ist  eine  Integrations-Constante,  welche, 
streng  genonunen,  ans  Beobachtungen  bestimmt  werden  mflsste.  Da 
dieselbe  jedoch  sehr  nahe  mit  der  Excentricität  der  elliptischen 
Bahn  zusammenifällt,  können  wir  sie  in  erster  Annfthemng  mit  dem 
Mittelwert  der  veränderlichen  Excentricit&t  identificiren  und  setzen 

X  »  9.1082931 

Dieselbe  Grösse  ist  für  Jupiter 
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%'  =  8.6835140 
nnd  dessen  Apsideo-Bewegang 

g'  -  5.53914 

Damit  findet  man  (vergl.  pag.  375)  und  377) ) 

Äo  «  5.83404h 

h^  —  4.52972» 

Ä,  -  5.67277„ 
ferner 

a^  «  9.9962180 

«,  —  0.0;'32973 
und 

fii  «  9.5961300 

fi,  —  0.2055516n 
womit  sich  ergiebt 

^o=[9.108291ö]cos[(l-ff)rö— r]+[8.26704!5]co8[(l-^ff>o-ff'i?-r'] 
+[7.6144949cos[At;o— 3B—  [( 1-5)1,0-- 1^] 
+[7.2993016]costH  -3/?-[(l  -/*?%  -  ff'^— r']  ] 
-[5.2244026]c08[At;o— 3B+[(l--ff)ro— r]] 

-[4.3868:09]cos[X«?o  -3i^+[(l  *  ^ff')<'ü— ^'-^--^1  ] 
-[3.73238]cos[2Xt;o— 6/?— [(l-ff)ro-r]]  -[5.8278775]  (31) 

Es  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  man  das  letzte  constanto 
Glied  fortschaffen  kann,  indem  man  in  Gl.  (12)  Zähler  und  Nenner 
durch  l-[5.8278775]  dividirt. 


VIII. 

Zur  Bestimmung  der  Variation  %  sind  nun  aus  Gl.  (18)  die- 
jenigen Glieder  auszusuchen,  welche  gross  werden  Durch  eine  ganz 
gleiche  Betrachtung,  wie  sie  in  III.  angestellt  wurde,  ersieht  man, 
dass  dies  solche  Glieder  sind,  welche  die  Form  haben 

-4  cos  (fco +  C) 

wo  d  eine  kleine  Grösse  ist. 

Solche  Argumente  treten,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nur 
in  solchen  Gliedern  auf,  welche  von  der  2ten,  4ten  Ordnung  in 
Bezug  auf  Qq  und  ^o'  Bind,  und  man  erhält,  wenn  man 
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+8»»*«ioo(/p«'A'o)(/M»o)} 

co82F{16|»Qno#o/«o'*o— 16|»<2»M»»'/w*>o— 32^QMo/eofo'<M 
-Hins  F{-6Q^p,«-108M«QMo(/*»Ato)«} 

Setit  man  fttr  ^'  und  ^  ihre  dnrch  die  Oln.  (15)  nnd  (il)  ge- 
gdwnen  Werte  ein,  und  äeht  die  trigonometrischen  Functionen  anf 
die  frfther  beschriebene  Weise  zasammen,  so  erhftlt  nuui 

.^=-«,sin[(J+2w')«'«+X-3iB+2r'] 

-«4Sln((d+ff4-MC>o+22-3Ä+r+r'] 

— «,8in[(«+2f)»o+3j— 8JB-|-2r]  (32) 

and  es  ist 

«1  -  V<i«t-  ^Qiu-»»*«'»Qmo+V«'«4Qioo+F»'«'«ioi 

n't' 

*4'       « '4 

27  27 


1)  Hier  sind  diejenigen  Glieder  fortgelaBsen ,  welche  nnr  t  oder  t'  als 
Fmdor  ron  v^  enthalten,  da  dieeelhen  dnrch  die  doppelte  Integration 
bjpereleBientir  werden  würden ;  ein  ümetand ,  der  rermieden  wird ,  wenn  man 
äkmt  Glieder  in  8  tdiligl,  nnd   also  all  SMVmngen    der  intennediiien  Bahn 


jMtu  «.  Malk.  m.  Vkj».   1  Bdke,  T.  YI.  25 

/Google 
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<H ^Qiu+V«'«««ioo+M«»«'Oiio+P»'»«Oioi 

+  |j!r^l»Q.«o-H'»,Ö|,o+16M*''«iÖ««-Hj'«.«'«..o 

«.-K'«Mo}(«i»-««*)QMO+27<'*(«5*-«i*)a»o+9»'(»M.-*i«.)Q«o 
27 

wo  »1,  »,  . . .  Xi  der  Reihe   nach  die  Coefficienten  der  vier  ersten 
Gosinns  in  OL  (31)  bedeuten,  nod 

«'-7i-T^7.        *i-,-^        «,---^.        ..-T-^ 


{i-i')(i^    *>~i-f    '»"1-Mf'    '«"i-a-c) 


Behufs  Integration  der  OL  (32)  entwickeln  wir  die  Cosinog  nach 
Potenzen  von  %^  wodurch,  unter  Yemachlässigang  des  Quadrats,  wird : 

^,+  (l>oX=*i  (83) 

<i>o=a,coB[(H-2f«ff'K-35+2r']+2fl,cos[(H-ff+f«^'K-3ii+r+r'] 

+[3a5C08[(a+2ri»«-3J8+2^ 
^1— -OjiSinC  „  ]-tf,8in[  „  ] 

~«sMn[  „  1 

Integrirt  man  zunächst  unter  Vernachlftssiguug  des  in  %  molti- 
plicirten  Gliedes,  so  erhält  man 

Setzt  man  diesen  Wert  in  <Po}(  ®ii^9   ^^^^  wieder  die  Winkel   za- 
sammen,  und  integrirt  von  neuem,  so  wird 
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WO 

a^  «  (2J4.ff4-3f*ff>o-6^+^4-8r' 
«6  -  (2^+3^+  Mff'H  -  6JB4-3r+  r 

. ^\ I  ?if8  /_!_  o-         3        \ 

^»  ""  2(i+g  +  (ig*)*^  {d  +  2t,gr 

Die  Eiosetzang  der  nainerischea  Werte  ergiebt 

a,  -  4 .  0390434h  (3+  2f»§')*  =  5 .  4562256 

a,  -  4.5119368h  («+ff+^ff')"  «  6.4628780 

«8  -  5 .  0503829  (6+  2^»  -  6 .  4694798 

ODd 

%  «  [8. 590903 l]sin[(a+2ff)»o—3B+2r] 
-[8 .0490588]8iD[(HH-/*«')»o-'3fr+r+r'] 
-[7. 5828178]8in[(d+2fi^>o-3fr+2r'] 
+[6 .  7558375]8iD[2Ka+2ffH-3i?4-2r}] 

wo  die  flbrigen  Glieder  ihrer  Kleinheit  wegen  fortgelassen  sind. 

Im  Maximum  wird  %  =  3^5'. 

Nachdem  %  gefanden,  könnte  man  eine  zweite  Näherung  far  ^ 
ableiten,  indem  man  den  Wert  von  %  in  die  Differentialgleichung  für 
^  einfahrt. 

Doch  soll  hieranf  an  dieser  Stelle  nicht  näher  eingegangen 
werden. 

26* 
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DL 

Durch  die  bisherigen  Betrachtangen  ist  die  Bewegang  des  Pla- 
neten in  seiner  momentanen  Bahnebene  bestimmt;  es  erftbrigt  noch 
die  Bewegang  der  Bahnebene  selber  zu  nntersachen. 

Ans  der  Bewegnngsgleichnng 

rf«a      ^«      SÄ 
dt*  +  r^    '^  da 

erh&lt  man  dnrch  Einführung  der  Breite  6,  s  =  rsinft  s=  r^ 

a^a,2drdj     /dV    M      da     c 

WO 

TT         '••»^  * 

17  ■=  -  -Q-    ist 
e     o» 

Ersetzt  man,  gem&ss  den  Gl.  (3)  und  (6t)  t  doreh  vo,  so  wird 

nnd  da 

ist,  erhftlt  man,  indem  man  «  durch  idnen  Wert  vq-I-x  ersetzt; 

+(i+s)«^^}ä-(i4-s)»i^-o 

Erinnert  man  sich  nun  der  Belationen 

r«  aß  r»<       r     .     ,       „/  1         1  \\ 

aa       ,  ,  11     i\ 

so  sieht  man,  dass 
(i+^^%-^i-<H-s)«tr=(i+5)«^'gJ^(jcosff-^) 
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18t  Wählt  man  nun  die  Bahnebene  Jupiters  als  Fundamental-Ebene 
80  wird    s'  —  0,  und  man  erh&lt 

+  (l+Ä)«^C08^g^J-0 
und  mit  Yemachlftssigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 

Ans  der  Entwickelung  der  Störungsfunction  ist  bekannt 

7  ff^"  ^^-S-SÄ-'eD'Po'-^cosnff  (F) 

Ihirch  eine,  der  in  in.  angestellten  analoge,  Ueberlegung  ersieht 
man  leicht,  dass  in  der  mit  )  mnltiplicirten  Kammer  (Gl  (35)  die- 
jenigen Glieder  gross  werden,  welche  das  Argument  v^  mit  0  oder 
2  multiplicirt  enthalten.    Man  erhält  somit 

7  3S5iiH^«^=^oo+(Ä»o+Ä40o)co»[Af^o-8Ä]  ... 

dt 

Aus  :^  erhftlt  man  das  Glied 

Mithin  hat  man 

0+  {a+Jl.oo)  +  (T  ««)o  +  i««)o  +  Ä4«o)co8[K  -3Ä]}j  =0 
oder,  indem  wir 

setzen: 

Die  Integration  dieser  Gleichung  wird  auf  dieselbe  Weise  aus- 
gefbhrt,  wie  die  der  Ol.  (21). 

Setzt 
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-if5-i.(l4./J(0))_j(,r„(«)  -  l—h»Bn*ü, 

so  erhftit  man  wieder  die  Lami'sche  Differentialgleichnng 

^— [2JfcBn%B— 1— ifc«8ii»»»]  j  =  tt>  (37) 

wo  w  als  TOD  der  zweiten  Ordnung  der  Hasse  fortgelassen  werden 
kann.    Das  Integral  der  Gl.  (37)  ist 

e'(»c>)  9'(iu) 

i.O^Mii!?.)^  l_gg(*--<">)^ 

Man  fahre  die  neuen  Constanten  J,  £  und  v  dn  durch   die  Gld- 
chungen 


-.•z-H(v-*)-H}B  -ä« 


y  1 


0(»€»)  .     «      ., 


SO  wird  nach  Aasführung  der  io  V.  angegebenen  Transformationen 

je(a.)  -  Je  Bin[-S-3B-t,o(l -f4)(v  -  2)] 

n 

+J6        Bin[(l-MKv+l)t^o--2L] 

und  da 

gr^v— 1+22 cos [Aro  —  3J5]  ...    ist, 
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d$a  FkmeUn  (17)  I%eiis  nach  Herrn  G^itUk**  ThäorU,  3^1 

n  n 

2E  *       2  JT  ^ 

^8iii[(l4-T)f^-.2r](6    -6  g)+Bin[at»o-3^)i 

n  n 

—  2K^       2K^ 

n 
2S** 

TT 

+  Bin[2ai;o-8B)-[(l  +  T)tio--S]]6  q 

wo 

T  —  v(l  — |ä)  — f» 

gesetzt  ist  und  die  Bewegung  der  Knotenlinie  angiebt 

Analog  dem  Ansdrack  für  g  erhält  man 

n 

r  =  ^-iP^^...  -  (ii:^^!:^{«'^"  (!-«)-«}  (38) 

wo 

^^0)  «.  p(0)-{.8AVa+V+...)  ist. 

Die  nnmerische  Rechnung  ergiebt 


/^(O  =  6 .2607944 

/JW  — 6.3136699 

q  -  6.1023487 

a- 9.1086880 

^  =  0.0000217 

«,  —  1.2646941 

^(«)  =  6. 2608069 

fi  =5.1023487 

ifc*8iii**»  —  8.2173760 

as,  -  1.2647034 

n 

2Z» 
«    =1.2560419 

«      -  8.7439581 

«  -  5.9588269 

[1.2ö60419]8iii[(l-f  t)t»o— 2r|+[8.7421670]8iii[at.o -  SB) 

*         )+[6.3683906]8iii[at»o— 3Ä)+[(l+T)t>o-lQ] 

+[8.8468068]Bin[2(Atro  -35)— (l+r)»,— i]] 
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XIX. 


Eigenschaften  gewisser  Funkttripel 
auf  der  Cissoide/) 


Von 

K.  Zahradnik. 


I. 

BeiühraiflrstrfpeL 
Die  GleichnDg  dor  Cissoide  in  ParameterdantollaDg  lautet: 


1+tt» 

(1) 


y       u(l+«») 
Die  Oleichnng  der  Verbindangsliiiie  zweier  Punkte  14,  14  ist: 

welche  für  »]  -»  ti,  —  u  i&  die  Oleichnng  der  Tangente  im  Punkte 
u,  n&mUch 

(l  +  3tt«)*  —  2t»V--o  -  0  (2) 

übergeht.    Die  Berahrnngspankte*)  ui,  f^»  ^  der  ans  dem  Punkte 
P(a;,  y)  an  die  Gissoide  gelegten  Tangenten  bilden  das  dem  Punkte 


1}  Sieh«  in  dietem  Archir  mein«  diesheiQgliclien  Arbtiten:  Bation«le  ebene 
Canren  Teil  56,  pg.  lU;  Beitrag  snr  Theorie  der  Cissoide  T.  57,  pg.  885; 
Weiterer  Beitrag  snr  Theorie  der  Ciasoide  T.  6S  pg.  443. 

S)  Pankt  fi  d.  iit,  dessen  Parameter  gleich  u  ist. 


Digitized  by 


Google 


Zakrmdnikz  Eigmutikt^hm  gewiittt  i\mktlnpd  amf  dtt  CVtiottfa.     903 

P  entsprechende  Berflkrnngsdreieck  ^).  In  diesem  Anfsatze  wollen 
wir  nnn  die  Yerwandtschaft  untersuchen,  in  welcher  der  Punkt  P 
n  den  ansgezeichaeten  Punkten  des  Berahrungsdreieckes  steht  Den 
Punkt  P  werden  wir  kurz  als  den  Pol  des  Bertthrungsdreieckes  be- 
leidinen. 

Pol  ud  Sekwerpvnkt. 

2.   Für  den  Schwerpunkt  S{i^  fi)  des  Berahrungsdreieckes  fanden 
wir  mit  Bftcksicht  auf  die  Belatioaen 

3« 

|>,-0  (3) 

flp — a 

welche  sich  aus  (2)  ergeben: 


5  =  a 


w 


»» 


+(.+0* 


Diese  CUeichungen  geben  uns  die  verlangte  Bdation  zwischen  dem 
Pole  P  und  dem  Schwerpunkte  S  des  Berahrungsdreieckes. 

Wir  erkennen  aus  diesen  Gleichungen,  dass  zwischen  P  und  S 
eine  quadratische  rationale  Verwandtschaft  und  zwar  eine  Kreis- 
yerwandtschaft  besteht  Wir  können  nftmlich  die  erste  der  OL  (4) 
schreiben: 

,_.___fc±öi  ,4', 


»• 


+(•+1) 


Addiren  wir  zu  dieser  die  zweite  Oleichung  (4),  nachdem  wir  sie  mit 
i  -a  V— 1  multiplicirt  haben,  so  erhalten  wir: 


I)  Sfobe:  WMterof  B«lkrag  rar  Theoiie  der  OlMoida.    Hoppe'a  Arehir  d. 
MaUMOMtik  und  Phj^k  Teil  6S,  p.  448. 
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a 


E  — Ä+«i?  — 


,«  »+ö+»y 


a*         •  2 


^+(.+1)" 

ans  welcher  Gleichtmg  wir  nach  Kflrznng  mit  dem  Zthler  erhalten: 

(5  -  «  4-  in)  G +1  -  v)  =  ~?  ^^^ 

Setzen  wir  nim 

«  —  X  —  iy 
80  können  wir  die  Gleichung  (5)  schreiben^): 

&+^£-«-0  .(6) 

Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  jedem  Punkte  z  nur  ein  Punkt  t 
und  umgekehrt  entspricht  Die  Gleichung  (6)  ist  nämlich  in  Bezug 
auf  i  und  a  linear,  und  wir  erhalten 

Wir  können  aber  auch  direct  aus  Gl.  (6)  die  Coordinaten  von  P 
mittelst  der  Coordinaten  von  8  ausdrücken.    Es  ist  nämlich 

^  a       .   a*  1  a*   E  —  a  —  »iy 

«+2-»y--  2   E-a+»i2 2"(E-a)«+^ 

somit 

,  a  o'       g — g 

(7) 
^■"■"2""«-a)«+ij« 

Somit  haben  wir  bewiesen,  dass  die  angefahrte  quadratische  Ver- 
wandtschaft eine  rationale  ist,  und  aus  der  Form  der  Gleichung  (6) 
erhellt,  dass  sie  eine  Kreisverwandtschaft  ist,  d.  i.  die  zugehörigen 
Punkte  P  und  8  entsprechen  sich  durch  Inversion. 


1)  £•  besteht  somit  {^  =  f(z).  Die  Ouryen,  welche  F  beschreibt,  stehen 
mit  den  Cnnren,  welche  der  sugeordnete  Punkt  I  beschreibt,  in  isogonaler 
Verwandtschaft,  d«  i.  schneiden  sich  anter  demselben  Winkel.  Siehe  Sieb  er: 
üeber  die  graphische  Darstellnng  imaginärer  FaoctioBen.  Crsll«  Bd.  S5, 
pg.  S2S,  243. 
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Die  Hauptpunkte  des  Systemes  P  sind  f  —  ^,  0  j  und  die  zwei 

imagin&ren  Kreispunkte,  die  Hauptpunkte  im  Systeme  S  sind  (a,  0} 
and  die  beiden  imagin&ren  Kreispunkte.    Bezeichnen  wir  den  Punkt 

(—  ^,  o)  mit  Op  und  den  Punkt  (a,  0)  mit  O,  (Fig.  1).    Denken  wir 

uns,  dass  wir  das  System  P  parallel  verschieben,  so  dass  der  Haupt- 
punkt Op  zusammenfällt  mit  dem  Coordinatenanfang;  gleichzeitig  ver- 
schieben wir  auch  das  Punktsystem  S  parallel,  so  dass  Ot  in  den 
Goordinatenan£ang  fällt.  In  dieser  neuen  Lage  bezeichnen  wir  die 
zugehörigen  Punkte  P,,  S*.  Drehen  wir  nun  das  Punktsystem  S'  um 
den  Coordinatenanfang  um  ISO^'  und  bezeichnen  die  Punkte  S'  in 
dieser  neuen  Lage  mit  S|,  dann  liegen  die  entsprechenden  Punkte 
Pj,  iS|  auf  einem  Strahle  aus  O,  so  dass 


ö^iO^-(^)* 


Wir  gelangen  so  zur  nachstehenden  Construction  der  entsprechenden 
Punkte.   Wir  construiren  zuerst  den  Modul  der  Inversion  --^,  welcher 

gleich  der  Sehne  ÖpB  eines  Kreisquadranten  vom  Halbmesser  OpO^  5 

ist,   beschreiben  aus   O  den  Inversionskreis  /  mit  dem  Halbmesser 

-7q.  Den  Punkt  P  verbinden  wir  mit  Op ,  ziehen  zu  OpP  aus  dem 
y  z 

Coordinatenan&ng  eine  Parallele ;  ebenso  aus  dem  Punkte  P  zur 
Axe  X  Der  Durchschnitt  dieser  Parallelen  ist  P,.  Auf  OP^  con- 
struiren wir  /S,  mittelst 

OP,.05i=2^ 

verlängern  S^O  über  den  Coordinatenanfang  um  seine  Länge,  womit  wir 
den  Punkt  S*  bekommen,  und  die  Parallelprojection  mit  der  Axe  X 
auf  die  durch  O9  zu  OpP  gezogene  Parallele  gibt  uns  den  Punkt  8. 

Anmerkung.  Die  Substitution  «;'»  «-}-x  in  die  Gleichung  (6') 
bewirkt  eine  Parallelverschiebung  auf  den  neuen  Anfangspunkt 
Opf  0,  —  2J;  ebenso  für  £'  —  f—a  nehmen  wir  O«  als  den  Anfangs- 
punkt des  Punktsystems  i^.    Aus  (6)  erhalten  wir: 


*'.r--?  .  (8) 


Nun  ist 
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somit: 


Op  P.  O,  5  =  rp  ei^(^-9)  —  ~  «<» 


woraus 

*  — »  +  V,        r^  — g- 
in  UebereinstimmoDg  mit  (8)  folgt,  da 

OpP=  OP^ 

Aach  direct  können  wir  die  Relation 

0pP.0,5=-J 
dartnn;  es  ist  n&mlich 

öi5«— (5-a)»+i|« 
somit  wegen  (4)  und  (7)  auch 

woraus  sofort  folgt 

r\    D   ri  o _  _ 


a» 

OpP.O,8^  ~o 


Fttr  die  Praxis  können  wir  die  Constmction  bedeutend  verein- 
fachen. Wir  können  Op  als  Inversionscentrum  nehmen;  wir  erhalten 
so  P^Pi^  und  die  Constmction  von  Sj  und  somit  von  S  ist  wie 
früher.  Somit  haben  wir  die  Verwandtschaft ')  zwischen  P  und  S 
voüstftndig  erklftrt  und  können  somit  die  allgemeinen  Besnltate, 
welche  für  die  quadratische  Transformation  gelten,  hier  verwenden. 
Beschreibt  z.  B.  P  eine  Curve  n-ter  Ordnung  und  m-ter  Glasee,  so 
beschreibt  der  entsprechende  Punkt  S  eine  Curve  2n-ter  Ordnung 
und  (2n— m)-t6r  Classe,  welche  die  Hauptpunkte  des  Systeme«  8  zu 


1)  lieber  dieie  Transformation  siehe  Salmon-Fiedler:  Höhere  ebene 
Curen  pg.  363,  Kegelschnitte  2.  Aufl.  pg.  586,  Bellaritis:  Teoria  della 
fignre  inverse  e  loro  nsa  nell»  geometria  elementare.  An.  delle  adenae  del 
regno  Lombardo-Veneto  1886  T«  VI.,  wie  auch  die  Arbeit  LiouTilla-s  in 
dessen  Jonmale  Bd.  XII. 
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»^&ch6ii  PanktoB  hat  Geht  die  C«nre  voa  F  kmil  durch  den 
Haiip4>niikt  O,  und  Zmal  durch  die  iraaginAren  Kreispnnkte  hindurch, 
so  zerfällt  bekanntlich  die  Cnrve  von  8^  welche  von  der  Ordnung  2» 
ist,  in  die  I?-&ch  zu  z&hlende  unendlich  ferne  Gerade  und  in  die 
/-lach  zu  zählenden  Verbindungslinien  von  O«  mit  den  imaginären 
Kreispunkten,  dann  in  die  eigentliche  Inversionscnrve,  welche  somit 
2ii— i;  — 21-ter  Ordnung  uud  2i»— m— 21;^4^ter  Classe  ist,  wenn 
m  die  Classe  der  Polcurve  ist  D^  Punkt  O«  ist  ein  »  — 2^£acher 
Punkt, und  die  imaginären  Kreispunkte  sind  (n— ib— Q-fache  Punkte 
der  Sehwerpunktscurve. 

Beschreibt  z.  B.  der  Pol  F  eine  Parabel,  deren  Parameter  p 
gleich  ist  dem  Halbmesser  des  Grundkreises  fär  die  Cissoide,  nämlich 

|,  und  deren  Brennpunkt  im  Hauptpunkte  Op  liegt,  somit  eine  Para- 
bel« deren  Gleichung 

80  beschreibt  der  Schwerpunkt  8  eine  Kardioide  mit  dem  Kflckkehr- 
punkte  in  O«  und  a  als  Durchmesser  des  festen  Kreises.  Die  Glei- 
chung dieser  Kardioide  lautet: 

[(?-a)»-fi|«]»-2a(5-a)[(?-a)»+irt  =  aV 
Beschreibt  der  Pol  die  Punkte  (Scheitel  in  O,) 


'•=-i{'+t) 


so  beschreibt  der  Schwerpunkt  wieder  eine  Cissoide ,  welche  mit  der 
gegebenen  congruent  ist,  nur  um  die  Länge  a  parallel  verschoben 
in  der  positiven  Richtung  der  X-Axe. 


Pol  und  Hittelpunkt  des  Umkreises. 

3.    Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Punkte  lautet 

Liegen  nun  die  Punkte  (o;^,  y^)  auf  der  Cissoide,  so  ist 


Pk^ 


1+V 
a 


«*(i+V) 


Digitized  by 


Google 


398     Zahradnik:  BigemekafUn  g^wU^r  i^iill>yrf  m^  der  (Xuoide, 

SO  erhalten  wir  mittelst  ähnlicher  Rednctionen,  wie  wir  m  sdion 
anderorts  in  diesem  Archiv  entwickelten 

P.  (5«+i?«)  +  ^^(l+Pi«-P,)5  -  ^^(PiP,-P5)i?  -^]  -  0       (9) 

Ffihren  wir  nnn  mit  den  Gleichungen  (3)  die  Bedingung  ein,  dass 
das  Dreieck  «ju^us  ^^^  Berflhmngsdreieck  des  Poles  P  ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  seines  ümlnreises 


'    '    '      3a;(ar— a)      '      3x  '  3a:(a;— a) 

Die,  Coordinaten  ij,  171  seines  Mittelpunktes  C  sind : 

^*"~       2  3«(a;— a) 
a2y 


(10) 


(11) 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  der  Pol  F  in  quadratischer  Ver- 
wandtschaft mit  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises  seines  Bertthmngs- 
dreieckes  steht.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  Verwandtschaft 
eine  rationale  ist,  d.  i.  dass  jedem  Punkte  P  der  Ebene  der  Cissoide 
mittelst  dieser  Transformation  nur  ein  Punkt  C  entspricht  und  um- 
gekehrt.   Aus  den  Gleichungen  (11)  folgt  nftmlich 

2a»  g^ 


*        12i7,*+2a5,  +  3a« 

(12) 

^"~12iyi»-|-2a5i-f  3a« 

womit  die  Behauptung  als  erwiesen  erscheint. 

Im  Punktsysteme  P  vereinigen  sich  zwei  Hauptpunkte  in  un- 
endlicher Feme,  und  der  dritte  Hauptpunkt  liegt  im  Coordinaten- 
anfang.      Das   Punktsystem    C    hat   zwei    imaginäre    Hauptpunkte 

(0,  — ö — )•  (0» 2 )'  ^"^  ^^^  dritte  Hauptpunkt  ist  in  un- 
endlicher Entfernung.  Wir  wollen  jetzt  zeigen ,  wie  wir  die  Coordi- 
naten dieser  Hauptpunkte  finden  können.  Unsere  Transformation  ist 
eine  quadratische,  d.  i.  der  Geraden  in  einem  Systeme  entspricht  ^n 
Kegelschnitt  im  anderen  Punktsysteme.  Nun  ist  die  Gerade  durch 
zwei  Punkte  bestimmt,  durch  welche  sie  hindurch  geht.  Da  nnn  den 
Kegelschnitt  fünf  Punkte  bestimmen,  da  femer  jeder  Geraden  in 
einem  Punktsystem  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  im  anderen 
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Pmiktoystem  entspriclit ,  so  folgt,  dass  jeder  Kogrischiiitt  det  einen 
Systems,  welcher  einer  Geraden  des  zweiten  Sjrstems  eatspriebt,  darch 
drei  feste  Punkte  hindorchgeht,  welche  als  Hanptpankte  oder 
Fandamentalpnnkte  ^)  bezeichnet  werden.  Dem  Durchschnitte  zweier 
Geraden  entspricht  ein  einziger  Punkt,  nftmlich  der  vierte  Darch- 
sdinittspankt  der  den  Geraden  entsprechenden  Kegelschnitte.  Hiermit 
ist  in  kurzem  der  Weg  angezeigt,  wie  wir  zu  den  Hauptpunkten 
gelangen. 

Betrachten  wir  den  Pmikt  P{x^  y)  als  Durchschnitt  zweier  mit 
den  Axen  parallelen  Geraden,  so  sind  die  diesen  Geraden  entsprechen- 
den Kegelschnitte 

{12V  +  2ae,  +  3a«)y  -  -  6a?,iy, 

Fohren  wir  ans  der  ersten  Gleichung  den  Wert  für  i^  in  die  zweite 
Gleichung,  so  erhalten  wir: 

(4V+«*)(«y+3«%)-o 

welche  Gleichung  uns  die  Ordinaten  der  vier  Schnittpunkte  der 
Kegelschnitte  (13)  gibt  Dieselbe  ist  aber  bloss  vom  dritten  Grade 
in  Bezug  auf  i^^,  somit  muss  die  Ordinate  eines  Schnittpunktes  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  P(mf)  unendlich  gross  sein.  Der  erste 
Factor  gibt  uns  die  Ordinaten  weiterer  zweier  Schnittpunkte,  nämlich 

Vi  ■"       2      *      ^^   ""         2 

und  aus  dem  zweiten  Factor  folgt  die  Ordinate  des  dem  Punkte  P 
entsprechenden  Punktes 

Die  zugehörigen  Absdssen  folgen  aus  (13).    Wir  finden  so 

Ji  —  00  für     ^1  ="  OD 

&  =  0  »      %  =  ±  s- 


a     4y»+9x^ 
**"^""2*3*(x  — a) 


^^ So; 


Die  drei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  ganz  unabhängig  sind  von 
der  Lage  des  Punktes  (a-,  y\  sind  die  Hauptpunkte  des  Punktsystems  C. 


1)  Salmon-Fiedler  HAhero  ebeoe  Cnrreii  p«  369.    Magnus 
Ittag  roa  AnfgAbea,  IS8S:  I  pg.  S99. 


SaiBiQ* 
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Anf  dieselbe  Weiae  kamieB  wir  Ton  dea  Oleichaiigeii  (11)  ans« 
gehen.    Die  Etiminatioii  von  y  gibt: 

ar[(12^,'+2aj,+3a«)  — 2a«i,]  =  0  (U) 

Da  sich  non  zwei  Kegelscbnitte  in  vier  Pnnkten  schneiden,  nnd  die 
Oleichang  (14)  nur  vom  zweiten  Orade  in  jt  ist,  so  folgt,  daaa  zwei 
Wnrzela  unendlich  gross  sind,  nnd  eine  den  Wert  z  —  0  hat. 
Die  vierte  Wurzel  ist 


Die  zugehörigen  Ordinaten  sind  somit: 

y  -  0  „     «  ==  0 

y  ■"  12iy,>+  2a{i  +  3a»       »i      «^  —  12iy,«+  2Äf,  +  8«« 

Wir  erkennen  vrieder,  dass  drei  von  den  Schnittpunkten  von  der 
Lage  des  Punktes  (lii^j)  unabhängig  sind,  und  der  vierte  Sduiitt* 
punkt  gibt  den  dem  Punkte  (l,,  %)  entsprechenden  Punkt  (xy). 

Semit  haben  wir  wieder  diese  Verwandtschaft  vollständig  be- 
stimmt, und  könnten  nun  der  allgemeinen  Resultate  uns  bedienen, 
welche  die  Theorie^)  der  quadratischen  rationalen  Verwandtschaft 
darbietet 

lieber  4h  Tennuidtselmit  vierten  Grades  swlsehen  dem  Sehwerp unkte 
und  Mittelpunkte  des  Umkreises  des  Berflhrungsdreieekes. 

4  Durch  den  Pol  P  wird  eindeutig  die  Liage  des  Schwerpunkte! 
8  sowie  des  Mittelpunktes  C  des  Umkreises  des  zugeordneten  Be- 
rflhrungsdreieckes;  da  nun  durch  den  Punkt  S  oder  C  auch  dar 
Punkt  P  eindeutig  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  auch  S  mit  C  in  einer 
eindeutigen  Verwandtschaft  stehen  muss.  Den  Grad  der  Verwandt- 
schaft bestimmen  wir  folgendermassen:    Der  Geraden  von  8  entspricht 


1)  In  Being  auf  4ie  Theorie  der  quadratischen  rationalen  VerwandtMhali 
liehe  Salmon-Fiedler:  Höhere  ebene  Cunron  pg.  859.  Weyr  Ed.:  Ana- 
lytiiche  ünlenachvng  der  qoadratiachen  Verwandtschaft.  SchlÖmUch  Zeitichrift» 
1SS9  pg.  445.  Beje  Th.:  Oeometrische  Verwandtochalt  iweiten  Qradet.  ibid. 
Teil  XI,  pg.  4,  sowie  dessen  Geometrie  der  Lage.  9.  Anfl.  HannoTer. 
Magnus:  Aufgaben  aus  d.  anal.  Geometrie  d.  Ebene,  pg.  SS9.  Schia* 
parellit  Sulla  Traiwformaiione  geoneCriea  daUe  ügure  ed  in  partioolan  suUu 
Traniformadone   iperbollca.    Mem.  d.  Acead.  di  Torino  8er.  IL    Toim»  XXL 
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ein  Kegelschnitt  von  P  nnd  diesem  Kegelschnitt  entspricht  eine 
rationale  Cnrve  vierter  Ordnung  von  (7,  somit  entspricht  der  Geraden 
im  Punktsysteme  S  eine  rationale  Cnrve  vierter  Ordnung  im  Punkt- 
systeme C.  Die  Coordinaten  des  Punktes  C  müssen  sich  somit  aus- 
drücken lassen  als  rationale  gebrochene  Functionen  vierton  Grades 
in  den  Coordinaten  von  S  mit  gleichem  Nenner.  Dies  fahren  wir 
aus,  indem  wir  die  Werte  für  x,  y  ans  (7)  und  (12)  gleichsetzen  und 
nach  den  Coordinaten  des  Punktes  C(£i,  i/j)  auflösen.   Wir  erhalten  so: 

(15) 
a         2ari 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  die  biquadratische  rationale  Verwandt- 
schaft zwischen  C  und  S^  wie  wir  früher  durch  einfaches  Resume  ge- 
zeigt haben.  Diese  Verwandtschaft  ist  somit  eine  Cremona'sche') 
Verwandtschaft  und  wir  können  jede  solche  biquadratische  Trans- 
formation durch  zwei  quadratische  ersetzen.  Wir  konnten  ja  statt 
vom  Punktsysteme  C  direct  auf  das  Punktsystem  5,  zuerst  vom 
Punktsyst^n  C  auf  das  Punktsystem  P  mittelst  einer  quadratischen 
Transformation  und  vom  Punktsysteme  P  auf  das  Punktsystem 
S  wieder  mittelst  einer  quadratischen  Transformation  übergehen. 
Es  liegt  somit  ein  interessantes  einfaches  Beispiel  vor  zu  den  Cre- 
mona'schen  Transformationen. 

Enler^sehe  Gerade. 
5.  Da  wir  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  und  des 
Mittelpunktes  des  Umkreises  für  das  Berührnngsdreieck  kennen, 
können  wir  die  Coordinaten  des  Höhendurchschnitts  H(aß),  sowie 
auch  des  Mittelpunktes  C  dos  Feuerbach'schen  Kreises  sogleich 
aufschreiben.    Es  ist  nämlich 

^i    «-3S-2I, 
\    /J-3ij-2ij, 

,  ~2"~ 

Ä<     3»»  — % 


I)  üeber  die  Cremona'sche  Transformation  sind  die  Arbeiten  von 
A.  Clcb«ch,  M.  Nöther.  Rosanes,  Clifford  besonders  aufzuHlhren. 
Siehe  Dr.  Em.  Weyr:  Cremonovy  geometrick^  transformace  ütrarÄ  rovinn^eh 
Pr*g  1S72,  Salmon-Fiedler  1.  c.  pg.  SdS,  Clebsch-Lindem ann  Vor- 
leaangen  pg.  47S,  4S9. 
Axch.  der  lUth.  n.  Vhjn.   2.  Eeüia,  T  .VL  26 
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In  diese  Oleichinigeii  sind  bot  die  Werte  fOr  f ,  19,  i\  V  eiiunifllhreB, 
und  wir  bekommeii  soc^eich  die  Ck^rdinaten  von  H  und  C  ah 
Fnnctionen  der  Coordinaten  des  Poles  P. 

Fassen  wir  etwas  allgemeiner  die  Aufgabe  auf.  Es  sei  1  das 
Teihrmiältniss  des  Punktes  M  in  Bezog  auf  die  Punkte  C  und  5, 
nämlich 

8M 
Die  Coordinaten  des  Pnnktes  M  sind  in  diesem  Falle 

"»         1-4 
Ffihren  wir  nun  die  Werte  für  f,  i;,  b,  i^  ein  nnd  Qcbreiben: 


SO  erhalten  wir 


(Vf9x«)Jg  +  6^(«g-«)(y'+[«+^]«^) 


*»       A-1  8*(»-a)jr 

(16) 
q        a?(jr — Sax) 

Beschreibt  nun  der  Pol  P  irgend  eine  Curve  f(x^y)  =  0,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung  der  vom  Punkte  M  beschriebenen  Curve,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (16)  nnd  der  Gleichung  /(x,  y)  =  0  die 
Coordinaten  Xj  9  des  Poles  P  eliminiren. 

Beschreibt  nun  P  eine  rationale  Curve  n-ter  Ordnung,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  der  Geraden  SC,  welche  den  Kamen  der 
Euler^schen  Geraden  fllhrt,  eine  rationale  Curve  4A-ter  Ordnung,  aus- 
genommen A  =:  0,  it  «*  00 ,  d.  i.  die  Punkte  «  nnd  8  beschreiben  eine 
rationale  Curve  2n-ter  Ordnung. 

Jeder  Lage  von  P  entspricht  eine  ganz  bestimmte  Euler'sdie 
Gerade  E,  als  Verbindungslinie  SC,  Sind  nun  «1,  y^  Coordinaten 
des  veränderlichen  Pnnktes  der  Geraden  E,  so  ist 


E  S 


Vi 


4y«+9««  a^(«— a)      — &r(«— a) 

die  Gleichung  dieser  Geraden.    Beschreibt  nun  P  die  Curve 


-0    (17) 
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JFKy)-.0  (18) 

80  bekommeii  wir  die  Gleicfaung  der  Enveloppe  von  £,  ^^^^  ^^^ 
aoB  den  Oleichungen  (17),  (18)  and  ans 


=  0 


dE  dE 

dx  djf 

dF  dF 

dx  dp 

die  Grossen  x,  y  etiminiren,  in  der  Form 

A^i,yi)-0 

Ist  nnn  F(xj  y)  =  0  eine  rationale  Gnrve  n-ter  Grdnnng,  dann 
ist  anch  die  Enveloppe  von  E  eine  rationale  Cnn-e  und  zwar  der 
4n-ten  Classe.  Ihre  Gleichnng  ist  die  gleich  null  gestellte  Discri- 
minante  von  (17),  nachdem  wir  «,  y  in  dieser  Gleichung  durch  ihre 
AusdrQcke  im  Parameter  ersetzt  haben. 

Aufgabe.    Kann  der  Pol  F  eine  Curve  beschreiben  für  welche 

5C  »  d  -»  constant 

w&re?    Wir  brauchen  nur  die  Werte  für  E,  i?,  Ei9  Vi  ^^  die  Gleichung 

(?-?i)»+(^~^i)*-rf* 

einsetzen,  womit  sich  sogleich  die  Gleichung  der  Polcurve  ergibt. 
Dieselbe  ist  von  der  achten  Ordnung  und  die  entsprechenden  Curven 
des  Schwerpunktes  8  und  des  Mittelpunktes  C  sind  von  der  sechs- 
zebnten  Ordnung. 


Enveloppe  des  Umkreises  des  Bertthrungsdreieekes. 

7.    Im  Art  B  fanden  wir  die  Gleichung  des  Umkreises  K  eines 
dem  Pole  P(flp,y)  entsprechenden  BerQhrungsdreieckes. 

K  =  3x{x- a)(E«+ 1^«)+ a(9««+  V) f+2ay («- «) V  — 4a»y«  =  0  (19) 

Beschreibt  nun  der  Pol  F  eine  Curve,  deren  Gleichung 

F(x,p)  =  0 

so  ändert  sich  dieser  Kreis  der  Lage  und  Grösse  nach.  Auf  diese  Art 
erhalten  wir  ein  der  Polcurve  entsprechendes  Kreissystem,  und  die 
Gleichung  der  Enveloppe  dieser  Kreise  erhalten  wir,  wenn  wir  ans 
der  Gleichung  des  Kreises  JT  —  0,  der  Polgleichung  F(x,  y),  und  der 
Gleichung 

26* 


Digitized  by 


Google 


404     Zahradnik:  EigenschqfUn  gewUtw  Punkänpel  au f  der  CUwide^ 


dK  dK 

dx  dy 

dF  dF 

dx  dy 


-  0 


(20) 


die  Parameter  o;,  y  eliminiren. 

Am  einfacbsteu  ist  der  Fall,  wo   die  Polcurve   eine    rationale 
Carve  ist;  statt  F(x^y)  -»  0,  können  wir  hier  schreiben 

<p{t) 


y^ 


wo  9>,  1/;,  f  ganze  Functionen  n-ten  Grades  des  Parameters  t  sind. 
Die  Gleichung  des  Kreises  K  ist  hier  von  der  Form 

welche  Gleichung  von  2n-tem  Grade  in  t  und  quadratisch  in  E  und  17 
ist  Die  gleich  null  gesetzte  Discriminante  dieser  Gleichung  in  Bezug 
auf  den  Parameter  t  gibt  die  Gleichung  der  Enveloppe  des  Ereis- 
systems,  welcher  der  gegebenen  rationalen  Polcurve  n-ter  Ordnung 
entspricht. 

Die  besagte  Discriminante  ist  4(2n — l)ten  Grades  in  E  and  17, 
d.  L  Enveloppe  ist  in  diesem  Falle  eine  Curve  4(2n— l>ter  Ordnung. 
Den  einfachsten  Fall  erbalten  wir  hier  für  n  =  1,  d.  i.  wenn  der 
Pol  eine  Gerade  beschreibt,  wo  die  entsprechende  Enveloppe  eine 
Curve  4-ter  Ordnung  ist.    Sei 

y  =  bX'\'C 

die  Gleichung  der  Geraden,  Gl.  (20)  lautet  in  diesem  Falle: 


dK    dK 
dx      dy 
—  b     1 


=  0 


Statt  zu  differentiren  und  dann  zu  eliminiren,  können  wir  umgekehrt 
früher  aus  K ^0  und  der  Gleichung  der  Polgeraden  die  Grösse  y 
eliminiren  und  dann  differentiren. 
Die  Elimination  gibt: 

K=dx(x^a){i^  +  fl^)  +  [dx^+^bx+c)^i+2a{bx  +  c)(x—a)ri 

—  4a«(Äx+c)«=-0 
oder  geordnet  nach  den  Potenzen  von  x: 
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x^M+»N+P:^0  (21) 

WO 

A^  =  — aa(5«+iy«)  +  8aÄc5  +  (2ac -2a*i)i7-8a%c 
P  =  2ac  (2ce  -  o?;  —  2ac) 

Die  Discriminante  von  (21)  in  Bezng  anf  x  ist 

iV^— 4AfP— 0  (22) 

die  gesuchte  Gleichang  der  Enveloppe. 

Der  veränderliche  Kreis  (21)  berührt  die  Enveloppe  (22)  in  zwei 
endlich  gelegenen  Punkten  and  in  beiden  imaginären  Kreispnnkten 
im  Unendlichen,  was  schon  aus  den  Gleichungen 

'^+^=^  ,  (23) 

xN+P  =  0 

erhellt,  welche  die  Berührungspunkte  bestimmen. 

Die  Verbindungslinie   der   endlich  gelegenen   Berührungspunkte 

ist  die  Ghordale  der  Kreise,  welche  die  Gleichungen  (23)  ausdrücken  -, 

ihre  Gleichung  lautet: 

aaj[Jfij+i\r]  +  (flj  — a)(iV3?+P)  -  0 

welche  Gleichung  man  auch  schreiben  kann: 

(aM+ JV)  :r«+ Ä— aP  —  0 
Nun  ist 

die  Ghordale  der  Kreise  ikf  =  0  und  JV  =  0,  somit  können  wir  die 
obige  Gleichung  schreiben 

^«Ä»H+(x-a)P«0 

und  aus  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich,  dass  alle  Verbindungslinien 
der  Paare  der  Berührungspunkte  im  Endlichen  durch  den  Punkt 
Ämn.P hindurchgehen,  d.  i.  sie  bilden  einen  Strahlenbüschel,  dessen 
Scheitel  der  Schnittpunkt  von  P  mit  der  Chordale  der  Kreise  M  ^(h 

Der  Mittelpunkt  des  veränderlichen  Kreises  K  beschreibt  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichungen: 

_  9a;«+4(5g+c)« 

^1—^^       6a;(x  — a) 

Äas  +  c 

wo  x  den  Parameter  des  veränderlichen  Punktes  dieses  Kegelschnittes 
bedeutet 
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Kehren  wir  nun  zur    Gleichung  (22)    znrttck;    ansgeachrieben 
lantet  sie: 
9a(P+iy«)«  +  12Ca*+c)(-4o5-|-aiy)(P  +  i7«)+48a<j(a6+2«)5* 

+  72a«c5i/  +  (4«?«+8a»^+4a»i«)iy»+144aM|  =  0    (24) 

Ans  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Enveloppe  eine  Curre 
vierter  Ordnung  ist,  welche  die  imaginären  nnendlich  fernen  Kreis- 
punkte zu  Rflckkehrpunkten  hat,  und  die  Ordinatenaxe  im  (Koordinaten- 
anfange  berührt*,  somit  ist  die  £nveloppe  ein  Descartes'sches  OyaL 
Geht  die  Polgerade  durch  den  Bttckkehrpnnkt  der  Cissotde,  so  ist 
c  —  0,  und  die  Enveloppe  zerfällt  in  zwei  identische  Kreise»  deren 
Gleichung 

Schneller  kommen  wir  zur  Gleichung  (24),  wenn  wir  die  Punkte  der 
Polgerade  parametrisch  ausdrücken.    Ist  die  Polgerade: 

mx-^ny  -p  =  0 
SO  ist 


und  die  Gleichung  K  =  0  geht  nach  Einsetzung  obiger  Werte  filr 
X  und  y  über  in 

«*  [4ap|  —  2a«»iy — 4a  V] + <  [— 3an^* + 2o  (p  —  Ol»)  iy] 

+  [3(|i-a«)^«+9apS] -0 
wo  der  Kürze  wegen 

Die  Discriminante  nach  t  gleich  null  gesetzt,  nämlich 
a[-3n^«+2(|i— aw)i?]«-f  24  [~^5+aniH-2op][(|i— aTO)^M-3^5]  —0 

gibt  uns  wieder  die  Gleichung  der  Enveloppe.  Diese  Gleichung 
stimmt  natürlich  mit  der  Gleichung  (24)  überdn,  wenn  wir  m  —  —  6, 
n  -i  1,  p  =  c  setzen,  d.  i.  von  gleicher  Form  der  Gleichmig  der 
Polgeraden  ausgehen. 

Da  nun  ^  -^  0,  ^  —  0,  F^)  —  0  Gleichungen  dreier  Kreise 
sind,  welchen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  somit 
gemeinschaftlich  zukommen,  folgt  aus  der  Gieichnog 

I)  P=0  besteht  ans  der  Gereden 

2t5  —  0J7  — «ac=:0 
und  AM  der  Qnendlich  fernen  Geraden,  aaf  welcher  die  nnendlich  fernen  ina- 
ginftren  Kreiipnnkte  liegen. 
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der  Enveloppe,  dass  diese  Punkte  Doppelpunkte  und  zwar  Bftckkehr- 
punkte  sind,  was  wir  schon  ms  der  Form  der  Gleichung  (34)  er- 
kannt haben. 


Die  Cisseide  als  Peleurre  seihst. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  näher  in  Betracht,  wo  der  Pol  P  die 
gegebene  Gissoide  selbst  beschreibt  Zwei  von  den  Scheiteln  des 
Berfthruagsdreieckes  fidlen  mit  dem  Pole  F  susammea.    Es  sd  nun 

*  =  «4  —  «» 
der  Parameter  dieser  zwei  mit  dem  Pol  zusammenfiallenden  Scheitel, 
und  «1  der  dritte  Scheitel  des  Bertthrungsdreieckes.    Der  Pol  P  ist 
somit  der  Tangentialpnnkt  von  «,;    führen  wir  seine   CiOordinaten 


'      1+t» 
a 

in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  kennzeichnen  wir  den  Pol  als  einen 
Punkt  der  Gissoide,  die  er  bei  veränderlichem  Parameter  %  erzeugt. 

In  diesem  Falle  ist: 

30      8 
2y""2* 

2y    "       2 
und  die  Gleichung  (2)  geht  ttber  in 

3         ^ 

Da  nun  im  Punkte  P  zwei  Berflhrungspunkte  zusammenfidlen,  rouss 
t  eine  zweifiudM  Wurzel  dieser  Gleichung  sein.  Scheiden  wir  den 
Uerbezflglichen  Factor  («—  0'  aus,  so  erhalten  wir 

Es  ist  somit  der  Parameter  des  dritten  BerOhrungspunktes  -  der 
dritten  Ecke  des  Bertthrungsdreieckes  —  gleich 

i 

u  —  t»,  —  —  ^ 

Im  engeren  Sinne  können  wir  auch  hier  vom  Schwerpunkte  reden. 
Wir  erhalten  hier  Ar  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes 
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£  = 


n^ 


2 
2 


wo  Xy  y  die  Coordinaten  des  Poles  sind,  dessen  Parameter  <,  and 
^1)  Vi  ^io  Coordinaten  der  dritten  Ecke  mit  dem  Parameter 


t 


Mit  Racksicht  auf  diese  Werte  erhalten  wir  wegen 

3 
Fl  «2* 


/>,  -  0  (25) 

Ps 2 


nach  Kürzung  mit  dem  Factor  (t*-{-l): 


l  _1 .  ^'+2 


somit  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

^"-^^(^«+l)(^+4) 
1}  «  -.2a 


(26> 


(«»+l)(««+4) 


Die  Schwerpnnktscnrve  ist  somit  für  gegebene  Cissoide  als  Polcorve 
eine  rationale  Carve  vierter  Ordnung.  Dieselbe  ist  eine  geschlossene 
Curre  und  hat  im  Anfangspunkte  einen  Mckkehrpunkt  entsprechend 
dem  Parameter  t=<x>.  Die  unendlich  fernen  Punkte  haben  als 
Parameter  

«j  =  2y=i,   «^--2V=i 

Es  bestimmen  aber  je  zwei  der  Parameter,  nämlich  ^  und  t«,  dann 
^  und  «3  denselben  Punkt  und  zwar  den  unendlich  fernen  imaginären 
Ereispunkt,  d.  h.  die  Curve  hat  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  zu  ihren  Doppelpunkten.  Dieselbe  ist  von  der  fünften 
Classe.  Wir  erhalten  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Form  F(|,  nf)  =0» 
wenn  wir  den  Parameter  i  aus  der  Ol.  (26)  eliminiren,  nämlich 
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«»+i?«)»-«{(i«+i?»)+2aV  =  0 
Was  die  Gonstruction  der  Cnrve  (Fig.  2)  betrifft,  so  ist 

OM 

t  =  cot  (roM)  =  ^^ 

verlängern  wir  FM  ttber  M  bis  zum  Punkte  Q,  ro  dass  MQ  »  2FM 
ist;  dann  gilt 

OM  lOM  _t 

QM^       2P3f~"       2 

Die  Verbindungslinie  OQ^  deren  Oleichung 

t 

sehneidet  die  Cissoide  im  Punkte  u^,  dessen  Parameter  «h  ~"  "2' 

iVi  ist  Tangente  der  Cissoide  in  «j,  und  der  Schwerpunkt  bestimmt 
die  Belation 

Auf  diese  Weise  können  wir  zu  jedem  Punkte  P  der  Cissoide  den 
entsprechenden  Punkt  5,  und  somit  auch  die  Ortscurre  vouiS  construiren. 
Fftr  den  Flftcheninhalt  der  Curve  {S)  erhalten  wir 

•f  OD  QO 


Nun  ist 


-00 

00 


^ ^    p di 

(««+4)-*4y    (*»+!)- 

r       dt  2n  — 3 


somit 


^-'-27^h4'^+4^»-^0-*«(2; 

Bemerken  wir  nun,  dass  die  Fläche,  welche  £e  Cissoide  mit  ihrer 

realen  Asymptote  begrenzt,  gleich  3^(^)  ist,  so  erkennen  wir,  dass 

die  Fläche  der  Curve  (S)  ein  neuntel  der  Fläche  der  Cissoide  ist. 

Der  Umkreis  des  Berühruugsdreieckes  geht  hier  Aber  in  einen 
Kreis,  der  die  Cissoide  im  Pole  P  berührt  und  durch  dessen  Tau- 
gentialpnnkt  hiädikreligeht. 
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Für  die  Oleichnng  dieses  Kreises  ist  mit  Bttcksicht  «if  die 
Werte  (26): 

Ä=3«*{P  +  i?»)-a(4+9<«)e— 2a«»9+4a«  =  0  (27) 

Dca  weiteren  Schnittpunkt  von  Ki  mit  der  Oissoide  erhalten  wir 
leicht,  denn  die  Snrome  der  Parameter  der  Schnittpunkte  eines  Kreises 
mit  der  Gissoide  ist  gleich  nnll.    Somit  ist 

u  —  —  2  —       öl» 

der  Parameter  dieses  viorten  Schnit^nnktes. 

Ans  der  Oleichnng  £^  «»  0  folgt,  dass  dnrch  jeden  Pnnkt  in  der 
Ebene  vier  bertthrende  Kreise  gehen,  und  Jeder  von  ihnen  schneidet  die 
Gissoide  im  Pnnkte,  der  den  Berahmngspnnkt  des  betreffenden  Kreises 
zQ  seinem  Tangentialpnnkt  hat 

Wir  fanden  frOher,  dass  der  die  Gissoide  im  Pnnkte  t  tethrende 

Kreis  Kt  dieselbe  in  weiteren  swei  Punkten  schneidet,  deren  Pam- 

t         3 
meter  —  ^,    ^^t  sind.    Ihre  Verbindungslinie  hat  zur  Gleichung: 

6/«y+(4+7««)(i;— 4a-.0 

und  die  Enveloppe  dieser  Verbindungslinien  ist  eine  zur  Gissoide 
affine  Gurve.  Der  Durchschnitt  der  Verbindungslinie  mit  der  Gissoide 
ist  ein  zum  Pole  P  in  Bezug  auf  die  ^- Achse  aymmetrisdier  Pnnkt; 
sein  Parameter  somit  gleich  2e. 

Die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  von  Xt^O  sind 


(M) 


Beschreibt  der  Pol  die  gegebene  Gissoide,  so  beschreibt  der  Mittel- 
punkt des  Umkreises  des  ihm  zugeordneten  Bertthrungsdreieckes  eine 
rationale  Gurve  vierter  Ordnnug  und  fünfter  Glasse  (mit  einem  drei- 
fachen Punkte  im  Unendlichen,  der  dnrch  Vereinigung  zweier  Doppei- 
punkte  und  eines  Rttckkehrpnnktes  entstanden  ist).  Ihre  Gleichung 
erhalten  wir  in  der  Form  F({,  i|)  durch  Elimination  von  t  ans  den 
Gleichungen  (28);  sie  lautet: 

Was  die  Gonstmction  des  Mittelpunktes  C  betrifft,  eonstmiren  wir 
zuerst  im  Punkte  P  der  Gissoide  eine  Tangente,  welche  die  Gunre 
im  Punkte  u,  schneidet  Die  Normale  in  P  schneidet  die  SeiArechle 
im  Halbimngspunkte  von  Ä^  im  gesuchten  Pnnkte  C 


ii 

a 

Vi 

a 
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n. 

FampanktetripeL 

Die  Gleichung  der  Nonnalen  an  die  Gissoide  im  Punkte  u  lautet 

a_ 2tt»     /  g     \ 

*      u(l  +  u«)"~       l+3i»»r'"l+t»V 
oder: 

(l  +  u«)[i«(l+3u«)y+2u*x-a(l+2tt«)]  -0 

Kürzen  wir  nun  mit  dem  Factor  (1+k'},  welcher  besagt,  dass  die 
Ciaaoide  durch  die  unendlich  fernen  imagin&ren  Kreispunkte  hindurch- 
geht, was  die  Normalenanzahl  um  zwei  redudrt,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  der  Normalen 

iV=u{l  +  3tt«)y+2u*»—a(l+2it«)  — 0  (1) 

Diese  Gleichung  gibt  eine  fiehiüon  zwischen  den  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  (xy)  der  Normalen  und  dem  Parameter  ihres 
Fusspunktes  an.  Nun  ist  die  Gleichung  (1)  in  Bezug  auf  den  Para- 
meter vom  vierten  Grade,  woraus  folgt,  dass  wir  aus  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  dar  Gissoide  auf  dieselbe  vier  Normalen  ftllen 
können. 

Die  Coordinaten  der  Nonnalen  sind 


a(l-f2t*«) 

(2) 

^""       a(l+2tt«) 

welche  Gleichungen  bei  veränderlichem  u  die  Gleichungen  der  Evolute 
der  Gissoide  abgeben. 

I>en  Berflhrungspunkt  der  Normalen  mit  der  Evolute,  d.  i.  den 

Krflmmungsmittelpunkt  des  Punktes  u  der  Gissoide  erhalten  wir  aus 

dN 
den  Gleichungen  iV  «*  0,  ^  c=  0,  n&mlich: 


(3) 


Ee  ist  somit  die  Evolute  der  Gissoide  eine  rationale  Gnrve  vierter 
Qrdioag  und  vierten  Grades;  ihre  Gieichung  in  Form  F(«,y)  lautet: 

512a>0+286aV+37|^  -"  Q  (4) 


s  — 

—  a 

6«»  +  l 
6u* 

»  — 

4a 
3m 
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Liegt  der  Punkt  {x^y)  anf  der  Cissoide,  nud  ist  n'  sein  Parameter, 
80  repräsentirt  dieser  Punkt  u'  selbst  einen  Fnsspankt  Aus  einem 
Punkte  der  Cissoide  können  wir  somit  nur  drei  Normalen  fällen;  die 
Parameter  dieser  Fusspunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Werte  fILr 
0*,  y  in  die  Normalengleicbung  einfahren.    Wir  erhalten  so: 


t* (1  +  3u«) +2t**t*'- (1  +  2tt»)(l + tt'»)t*' «  0 


(5) 


Nach  Karzung  mit  dem  Factor  u  >-  u\  welcher  dem  Punkte  «,  y  als 
Fusspunkte  selbst  entspricht,  können  wir  die  Gleichung  schreiben 


2tt'f*»+(3+2u'«)t»«+u't*+(l4-u'«)  =0 


(6) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  die  Parameter  der  aus  dem  Punkte  u'  ge- 
fällten Normalen  (den  Punkt  u*  nicht  mitgerechnet^  da  wir  mit  dies- 
bezüglichem Factor  gekürzt  haben);  zwischen  den  Parametern .  be- 
stehen folgende  Relationen: 

3-^2tt^« 


PZ  —  -Sf^Mjtlj    - 


(7; 


2u* 


Die  Gleichung  (6)  hat  nur  eine  reale  Wurzel. 

Dass  die  Gleichung  (6)  immer  zwei  complexe  Wurzeln  hat, 
können  wir  so  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  das  Dreieck  der 
Fusspunkte  imaginär  ist.  Sind  nun  t<i,  t«t,  ti,  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (6),  so  erhalten  wir  für  das  Dreieck  ^  -»  u^^u^i 


2d  - 


Nun  ist: 


1+V   «1(1+ V) 

o  g 

1+V    «,(1+V) 


1+V  «»(1+V) 


«Vi 


£«»<»+»»•)  -/'.([i-i'J*+[Pi-p3]') 


und  nach  einiger  Reduction 


"8      V 


3                A 

P* 

Pt               Pt 

8p, 

•ftH-4p»    3ft 

PtPt 

somit  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7): 


1  «1  «1* 
1«,«,«! 

1   «^  «8* 
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I  1>  «*.  «   I     —  —  Iß^/g 

Da  nun  das  Quadrat  der  DetcrmiDante  für  jeden  Wert  yod  u'  negativ 
18t,  ist  der  Wert  der  Determinante  selbst  imaginär,  somit  auch  d. 
Nun  hat  die  Gleichung  (6)  immer  eine  reale  Wurzel,  die  ttbrigen 
mfissen  komplex  sein. 


Seliwerpunkt  des  Fusspunktsdreieeks. 

Der  Schwerpunkt  des  Fusspunktsdreieckes  ist  reell,  trotzdem 
das  Dreieck  selbst  imaginär  ist,  denn,  sind  tig,  u^  die  Parameter 
der  imaginären  Fusspunkte  und  zwar 

so  ist: 

somit 

^""  3  ""       3 

reell,  dasselbe  gilt  auch  ffir  17.    Fuhren  wir  somit  in  die  Gleichungen 

«-3'      ''-    3 

fOr  x^  und  y^  die  Werte,  so   erhalten   wir   mit  Racksicht  auf.  die 
Gleichungen  (7): 


i- 

a3  +  4u* 
3   1+«« 

a 

tt» 

1  — 

3(1+« 

>«)(4+««) 

(8) 


Terschieben  wir  das  Goordinatensystem.  auf  den  Punkt  O'(a,0)  als 
AD&Dgsponkt,  so  erhalten  wir  fQr  (8): 

61  — 


31+tt« 

(9) 


Vi  — 


a  «', 


3(l+tt«)(4+tt«) 


Die  Schwerpunktscurve  ist  eine  geschlossene  Curve;  ihre  unendlich 
fernen  Punkte  sind  nämlich  imaginär,  denn  ihre  Parameter  sind 
±S  i2»;  ihre  Gleichung  in  Form  jP(|,  17)  =  0  ist: 
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9&*(V+«Ji*)-8«ft(«i'+24V)  +  16aV  =  0  (10) 

Wir  eritennen  leicht,  daas  die  Corre  nrischen  ^  —  0  and  Si  ~  ö 
liegt,  und  ihr  FUcheninhalt  ist 


-   9/, 


(l+uV(4+u»)  "="  3 


Mittelpunkt  ies  Umkreises. 

Wir  firnden  (1,  9)  für  die  Gleichang  des  Umkreises,  d^  einem 
Dreiecke  umgeschrieben  ist,  dessen  Ecken  anf  der  Cissoide  liegen: 


P9  Ps  Pz 

Drücken  wir  nun  mittelst  der  Oleichongen  (7)  die  Bedingung  aus, 
dass  das  Dreieck  ein  Fusspunktsdreieck  ist,  so  erhalten  wir : 
(l+tt«)(3+2««)(i«+i?«H-a[94-14t*«-f4«*]e+attiy-4aV  -  0    (11) 
Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind 

^»""      2(l  +  »«)(3  +  2Ü») 

a  n 


2(l+««)(3+au«) 

Verlegen  wir  den  Anfangspunkt  in  den  Punkt  (— a,  0),  so  gehen  die 
vorstehenden  Gleichungen  aber  in 

g         3+4tt« 
^«  ■"       2(l4-ti«K3+2t««) 

^  ""       2(l+tt«)(3+2ti«) 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Umkreise  ist  somit  eine  rationale 
Curve  vierter  Ordnung  und  wie  wir  uns  leicht  fibenseugen  können 
fünfter  Classe.  Sie  besitzt  nftmlich,  ausser  zweien  u&endlich  fernen 
Doppelpunkten  in  den  Kreispunkten,  einen  realen  Rflckkehrpunkt  im 
Anfangspunkte  der   Coordinaten  0\    Die  ganze  Curve  ist  endlich 

gelegen  auf  linker  Seite  der  F-Achse  von  £,'  =:  0  bis  {/  ""  ~  f* 

Das  Kreissystem  JE«  —  0  bei  veränderlichem  i*  hallt  eine  Corvo 
zehnter  Ordnung  ein. 
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XX. 


Heber  einige  Winkel-  und  Längenrelationen 
am  Dreiecke. 


Von 

K.  Zahradnik. 


Es  sei  Q  der  HittelpQDkt  des  grössten  Kreises,  welcher  einen 
g^benen  Kreis  K  im  Punkte  D^  nnd  seine  Sehne  A^A^  in  ihrem 
HalUningspankte  B^  berflhrt  Was  den  Punkt  C^  betrifft,  so  nehmen 
wir  an,  dass  er  nicht  auf  derselben  Seite  der  Sehne  mit  dem  Mittel- 
punkte 8  von  K  liegt;  den  Mittelpunkt  solch  grössten  Kreises,  der 
Büt  i8  an  derselben  Seite  von  A^A^  liegt,  bezeichnen  wir  mit  Cg  und 
lein  Ber&hmngspunkt  mit  K  sei  D^*,  Dass  83^  in  ÄT^'  ^^^  ^^ 
klar.  Femer  bezeichnen  wir  mit  if,  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 
t^  mit  X,  seinen  Radius  nnd  mit  Ü^,F^  seinen  Umfang  nnd  seine  Flache. 
Aehnlich  mit  K^'  den  Kreis  vom  Mittelpunkte  C\'  etc.  Ist  nun  R 
der  Halbmesser  des  Kreises  K^  so  ist 


«.+«.'= Ä 

(1) 

U,+  Ü,'-.V 

(2) 

F-F,~F,'~^U,.V,' 

(8) 

Die  letzten  zwei  Relationen  besagen  nns,  dass  im  Dreiecke  D^A^D^'B^ 
mit  den  Halbkreisen  I\B^,  ^aAS  A'^-^s  ^^  Seiten,  die  Summe 
zweier  seiner  Seiten  der  dritten  grössten  Seiten  gleich  ist,  nnd  dass 
sein  Flacheninhalt  gleich  ist  dem  Flächeninhalte  eines  Rechteckes, 
dessen  Seiten  U^  und  x,'  oder  U^'  und  xj  sind. 

Dieses  Resultat  ist  von  der  Grösse  der  Sehne  A^A^  unabhängig, 
nnd  wir  konnten  sagen:  beschreiben  wir  aber  den  Abschnitten,  in 
welche  ein  Punkt  B^  den  Durchmesser  D^D^'  innerlich  teilt,  Kreise  etc. 
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2.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Sehne  A^A^  eine  Function 
ihrer  Richtung  ist;  dann  beschreibt  der  Pnnkt  C^  bezflglich  C,'  eine 
Curve  (Cg)  bezüglich  (C^'h  welche  wir  nun  näher  untersuchen  wollen. 

Schreiben  wir  für  jetzt  x  statt  Jt  als  den  Halbmesser  des  Kreises 
K,    Nach  der  Annahme  ist 

^,^,=/((p)  (1) 

die  Polarcoordinaten  von  C^  mit  8  als  Pol  seien  q,  0,  so  ist  (Fig.  1) 

V  =  f  +  ^  (2) 

wegen 


ist  die  Polargleichung  von  (C^) 


+V^Hl+'l 


(3) 


7f 

Was  den  Ort  von  C^'  betrifft,  ist  wegen  y  =  Öj  —  s" 


Pi 


^-\/^'-i\f{e.-l)] 


dass  der  Ort  (Q)  mit  dem  Orte  (C^*)  congraent  ist,  erkennen  wir 
schon  aus  der  Öleichungsform.  Ferner  ersehen  wir  ans  (3),  dass 
die  Curve  (C^)  eine  Konchoide  von  der  Gurve  (E) 


'-i>/^M^+«)r 


ist,  deren  Yectoren  wir  nur  um  -^  zu  verlftngern  haben,  um  (C^  zu 
bekommen. 

Dass  2x>'/ro+^)  d.  i.  2»>>^|^s  sein  muss,  ist  geome- 
trisch ersichtlich. 

3.    Als  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen 
/(9)  —  2fii8in9-f-2»<:o8  9> 
Hier  ist  (£)  Fusspunktscurve  einer  Ellipse  der  Halbaxen 

X 

«-2 

6  — jy«»— »»— «» 
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and  deren  grosse  Axe  znr  CoordiDatenaze  nm  a  geneigt  ist,  dessen 

Grosse  ans 

.    ^  2mn 

tg2a  —  -g j 

^  fnr  —  n* 

folgt  Somit  ist  (C^)  in  diesem  Falle  eine  Konchoide  der  Fasspnnkts- 
cnrve  der  Ellipse.  Es  ist  in  diesem  Falle  N^>>m*-|"***9  ^^  ^^°® 
kleine  Erwägung  sogleich  gibt. 

Im  Falle  

f{tp)  «  nysinycosy 

haben  wir  es  wieder  mit  einer  Konchoide  der  Fusspnnktscarye  einer 
Ellipse  zu  tan,  deren  Haaptaze  mit  der  Coordinatenaxe  den  Winkel 

j  einschliesst.    Möge  noch  der  Fall 


erwähnt  werden.  (C,)  ist  wieder  eine  Konchoide  der  Fnsspankts- 
carve  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxe  mit  derPolaraxe  zasammenftUt; 
die  Halbaxen  der  Ellipse  sind  hier 

Die  Anzahl  der  Beispiele  lässt  sich  leicht  fortsetzen. 


in. 

Es  sei  K  ein  Umkreis  des  Dreieckes  A^A^A^-^  über  der  Seite 
A^A^  als  Sehne  constrairen  wir  nach  (1)  zwei  Kreise  iCg,  K^*  mit 
den  Mittelpunkten  Cg^),  C^'  (Fig.  2),  welche  die  Seite  A^A^  im 
Punkte  J?s  berühren.  Aehnlich  für  die  Seiten  A^A^^  A^A^  mit  cykli- 
scher  Vertauschung  der  Indices.  Den  Flächeninhalt  des  Dreieckes 
A^A^A^  bezeichnen  wir  mit  da,  den  Winkel   bei  Ak  mit  «^  und  die 

gegenüberliegende  Seite  mit  a^.    Der  Halbmesser  des  Inkreises  von 

^a  sei  r,  und  r^  der  Halbmesser  des  die  Seite  a^  aussen  berührenden 

Inkreises.  Die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  B^B^B^^  ^iQQ»  C^C^*C^' 
werden  wir  mit  db^  de,  de  bezeichnen. 

Relationen  am  da* 

4.    Die  Verbindungslinie  SAk  teilt  den  Winkel  a^  in  zwei  Teile, 

welche  wir  mit  ß  und  mit  Index  des  beiliegenden  Scheitels  bezeichnen 
werden.    So  z.  B.  SA^A^  »  ß^  u.  s.  w.    Es  besteht  somit 

1)  Der  Mittelpunkt  des  Berflhningskreises ,  der  ansserbalb  doa  Dreieckei 
A^A^A^  liegt,  sei  C^, 

ireh.  d.  lUik.  n.  Phy«.    S.  Seih«,  T.  YI.  27 
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w        ,  .  ^       « 


J(J*-2      oder     «,+/»,=  2  (1) 

Der  Kürze  weissen  sei 

2«  —  2:a,     2<r==  ^sino 
somit  wegen 

o^  =  2Ä8ina^  (2) 

'-:=2ä,     Zsin«-^  (3) 

5.  Ans  dem  verallgemeinerten  Pythagoreischen  Satze 

erhalten  wir  (2): 

sin'ff]  —  8in*as4*8ii^'<'5'^2sinassinff3C08ffi 

woraus  dnrch  cyklische  Yertauschung  der  Indices  und  Summation: 

£  sin'a  =  227  sin  a  2:  cot  a  (I) 

Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 

2:8in*«-"  2(1+ neos«) 

können  wir  dieselbe  schreiben 

-S  cot  tf  «-  llcot  a+n  cosec  a  (II) 

wo  sich  die  Snmmatiou  und  Moltiplication  wie  auch  im  folgenden 
anf  die  drei  Winkel  des  Dreieckes  erstreckt. 

6.  Die  Formel 

a^  —  a^COSOs+OsCOSai 
geht  über  nach  (2)  in 

sin  ffg  —  sin  o^  cos  o« + siü  a^  cos  «j 

woraus  wir  wieder  durch  zyklische  Yertauschung   der  Indices  und 
Summation  erhalten 


oder 


2:sina  «  X sin a^ cos a^      ä  ^  x  —  1,  2,  3      (Hl) 
£B!in(a^-\-a^)  —  2?sina^cos«^ 
7.    Für  den  Flftcheninhalt  des  Dreieckes  gelten  bekanntlich: 

^«-^^-="T-'»i^'''  Äg»gi=  1,2,3       (4) 
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^.  =  y«  («  -  a,)(*  -  a,)(.  -  aj)  (5) 

—  «  —  »"iC»  — «i)  —  »•»(«— «i)  —  »•«(«—««)  (6) 

-  ^"  (7) 
Ans  (5)  and  (6)  folgt  der  Satz  von  Mahiea: 

Aus  der  Gleichung  (4)  mittelst  (2)  folgt 

^a=2Ä«n8ina  (9) 

Nan  ist  aber 

somit  wegen 

Wkl.  AkSA^  -2a.  Ä  ^  «  ^  »  -  1,  2,  3 

^a  »  -  -  ^sin 2o  =  jR'  2: sin  a  cos  «  (10) 

Vergleichen  wir  nan  (9)  und  10),  so  erhalten  wir 

4i78ina»  ^8in2a  (lY) 

oder 

211  sin  a  —  S  sin  a  cos  a  (I V) 

Aas  der  ersten  Oleichnng  (6)  folgt 

^fl  =  fir2:Bina  (11) 

somit  wegen  (10): 

2r  2:sina  =  i?  278in2a  (12) 

Aas  der  Formel  (7)  erhalten  wir 

2z/a  =  ^x^x  «  2Ax  R  sin  ax 
somit : 

f-^sincrx  (13) 

Äx  ^a 

worans  wieder 

Äx         ^a 

and  somit  wegen  (11): 

8     1       1 

-£  T^  -  -  (14) 

Maltipliciren  wir  die  Oleichnngen  (13)  fflr  n  —  1,  2,  3,  erhalten  wir 
1  Ä»       . 

welche  Relation  mit  Rtlcksicht  anf  (9)  in 

2^/a«=  ÄÄiÄjÄg  (15) 

abergeht    Vergleichen  wir  nun  dies  Resultat  mit  der  Gleichung  (8), 
so  erhalten  wir 
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ÄÄiÄ,Ä3  =  2rr,r,r,  (16) 

Aus  den  Oleichangeo  (6)  folgt: 

was  den  Satz  von  Steiner ')-Bobilier  ausdrflckt,  nftmlich: 

r        r^      r,      r. 

Ferneres  erhalten  wir  ans  den  Oleichnngen  (6) 

-  4.r,+r.-r-  ^a(— h  "^^ 1 ^ ') 

nun  ist  aber  wegen  9  ^  Za  der  Ausdruck  in  den  Klammem  gleich 

010^03       4Ä 

womit  sich  der  zweite  Satz  von  Bobilier')  ergibt: 

4Ä  =  ri+r,  +  r3-r  (18) 

Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  folgt: 

r         IZsina 
2ä  ""  2:sin« 
was  mit  Httlfe  der  bekannten  Relation 

^ sin  ff  «  47Ico8,3 


in 


:^«4nsin5  (19) 


übergeht. 

8.    Es  sei  SBh  =  p^,  wo 

% 
Q^  =  RHinß^  —  Äcos  «^  «>  jj  cot«^ 

Far  den  Flächeninhalt  von  Jh  erhalten  wir: 

^b  =  i£9^Q^smBkSBx  Ä^x  =  l,  2,3 

Nun  ist 

Wkl.  BhSBx  —  »  —  «1,        da  =  ^db 
somit 

z/a  =  Ä^ilcOSal^tga 

was  mit  (9)  verglichen  gibt: 


(20) 


l)  J.  Sfc6iner'B  Werke  I.  Bd.  pg.  214. 

8)  Erschien  in  Gkrgonne-Annales  des  math.     Conf.  Steiner  1.  c« 
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ntga  —  £tga  (V) 

oder  wegen  (IV'): 

2:Bincrco8a  =  2i7co8a2;tga  (TI) 

Relationen  am  Je* 
9.    Für  Qj^  gilt  auch 

femer  ist  (Fig.  1} 

Ä~^*       R 

BhQi  =  \  —  — y-  =  2  (l-"<^ö8tf^) 

V--  \+^k 2 2  ^^+^^'"a^ 

wo 

«/  =  -öAa'«Äa 

Fflr  den  Flächeninhalt  von  Je  erhalten  wir 

de  =  i  2^ «/«/sin  «3  —  g  2;(l  +  co8tfi)(l  +  co8(jf,)sin(jr3 

»  y  2:co8«|*  cos«^^ Bin«,  =  Ä«nco8«^  -£  tg  ^       (21) 
Es  ist  aher  aach 

2;coß*  ^  C08*^*  sin  »8  —  2  il  coB  1 2?  C08 1*  cos  ^  sin|' 
woraus  wegen 

2;  cos  ^  cos  2  MB  jf  — 4 =-i2:cos«2 

^.-yncos^-Scos«^  (22) 

Vergleichen  wir  nnn  die  Resultate  (21)  und  (22),  so  erhalten  wir 

2nco8^2tg5-2?co8«5  (VU) 

Nim  ist  aber  bekanntlich: 

2:co8»^  -  2(l  +  nsin0 
somit  können  wir  (VII)  schreiben: 

2;tg5  =  ntg2  +  nsec?  (vm) 

Bemerkung:  Sind  die  Dreiecke  ^a,  Je  nicht  in  einer  beson- 
dnren  Lage  zu  einander? 
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RüaHonen  am  de. 
10.     Fttr  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes  de    erhalten  wir: 

^c'  =  i^«i«j8ia«8  —  -9  -S8in*^*8in*^8in«s 


2  °*"  2 
2 


=  Ä«n8in«|.  2^  cot 5  (23) 


oder  wegen 


4  2? sin  ^  sin^  cos 0^  =  iS sin«  —  4 17 cos  ? 

^fc'  —  Ä* Hsin  2  COS  2  —  -g-  Usin  o  (21) 

Dnrch  Yergleichnng  der  Formeln  (23)  nnd  (24)  ergibt  sich: 

^cot|«ncotgJ  (IX) 

Femer  folgt  ans  (24)  mit  Rücksicht  auf  (9): 

da  —  16  ^fc' 

fthnlich  aus  (21)  nnd  (24): 

Die  Dreiecke  da  —  A^sA  ^^^  ^d*  -»  D^*D^*D^*  sind  congment 
Ihr  Flacheninhalt  ist 

z/rf  -=-  ^  -2  sin  tf 
somit  gilt  wegen  (10)  nnd  (12): 

dd      R        ^sinc 
^/a*"  2r'"  Z6in2a 


IV. 
11.    Im  Artikel  8  zeigten  wir,  dass 

SBk  —  ^j^  —  Äcos«^ 


somit  gilt 

nnd  wegen  (19): 


Sq  —  RZconu  =  Ä4-4ÄiIsin^ 


12.    Nach  dem  Artikel  7  nnd  9  besteht 
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somit: 

Ü/+  üi  -  U 

ü/—  üi-  «  ü'cosflff  —  2«pi 

Durch  Summation  erhalten  wir 

£(0/--  üi)  —  2nR+2nr 

Dämlich  der  Unterschied  der  Umfange  der  Kreise  um  C  und  C* 
(Fig.  1)  ist  gleich  dem  Umfange  des  ans  S  beschriebenen  nnd  beide 
Kreise  gemeinschaftlich  in  B  berQhrendon  Kreise;  die  Summe  der 
Unterschiede  der  Umfange  der  Kreise  Kt  und  K/  ist  gleich  der 
Summe  der  Umfange  des  Umkreises  und  Inkreises. 

Ferner  gilt 

F/^  Fi  =  n(xi'*  —  %t^)  —  «Ä|>i  =  F.cosoi 
somit 

ZiF/'-Fi)  =  nR*+nRr 

Endlich  sei  noch  nachstehende  Relation  aufgeführt: 

Fi'—B  Ui'—Ui 

—f ^cosa.  =  — j^— 

somit  ist 

Fi'—  Fi  __  F       R 

ü/—  ü,""  U™2 

für  i  =  1,  2,  3,  d.  i.:  Das  VerhäJtniss  der  Unterschiede  der  Flächen- 
inhalte und  Umfange  der  Kreise  Ki  und  Ki,  welche  wir  nach  Art.  1. 
über  einer  Sehne  construiren,  ist  gleich  der  Hälfte  des  Halbmessers 
des  gegebenen  Kreises.  So  ist  in  der  Fig.  3  der  Unterschied  Fi^-F 
gleich  dem  schraf&rten  Teile  und  ü/—  Ui  gleich  dem  Umfange  des  aus 
dem  Mittelpunkte  S  die  Sehne  berührend  gelegten  Kreises. 
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XXL 
Ueber  magische  Quadrate. 

Von 

Felix  Clauss. 


Die  Aufgabe  x .  x  Zahlen  von  Ip  —  x^  (wobei  p  ein  beliebiger 
Factor)  in  ein  Quadrat  von  x,x  Feldern  so  einzuzeichnen,  dass  die 
Summe  aller  Glieder  je  einer  der  x  wagerechten  oder  senkrechten 
Reihen  oder  einer  der  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist,  zerfällt  nach 
dieser  Methode  in  zwei  Hauptgruppen,  je  nachdem  die  Basis  x  eine 
gerade  oder  ungerade  ist 

Die  Orösse  der  jedesmaligen  Summe  -bestimmt  sich,  da  x  Reihen 
vorhanden,  mit  Hilfe  der  arithmetischen   Progressionen  nach   der 

Formel:  S  -  ^£±5^  .?*  o^er:  Ä  =  |  (1  +x*)p.    Der  Einfachheit 

halber  soll  in  folgenden  Ausführungen  der  constante  Factor  p,  den 
man  ja  jedem  Endergebniss  nur  anzufClgen  hat,  weggelassen  werden. 
Die  Aufstellung  der  Zahlen  geschieht  nun  vollständig  symmetrisch. 

I.    Die  Basis  x  eine  gerade  Zahl. 

Das  erste  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe  heisst  1;  das 
letzte  X.  Demnach  lautet  in  ders.  Reihe  das  zweite  2 ;  das  vorletzte 
a;-l,  das  dritte  3  u.  s.  w.  Das  erste  Glied  der  zweiten  (wager.) 
Reihe  lautet  demnach  o^+l;  ^^  letzte  2x;  die  übrigen  Glieder  ders. 
Reihe:  jr  +  2;  a;-|-3  u.  s.  w.  2a;— 2;  2^;  — 1.  Ebenso  verhalten  sich 
die  folgenden  Reihen.  —  In  der  letzten  heisst  das  letzte  Glied  x*\ 
demnach  das  vorletzte  »^—1;  ...  das  o;  letzte  (d.  h.  das  erste)  Glied 
der  letzten  Reihe  x* — X'\'l  u.  s.  w.  Ebenso  findet  man  das  letzte 
Glied  der  vorletzten  Reihe  x^  —  lx\  das  erste  Glied  ders.  Reihe 
x*^2x'}'l  u.  s.  w.  u.  s.  w.  —  (vergl.  die  am  Schlüsse  angefügte  Tafel). 
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Aas  dieser  völlig  symmetrischen  AafsteUaog  der  x,k  Zahlen 
ergiebt  sich  sofort: 

I).  Je  zwei  sich  diametral  gegenüberliegende  Zahlen  betragen 
zusammen  1-|-^^    Mithin  ist  die  Snmme  aller  Glieder  jeder  Ton 

beiden  Diagonalen,  da  jede  x  Glieder  hat,  je  |(l-|-a(>). 

na).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten,  des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  ersten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal  1+^; 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzten  wager.  Reihe  jedesm.  2x*'^x^l\ 
mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der  ersten 
und  letzten  wager.  Reihe  zus.  jedesm.  2+2«*  oder  2(1  +  «?*). 

üb).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten,  des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  zweiten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal 
l4-3a?9  die  Summe  je  ders.  Glieder  der  vorletzten  wager.  Reihe 
jedesm.  2a^^^'\-l\  mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender 
Glieder  der  zweiten  und  vorletzten  wager.  Reihe  zus.  jedesm.  2-|-2{b* 
oder  2(1 -fa?«). 

IIc).    Bei  allen  folgenden  Reihen  findet  dasselbe  Yerhältniss  statt 

Illa).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten ,  des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  ersten  senkrechten  Reihe  betr.  2-|-fl;*^s) 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzten  senkrechten  Reihe  jedesm. 
x+x*\  mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der 
ersten  und  letzten  senkrechten  Reihe  zus.  2-|-2fl;'  oder  2(l-|-fl;^). 

lUb).  Bei  allen  folgenden  senkrechten  Reihen  findet  dasselbe 
Yerhftltniss  statt 

Vertauscht  man  nun  aus  jeder  Reihe  t  mal  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Glieder  mit  den  ihnen  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen, 
doch  so,  dass  die  Diagonalzahlen  als  solche  gewahrt  werden,  d.  h. 
dass  man  aus  der  ersten  wagerechten  Reihe  das  zweite  und  vorletzte, 
vierte  und  viertletzte  Glied  u.  s.  w.;  aus  der  zweiten  wagerechten 
Reihe  jedoch  das  erste  und  letzte,  dritte  und  drittletzte  Glied  u.  s.  f. 
immer  abwechselnd  mit  den  ihnen  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen 
vertauscht,  so  müssen  nach  den  obigen  Ausführungen  allemal  vier 
Glieder  in  jeder  wasserechten  oder  senkrechten  Reihe  und  zwar  das 
erste,  zweite,  vorletzte  und  letzte;  oder  das  dritte,  vierte,  viertletzte 
und  drittletzte  Glied  u.  s.  w.  immer  die  Summe  2(l-|-tc')  ergeben. 

Hauptregel  ist  nun,  dass  man  zuerst  die  beiden  mitteLsten  Qua- 
drate, dann  die  beiden  um  diese  sich  gruppirenden  Quadrate  u.  s.  w. 
behandelt 
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A.  Ist  die  Basis  x  eine  durch  vier  teilbare  Zahl,  so  erhält  man 
in  jeder  Reihe  r  mal  die  Summe  2(l  +  fl;*)  d.  h.  ö(1+«*)  ^-J^'  ^•^• 

B.  Ist  die  Basis  x  eine  gerade,  aber  nicht  durch  vier  teilbare 
Zahl,  so  wird  zuletzt  allemal  nur  ein  einzelnes  Quadrat  abrig  bleiben, 
das  man  nach  folgenden  Regeln  zu  behandeln  hat. 

Die  Summe  aller  Glieder  einer  jeden  Reihe  der  inneren  Quadrate 

x—2 
beträgt  nach   den   obigen  Ansfahrungen   (!+«*)  •-~2~«    Von  dem 

äussersten  Quadrate  müssen  demnach  ausser  den  Eckzahlen  je  zwei 

X  35—2 

sich  direct  gegenttberliegende  Glieder  zus.  allemal  2(l+**)--"(l+^*)~2^ 

d.  h.  14-^^  betragen.  Dieses  ist  aber  die  Summe  je  zwei  sich  ein- 
ander diametral  gegenüberliegender  Zahlen;  die  Aufgabe  wird  also 
gelöst  sein,  wenn  nur  zwei  aneinanderstossende  Seiten  des  äussersten 
Quadrates  aus  den  noch  vorhandenen  Zahlen  so  gebildet  sind,  dass 

die  Summe  je  ihrer  Glieder  ^  (1  -f  ^^)  beträgt,  und  jede  Reihe  allemal 

nur  eine  der  sich  einander  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen 
enthält  Die  einzelnen  Glieder  der  beiden  anderen  Quadratseiten 
müssen  dann  die  Diametralzahlen  ihrer  direct  gogenüberiiegenden 
Zahlen  sein. 

Die  beiden  zu  bildenden  Seiton  des  äussersten  Quadrates  seien 
die  untere  und  die  rechte  Quadratseite.  Man  bildet  sie  nun  folgender- 
massen:  Zunächst  vertauscht  man  in  beiden  Diagonalen  die  Endglieder 
mit  einander.     Die  übrigen  ungeraden  Glieder  ausser  den   letzten 

■—^  ungeraden  Gliedern  der  unteren  Reihe,  die  durch   die  letzten 

~T~-  ungeraden  Glieder  der  oberen  Quadratseite  ersetzt  werden,  also 

das  dritte,  fünfte,  siebente  u.  s.  w.  Glied  behalten  auf  beiden  Seiten 

ihren  Platz  bei;  während  die  geraden  Glieder  der  unteren  Seite,  also 

das  zweite,  vierte,  sechste  u.  s.  w.  Glied  durch  die  geraden  Glieder 

der  rechten  Seite,  und  die  geraden  Glieder  der  rechten  Seite  durch 

die  ungeraden  Glieder  der  oberen  Seite  (ausser  natürlich  der  Eckzahl) 

X — 6 
ersetzt  werden;  nur  dass  an  Stelle  der  letzten  — j—  ungeraden  Glie- 

SB"—  6 

der  der  oberen  Seite,  die  ja  schon  verwertet  sind,  die  letzten  -7— 
ungeraden  Glieder  der  unteren  Quadratseite  treten.    Ist  dies  alles 
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geschelieii,  so  vertanscht  man  in  der  unteren  Qaadratseite  noch  das 

letzte  and  das  (|+l)  GrMoA  mit  einander. 

Dann  erhält  die  untere  Quadratseite: 

1).  das  erste  und  letzte  Glied  der  oberen  Quadratseite,  d.  h.  die 
beiden  Summanden  1  und  x^ 

X  —  2 
2).  eine  arithmetische  Reihe  von  — q—  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  dritte  Glied  der  letzten  wager.  Reihe  also  x'— os-f-^«  deren 
Endglied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  wager.  Reihe  also  x*— 1, 

deren  Summe  mithin  '"^   * — ^^^  .  ^—k-  beträgt    Hierbei  ist 

X— 6 
jedoch  —T—  mal  die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenüberliegenden 

Glieder  einer  senkrechten  Reihe  zuviel  genommen,  die  von  der  Summe 
wieder  abzuziehen  ist, 

X — 2 
3).  eine  arithm.  Reihe  von  — h—  Gliedern,    deren  Anfangsglied 

das  zweite  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  2a;,  deren  Endglied 

das  drittletzte  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also   x^ — 2x^  deren 

2x4-x^ — 2x   X — 2  .    ^  , 

Summe  mithin  — —^ .  — h—  beträgt.  —  Es  ergiebt  sich  daher 

f&r  die  untere  Quadratseite  die  Summe: 

o       .   .       .    a:^— aJ+3-fa«— 1  fr-2      a;— 6,  ,      ,  ,  2aj+a:«— 2aJ  »—2 
S^l+x+ '^ 2 r^^'-'')+ 2 "2" 

=  (4+4X+2»»— a;*+2a;— 4a;2+2a;-4  -a;8+&r«+^«-6a4-aj»— 2a;«):4 

•= — ^r —    oder:    2(^+^^    w.  z.  b.  w. 

Die  rechte  Quadratseite  enthält  dann: 

1).  das  erste  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  ar»— x+l, 

2).  das  letzte  Glied  der  (|  +  1)*  wagerechten  Reihe  d.h.  (l+lV* 

01  —  2 
3).  eine  arithm.  Reihe  von  -y-  Gliedern,  deren  Anfangsglied  das 

dritte  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  3x]  deren  Endglied  das 
vorletzte  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  «' — x\  deren  Summe 

mithin  — ^"2 —y~  beträgt, 

4).  eine  arithm.  Reihe  von  —^  Gliedern,  deren  Anfangsglied  das 
dritte  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe ,  also  3;  deren  Endglied 
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das  vorletzte  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe,  also  '—1;  deren 

3-l-x  —  1  aj— 2  X — 6 

Somme  mithin  — ^-^ k~  ^^^f^-   Hierbei  ist  jedoch  — r-  mal 

die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenüberliegenden  Glieder  einer 
senkrechten  Reihe,  die,  wie  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Anfstellnng 
erhellt,  ^  —  x  betrftgt,  zu  wenig  genommen,  was  nnn  zur  Gesamt* 
snmroe  noch  zn  addiren  ist 

Es  ergiebt  sich  daher  f&r  die  rechte  Qnadratseite  die  Summe: 

S=x«-H-l+(2+  V^-^^2 •  "2"+       2—  "2^+  -T^**-') 

=  (4««— 4«+4+2a;*+4aj+2x«+a:»— 4a;-2x«+2aH-ar«— 4— 2« 

+x»  — 6sc«-'ir«+6a;):4 
=■  — -7 —    oder:     r^^+x*)    w.  z.  b.  w. 

n.    Die  Basis  x  eine  ungerade  Zahl. 

Die  Anfstellnng  der  x.x  Zahlen  geschieht  ebenso  wie  bei  den 
Quadraten  mit  gerader  Basis ,  nur  dass  noch  in  jeder  Reihe  das 
mittlere  Glied  besonders  auszudrücken  ist;  und  zwar  ist  dieses  allemal 
gleich  der  halben  Summe  des  Anfangs-  und  Endgliedes  einer  jeden 
Reihe.    In  der  ersten  wagerechten  Reihe  wird  es  also,  da  das  erste 

Glied  1,  das  letzte  Glied  x  heisst,  —k— ;  in  der  letzten  wagerechten 

2iB«— x+1 

Reihe,  da  das  erste  Glied  «*  — »  +  1,  das  letzte  x*  heisst, ^ 

lauten.  Ebenso  berechnet  sich  das  mittlere  Glied  der  ersten  senk- 
rechten Reihe  aus  1  und  «*— »  +  1  als  2~~ '  ^  ^^^  letzten 

senkrechten  Reihe  ans  x  und  x^  als  — ^ — .  (vergl.  die  am  Schlüsse 
angefügte  Tafel). 

Bei  der  Yerschiebnng  der  einzelnen  Zahlen  ist  nun  namentlich 
zu  beachten,  dass  man  jedes  um  den  Mittelpunkt  sich  gruppirende 
Quadrat  einzeln  nach  den  im  folgenden  aufgestellten  Formeln  zn 
behaudehi  hat  Sie  teilen  sich  in  Quadrate  mit  ungeraden  Grund- 
zahlen, deren  Basis  um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilbare  Zahl, 
und  solche,  deren  Basis  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teil- 
bare Zahl  ist. 

A.    Die  Basis  x  um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilb.  ZahL 

I).    Die  vier  Eckzahlen  und  die  vier  je  in  der  Mitte  einer  Seite 

stehenden  Zahlen,  kurz  Mittelzahlen  genannt,  verschiebt  man  so,  dass 
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die  untere  Mittelzahl  in  die  linke  obere  Ecke,  die  rechte  Mittelzahl 
in  die  rechte  obere  Ecke,  die  Unke  Mittelzabl  in  die  linke  untere 
EdLe,  die  obere  Mittelzahl  in  die  rechte  nntere  Ecke  za  stehen 
kommt;  tind  die  linke  obere  Eckzahl  obere  Mittelzahl,  die  rechte 
obere  Eckzahl  linke  Mittelzahl,  die  linke  untere  Eckzahl  rechte 
Mittelzahl  nnd  die  rechte  nntore  Eckzahl  untere  Mittelzahl  wird; 
als  Figur  durch  zwei  Parallelogramme,  die  sich  in  ihren  Eckpunkten 
auf  einander  zu  verschieben,  verdeutlicht;  also 

a    b    e  h    a   f 

d    e    f     und:      c    e     g 

g    h    i  d    i    h 

IIa).  Die  zweiten  und  vorletzten  Zahlen  der  beiden  wagerechten 
und  senkrechten  Reihen  vertauscht  man  so  mit  einander,  dass  die 
zweite  und  vorletzte  Zahl  je  einer  der  beiden  parallelen  Reihen  in 
die  ihnen  gegenüberliegende  Reihe  zu  stehen  kommen,  doch  so  dass 
die  zuerst  sich  diametral  einander  gegenüberliegenden  Zahlen  nun 
direct  sich  gegenüberliegen;  als  Figur  dargestellt  durch  ein  Rechteck, 
dessen  Ecken  sich  auf  einem  der  beiden  Parallelenpaare  und  den 
Diagonalen  fortschreitend  verschieben;  also 

m    o  n    p 

IXI      und: 
n    p  o    m 

IIb).    Die  dritten  und  drittletzten,  die  vierten  und  viertletzten 

u.  s.  w.  Zahlen  der  beiden  wagerochten  und  senkrechten  Reihen  be* 

handelt  man  nach  demselben  Prinzip  wie  die  zweiten  und  vorletzten 

aj— 3 
Zahlen  (vergl.  IIa);   und  zwar  hat  man  so  auf  jeder  Seite  — 7— 

nebeneinanderstehende  Zahlen  zu  behandeln. 

III).  Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  zu  beiden  Seiten  der 
Mittelzahl  je  — ^ j—  d.  h.   -r-    Zahlen    übrig    bleiben,  von 

denen  man  noch  aber  nur  auf  zwei  aneinanderstossenden  Quadrat- 
seiten je  zwei  sich  entsprechende  Zahlen  mit  einander  zu  vertauschen 
hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  erst  diametral  gegenüberliegenden 
Zahlen  sich  nun  direct  gegenüberliegen,  zusammen  addirt  also  jedes- 
mal die  Summe  1-f-^^  ergeben. 

Es  enthalten  dann: 

Die  obere  Quadratseite: 

2a;8  — ar-fl 
1).  die  untere  Mittelzahl  d.  h.  ^ ; 

2).  die  linke  obere  Eckzahl  d.  h.  1; 
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3).  die  rechte  Mittelzahl  d.  h.  -^— .a?; 

4).  eine  arithm.  Beihe  von  —ä—  Gliedern,  deren  An&ngsglied 
das  zweite  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  »*— «-{-2; 
deren   Endglied   das    T^^t lY  Glied  der  letzten  Reihe  d.  h. 

2""^ 1>  deren  Summe  mithin s . -ö— 

X  —  3 
beträgt.  —  Hierbei  ist  jedoch  — j—  mal   die  Differenz   zweier   sich 

jp 3 

senkrecht  gegentlberliegenden  Glieder  d.  h.  —j— (**—*)   zuviel  ge- 
nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist  — 

X  —3 
5).  eine  arithm.  Reihe  von  —^  Gliedern,   deren  Anfangsglied 

das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.h.  a;'—  1;  deren 
Endglied  das  f  ^o    '^^J'  ^^^®^  ^^^  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h. 

2X2--5C  +  1 

jT— ^ |-i;  deren  Summe  mithin ^ • — ö^ 

beträgt.  —  Hierbei  ist  jedoch  — j—  mal   die   Differenz   zweier  sich 

q 

senkrecht  gegenflberliegenden  Glieder  d.  h.  — j-  {sfi-^x)  zuviel  ge* 
nommen,  was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist 
Die  obere  Quadratseite  besteht  also  aus: 


««^3,  «      .  I  "^       2       "*"*    «-3     «-3 

•  T  <«^-«)+ 2 2 — r ' 


-  (8a:»-4a4-4+844«H^«+4«!»--3*H-3«— 12*2+9« -9-2«»-f8«^ 
— 6»-H<e»— a!24-a!-12«H-3»— 3— 2«!»-f8«^— 6«) :  8 

=  ^±^'d.h.  Id-fa»)    w.  z.  b.  w. 

Die  linke  Qnadratseite: 

2a^  —  «-1-1 

1).  die  untere  Mittelzahl  d.  h. s— ^ — » 
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2).  die  rechte  obere  Eckzahl  d.  h.  rc; 

3).  die  linke  Mittelzahl  d.  h.  s"^ ' 

jp 3 

4).  eine  arithmetische  Reihe  von  —^  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  2x\  deren 
Endglied  das  (^  —  ^J    ^^^®^  ^®'  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h. 

I  — ^ IIa?;  deren  Summe  mithin  ^ .  -^  -  be- 

sr  — 3 
trftgt.  —  Hierbei  ist  jedoch  — r—  mal  die  Differenz  zweier  sich  wago- 

recht  gegenOberliegenden  Gliedern,  die  wie  sofort  aus  der  Symmetrie 
der  Aufstellung  erhellt,  x  —  1  beträgt,  zuviel  genommen,  was  von  der 
Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist  — 

5).  eine  arithmetische  Reihe  von  -q-  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  x* — x; 

fx  +  l       \ 
deren  Endglied  das(— ^+1  )•  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe 

/x  +  1  \  ^*""*+(^4^0-*aj-3 
d.h.  f-—^ — l-ljx;  deren  Summe  mithin s '"ä" 

aj  — 3 

beträgt.  —   Hierbei  ist  jedoch  — j—  mal  die  Differenz   zweier  sich 

j.     2 
gegenüberliegenden  wagerechten  Glieder  zuviel  genommen  d.  h.  — h—^ 

X--1),  was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist. 
Die  linke  Quadratseite  besteht  also  aus: 


-*-+C4^+l)-    ._3      x^ 


«  (8a;*~4ar-|-4+8a:-f-4x«— 4a;+8+a;»-f3x«-3fl;«— 9x— 2«»+8aj  -6 

+3aj«+x«— 9«»— 3a:-2aj»+ar--.6) :  8 
^i^^j^  d.  h.  ^(1-f  X«)    w.  z.  b.  w. 
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In  den  beiden  anderen  Qnadratseiten  ist  jedes  Glied  das  ur- 
sprüngliche Diamentralglied  seines  gegenüberliegenden  Gliedes,  also 
allemal  das  Supplement  zu  1+''-  Bezeichne  ich  nun  die  entsprechen- 
den Glieder  der  gegenüberliegenden  Reihe  mit  or,  /?,  y,  ö  u.  s.  w., 
so  erhalte  ich  für  jede  der  beiden  vorliegenden  Quadratseiten 
1+ap«— a+l-f-aj* — /J-f-l+oc*— y  u.  s.  w.;  im  ganzen  jedoch 
85(1+«*)  — («-h/J+y+'O-    «  +  /^+y+--  geben  aber  zusammen 

ä(1+«^);  mithin  ist  die  Summe  der  einzelnen  zu  addirenden  Glieder: 
xH +aß) -1(1  +  0^)  =l(l+aß)    w.  z.  b.  w. 

B.    Die  Basis  x  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teilbare  Zahl. 

I).  Jede  Eckzahl  vertauscht  man  mit  einer  benachbarten  Mittel- 
zahl, doch  so,  dass  man  immer  von  jeder  Ecke  aus  die  gleiche  Rich- 
tung beibehält;  als  Figur  dargestellt  (die  Bogen  geben  die  Rich- 
tung an,  in  der  die  Yertauschung  geschieht): 

rat  u    t    $  r    s    t  a    r    w 

u   V    uf    und:    r    v    z    oder:    u   v  w     und:    x   v    t 
X    y    z  y    X    w  x    y    %  u    n    y 

II).  Die  zweiten  und  vorletzten,  die  dritten  und  drittletzten 
n.  8,  w.  Zahlen  der  beiden  wagerechten  und  senkrechten  Reihen  be- 
handele man  nach  denselben  Formeln  wie  dieselben  Zahlen  der  Qua- 
drate, deren  Basen  um  eins  vermehrt  durch  vier  teilbare  Zahlen  sind 
(vergl.  II.  A.  IIa);  nur  dass  maa  hier  nach  diesem  Principe  auf  jeder 

Seite  allemal  nur  — j-  nebeneinaudorstehende  Zahlen  behandelt. 

ni).    Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  zu  beiden  Seiten  der 

Mittelzahl  je  os—  Ts-f  2.  — j-J  d.  h.  — ^  -    Zahlen    übrig    bleiben, 

von  denen  man,  jedoch  nur  auf  zwei  aneinanderstossenden  Quadrat- 
seiten, noch  je  zwei  sich  einander  entsprechende  Zahlen  mit  einander 
zu  vertauschen  hat,  so  dass  dann  je  zwei  sich  einander  erst  diametral 
gegenüberliegende  Zahlen  sich  nun  direct  gegenüberliegen,  zusammen 
also  allemal  die  Summe  1+^  ergeben. 

Es  enthalten  demnach: 
die  obere  Quadratseite: 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h.  ^'"^'^"^ , 

2).  die  rechte  obere  Eckzahl  d.  h.  a;; 
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3).  die  obere  Mittelzahl  d.  h.  ^-^ ; 


X—'i 


4).  eine  arithmetische  Reihe  von  ^  Gliedern,  deren  Anfangs- 
giied  das  zweite  Glied  der  letzten  wagerechten  Beihe  d.  h.  ^-'X^2\ 
deren  Endglied  das  C^ 1  Jte  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe 

d.h. 5—' 1;  deren  Snmme  mithin 5 '"o"' 

Hierbei  ist  jedoch  — j—  mal  die  Differenz  zweier  sich  gegenaber- 

liegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe  d.  h.  —T--(aß—x)  zuviel 
genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist  — 

5).  eine  arithmetische  Reihe  von  -2~  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  0*— 1; 

))eren  Endglied  das(^^|^ — hl)te  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe 

2siß  -ar-f-1 

d.h.  ^—^ -|-1 ;  deren  Summe  mithin   « .  —^ 

X  ^^  ö 

betrftgt  Hierbei  ist  jedoch  auch  wiederum  -j—  mal  die  Differenz 
zwei^  sich  direct  gegenflberliegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe 
d.b.  —jT—  (a;^  —  o;)  zuviel  genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  noch 
abzuziehen  ist. 

Die  obere  Quadratseite  besteht  also  aus: 
_  a^^^2  .     ,  1+«^  ,  ^  -H-2+— g-  1    ^^3 

5  =  — 2 — r«+-2-H 2 2" 

a    .  .  20^-^+1  ,  , 

=(4i;«-^+84^H-4-f4H-4iJ»  -  3«H-3»~  12x«+9a:  -9— 2x»+12»« 
-lOu-H^— ««+«— 1 2x«+3«  -3-2*»+12«a-l(>t) :  8 

=  ^^^i^  d.h.  ?(!+««)    w.  z.  b.  w. 

Anh.  d.  Mftth.  «.  PliT«-   2-  Betlt«.  ''•  ▼!•  '^ 
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Die  linke  Quadratseite: 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h.  s— ^ —  » 

2).  die  linke  obere  Eckzahl  d.  h.  1 ; 

3).  die  untere  Mittelzahl  d.  h.  q         » 

jP 3 

4).  eine  arithmetische  Beihe  von  —k"  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  2a;-,  deren 
Endglied  das  ( -?^ ijte  Glied  der  letzten  senkrechten  Beihe  d.h. 

(— ^ IJ«;  deren  Summe  mithin ^^ — s —  — •  ~2~  ^^^^^ 

X — 5 
Hierbei  ist  jedoch  — j—  mal  die  Differenz  zweier  sich  wagerecht  gegen- 
überliegenden Glieder,  die,  wie  sofort  aus  der  Symmetrie  der  Auf- 
stellung der  Zahlen  erhellt,  x  —  1  beträgt,  zuviel  genommen,  was  von 
der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist  — 

5).  eine  arithmetische  Reihe  von  —5—  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  x^—x-y 
deren  Endglied  das  f  —  0  ~  +1  }te  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe 

d.  h.  ( —5-  +1 ) •  *;  deren  Summe  mithin  —^ -—  .   — y- 

35—  5 

beträgt.    Hierbei  ist  jedoch  — j~  mal  die  Differenz  zweier  sich  wage- 
recht gegentlberliegenden  Glieder  d.  h.  —^--(«—1)  zuviel  genommen, 
was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist. 
Die  linke  Quadratseite  besteht  also  aus: 

„_«*-«+2,, ,  2»^-H-i  .^+\T'~y-''  »-3  «-5.   ^^ 

S= 2 r-H 2 ' 2 2 T^*"^^ 


H 2 2 i"  ^""^^ 


4e+4e» 
"        8 

—  1(1+«*)    w.  z.  b.  w. 
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In  den  beiden  anderen  Qaadratseiten  ist  jedes  Glied  das  nrsprflng- 
licbe  Diametralglied  seines  gegenflberli^enden  Gliedes,  also  allemal 
das  Supplement  zu  l-f-x'.  Bezeicbne  leb  nun  die  Glieder  der  gegen- 
flberliegenden  Reihe  mit  «,  ß,  y  u.  s.  w.,  so  erbalte  icb  ffir  die 
Glieder  der  vorliegenden  Reibe  1-|-**— «;  l+a*— |J  u.  s.  w.  Ihre 
Summe  ist  also  «(l+ä»*)  — («+/'+)'+•••)•    «+/*4-y+--  ist  nnn 

aber  2(1+'^);    Snmme  aller  Glieder  der  vorliegenden  Reihe  also 
*(l+a*)-*-(i+«2)  d.b.  |(1+«»)    w.  z.  b.  w. 
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1. 

Neaer  Pankt  und  Gerade  in  der  Ihreieeksebene. 

Bezeichnet  man  die  Seitenmitten  des  Dreiecks  ABC  resp.  mit 
9^,  die  Tangentialpnnkte  des  Inkreises  J  mit  D^D^D^^  die  der 
3  Ankreise  J'J^J"'  ebenso,  nor  gestrichen:  Z>,'  bis  D^*^,  so  geben 
die  geraden  Verbindungslinien  der  Ecken  ABC  mit  diesen  12  Tan- 
gentialpnnkten  bekanntlich^)  8  aasgezeichneto  Punkte,  einmal  die 
vier  Grebe'schen  Punkte:  O®'®"®"'  für  die  Dreiecke  D^D^D^  bis 
7)j*Z)j"'z>3'",  die  wir  im  Gegensatz  zu  dem  primären  Dreieck  ABC 
die  secundären  Dreiecke  nennen  wollen,  und  dann  die  vier  Grebe'- 
schen  Nebenpunkte  GG'G"G'".  Die  Strecke  J®  ist  der  Grebe'sche 
Durehmesser  des  Brocard'schen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  L  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  Lemoine*schen  Kreises  ist,  JG  der  Gre- 
be'sche  Nebendurchmesser,  beide  für  das  inbeschriebene  secundftre 
Dreieck:  analog  für  die  drei  anbeschriebenen.  Man  hat  nun  fol- 
gende Sätze: 

I)  Die  vier  Grebe*8chen  'Nebendurchmesser  der  se- 
cundären Dreiecke  schneiden  sich  in  ein-  und  dem- 
selben Punkt  iS,  dem  Schwerpunkte  des  primären  Drei- 
ecks. 

II)  Die  vier  Grebe'schen  Durchmesser  der  Bro- 
card'schen Kreise  in  Bezug  auf  die  secundären  Drei- 
ecke schneiden  sich  in  ein-  und  demselben  Punkte:   ® 


1)  Vgl.  Fuhrmann:  Ueber  den  Brocard'schen  Winkel.    Archiv  der  Math, 
n.  Fhjs.  1SS7.    T.  VI.     S.  1.     Daselbst  aach  Litteratumachweis. 
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und  zwar  liegt  dieser  Punkt  ^}  auf  der  Enler'schen  Geraden  ebenso- 
weit vom  Mittelpunkte  M  des  Umkreises  für  das  primäre  Dreieck 
entfernt,  nur  nach  entgegengesetzter  Riebtang,  als  der  Höbenscbnitt- 
punkt:  H.  Ancb  sind  dann  HSM<3  vier  harmoniscbe  Punkte  ebenso 
wie  HNSMy  wenn  N  der  Mittelpunkt  des  durch  die  Seitenmitten  und 
die  Höbenfusspunkte  XYZ  gebenden  Feuerbach'schen  Kreises  ist. 
Des  letzteren  Berührungspunkte  mit  dem  Inkreise  und  den  An- 
kreisen seien:  I^'S:"!'^,  während  ttt^'T'"  die  vier Tarry'scheu 
Punkte  der  secundären  Dreiecke  sind. 

Der  Tarry'scbe  Punkt  ist  der  eine')  Endpunkt  des  Tarry*- 
scben  Durchmessers,  dessen  Richtung  durch  den  Punkt  Q  bestimmt 
wird,  und  zwar  verhalten  sich  die  Abstände  des  Punktes  Q  von  den 
Seiten  des  secundären  Dreiecks  umgekehrt  wie  die  Kuben  dieser 
Seiten').  Es  gilt  nun  der  folgende,  zwei  Gruppen  merkwürdiger 
Dreieckspunkte  die  des  Feuerbach'schen  Kreises  und  die  des  Bro- 
card'schen  Winkels  mit  einander  verknüpfende  Satz,  der  auch  über 
die  fortrückende  Bewegung  des  Feuerbach'schen  Tangentialpunktes 
auf  dem  Inkreise  bei  verändertem  primären  Dreieck  Aufscbluss  giebt: 
III)  Der  Berührungspunkt:  2  des  Feuerbach'schen 
und  des  Inkreises  für  das  primäre  Dreieck,  der  Mittel- 
punkt L  des  Lemoine'schen  und  Brocard'schen  Kreises 
und  der  Tarry'sche  Punkt:    T^)   liegen   auf  einer   Ge- 


1)  Bewegt  sich  C  auf  dem  Umkreise  M  mit  Radios  r,  so  liegt  @  anf  einem 
Kreise  ans  M  mit  Radios  r,  wobei  MM '  =  2€JW  »st  Vgl.  Zelbr.  Archiv  der 
Math.  u.  Pbys.     2.  Reihe  Teil  II.     pag.  324. 

2)  Welcher  ?  kann  auf  mehrfache  Art  entschieden  werden ;  durch  Satz 
III)  B.  B«,  oder  auch  dadurch,  dass  man  von  den  Ecken  des  secundären  Drei- 
ecks anf  die  Seiten  des  Brocard'schen  Dreiecks  Lote  Allt.  Pie  Ecken:  ^i^^Dg 
des  Brocard'schen  Dreiecks  entstehen  auf  dem  Brocard'schen  Kreise  durch  die 
Winkelhalbirenden  des  primären  Dreiecks«  />|Z)g^,  =D,Z>i2),  :=  etc.  ist 
dann  der  Brocard'ache  Winkel  &.  Der  andere  Endpunkt  des  Tarrjr'schen 
Durchmessers  sei:  Ey  beide  auf  Kreis  «7. 

3)  Man  construirt  Q,  indem  man  die  durch  die  Ecktransversale  i)|®» 
. . .  auf  Seite  I^^D^  . .  •  entstehenden  Abschnitte  vertauscht  und  so  den  Gegen- 
pnnkt  8  ter  Art  von  &  herstellt.  Der  Qegenpunkt  erster  Art,  indem  die  durch 
die  £^ktransversale  entstehenden  Teilwinkcl  vertauscht  werden,  wird  der 
Schwerpunkt  des  secundären  Dreiecks.  Bei  dieser  Spiegelung  an  den  Winkel- 
halbirenden des  seeund&ren  Dreiecks  werden  die  Seiten  des  primären  3  Para- 
beln, der  Kreis  J  selbst  wird  eine  Curve  4  ter  Ordnung,  die  jedoch  in  die  «o 
entfernte  Gerade  und  die  Seiten  des  secundären  Dreiecks  serfftilt.  Vier  Punkte 
entsprechen  sich  selbst.  Das  Strahlenbüschel,  dessen  Strahlen*  zum  Grebe'- 
schen  Durchmesser  senkrecht  'stehen,  verwandelt  sich  in  ein  B&scbei  Kegel- 
schnitte, die  durch  D^D^D^  und  E  gehen,  etc. 

4)  Die  Punkte  L  und  T  sind  zunächst  in  Bezug  auf  das  inbescbriebene 
sectmdäre  Dreieck  zu  nehmen. 
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raden.  Ebenso  in  ßezng  anf  die  Ankreise,  so  dass  im  Ganzen 
vier  Gerade  entstehen,  die  ein  vollständiges  Yierseit  bilden. 

Ein  synthetisch-geometrischer  Beweis  für  Satz  I)  ist  leicht  zu 
fuhren.  (Man  weise  NJ  nnd  GM  als  Parallelen  zn  einander  nach, 
indem  man  die  Bedentnng  von  J  für  Dreieck  Wö^  angiebt.) 

Dagegen  dürften  II)  and  III)  eher  in  Dreieckscoordinaten  zu 
behandeln  sein. 

Der  Beweis  ist  gegeben,  sobald  gezeigt  wird,  dass  die  ans  den 
9  Loten  der  drei  Punkte  aaf  die  Seiten  gebildete  Determinante  ver- 
schwindet Das  Coordinatendreiseit  sei  das  primäre  mit  den  Seiten 
abCf  den  Winkeln]  o,  /?,  )^,  dem  Umfange  m,  der  Fläche  F  und  mit 
den  Tangenten  an  den  Inkreis  «/  nämlich: 

Sind  PiPiPs  die  Abstände  eines  Punktes  P  von  den  Seiten,  so  ist 

Pi  sin  a  -f  p2  sin  ß  -JrPs  sin  y 

eine  nicht  verschwindende  Gonstante  fQr  das  Dreieck  und 

l^PjSma-\-l^P2Sinß'{-l^p^HinY  =  0 

wenn  l^l^  die  auf  irgend  eine  durch  den  Punkt  P  gehende  Gerade 
von  den  Ecken  ^^C  gefällten  und  im  richtigen  Sinne  genommenen 
Lote  bedeuten. 

Beweis    zu    IL 

Man  stelle  die  Abstände  der  drei  Punkte  J,  ®  nnd  ®  auf  oder 
auch  nur  ihre  Verhältnisse,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  hat  Für 
den  Punkt  J  also  q:q:q  oder  auch  1:1:1,  dann  für  ®  ^) 

endlich  für  ®,  indem  die  Punkte  M 


])  g,  selbst  ist  durch  Anwendung  des  harmonischen  Mittels  im  yollsiftn- 

digen  Vierseit;  C&D.D^AB  snn&ehst  dasBeciproke  von  -r—. 1 t-ä—  — 

*  *  Isina^iysin/J      hg 

OB" 

WO  he  ^^  —  •     Darch  Umformung  wird : 


c 
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ircoB«,    rcoBßj    rcoBy}    and  H 
/a4_(^«_ci)a      ^4_(o2-,c2)a      ei-(o2-^)g^ 


benutzt  werden, 


^1       üß       Ca 
a       b       c 


Ji:»,:»3=-i:  7   '  7>    worin 


(T«  und  (^3  ein  entsprechender  Ansdrnck  ist.  Nun  kann  aber  bei  der 
Determinante  das  erste  und  letzte  Glied  von  <r^,  tr^f  ^i  <ds  Propor- 
tionalanteil der  andern  Zeilen  fortgelassen  werden  und  man  erhftlt 
die  Determinante: 


A- 


S(i?'+^t+C»),    i?(P+£H-£'),   «{•-Ki?+i?*) 


Indem  sich  der  Factor  SR  —  i/t+i^^+l^  absondern  lässt,  bleibt  die 
Identität: 

übrig,  es  geht  also  die  aerade  J@  durch  @,  ebenso  J'®\  J"&'\ 


Beweis    für    III. 

Die  Abstände  1^1^  2,  des  Mittelpunktes  L  des  Lemoine'schen 
oder  des  Brocard'schen  Kreises  verhalten  sich  wie: 

worin  aber   t,  r^ts  als  ProportionaUinteile  der  folgenden  Zeile  bei 
der  Determinante  unterdrückt  werden  können  ^). 


1)  /|  felbst  n&mlicb  wird: 
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Die  Coordinaten  des  Tangentialpanktes  X  ^   and  des  Tarry'* 
sehen  Punktes  T^)  sind: 


und: 


worin  d-i&^^s  die  Winkel  des  inbescbriebenen  secnnd&ren  Dreiecks 

ßMv      y4-a       aA-ß 
=  ^^-^,    ^^»     -^  und  ^  der  Brocard'sche  Winkel  hiezn,  der 

durch  die  Relation 

sin(*,— ^)8in(^,  — 4^)8in(^3— *)  —  sin*^ 

(vgl.  Fahrmann  a.  a.  0.)  definirt  sei. 

F 
Es  wird  aber  tang^  ->  ^,  somit 

Es  handelt  sich  also  am  die  Determinante: 


(»?-£)'» 


(£-«>« 


H?-»»)« 


f(P-ij£)«,     ^(»»»-«)*,     ^(£»-?»j)« 


Abgesehen  von  Factoren  mm'    . . .   kann  dieselbe  sehr  verschiedene 
Formen  annehmen,  so  z.  6.  wird: 


1)  I(t  AJ>,%ssr,  (o  iat:  t,  =  )«6iii*r  and  (Um 

1  — *)*,  indem  «,  —     'jT^  '*'"  **""'''   ^  »»enntrt 


4Ae 


wird.    Hierio  rind  p  and  9  die  HOlicnsegmente  anf  e. 

»)  Ii»Wkl.i>,i),2^i),£r=«,»oi»t  t,=a(>»ln«i=  ^  ^  4  •  »tf       ' 
d«nn  f  i«t  «nch  3)i9J  nnd 

®,J-  #(sin*,tang*-cos*,) "^'^^^^^ 
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[Ä(Ä— a)-c(c-a)]a     ,     [c(c-6)— a{a— 5)P    ,     [a(a -c)-Ä(Ä— c)P 

[ai(&  - a)+acic  -a)J2,    [&c(c  - b)+ba{a  -b)]^,     [ca(a—c)+cb(b  -c)]« 

Durch  Sabtraction  und  Addition  der  Colonnen   zn  einander  erhält 
man  hieraus  auch: 

a(c(^-i)-a(a-Ä))(a(a-^)--&(*-c)),    &(-)(-),     c(-)(-) 

(^(c-j)+a(a-Ä))(a(fl-c)+Ä(6-c)),      (+)(+),       (+)(+) 

Die  zweite  Zeile  kann  a(c—a)(a—ö)rji,  . . . ,    ...    oder  a^vt—ahet^ 
. . . ,    ...   geschrieben  werden   and  geht  um  Proportionalanteile  der 
ersten  Zeile  verändert  einfach  in:   i^J;,  ^ri^  rji  über,  die  letzte  Zeile 
endlich,  in  ähnlicher  Art*)  verändert,  wird:  aHvi-\'bc  —  ^  — cf)— 
abc{fi'\-f^^    .......   und  da    rj  +  i^a,    t+?  "^  *>    E-j-^  =  c    ist, 

kann  dafür:   a^rii — briset),   •••i  •••    oder  auch    —  a^SW,   — 1^31^ 
—  c^Sl  gesetzt  werden. 

Mithin  verschwindet  ^  identisch  und  liegen  somit  die  Punkte 
ZLT  auf  einer  Geraden. 

J.  Hermes. 


2. 

Momentaner  Bewegungszustand  eines  in  der  Praxis  viel 
angewandten  Mechanismus. 

Man  stelle  sich  vor  zwei  Ebenen,  von  denen  jede  mit  einem 
curvenförmigen  Schlitz  von  gleicher  Breite  versehen  ist  Beide  Ebe- 
nen drehen  sich  auf  einer  festen  Ebene;  die  eine,  welche  den  Schlitz 
MN  enthält,  um  den  Punkt  A^  die  andere,  welche  den  Schlitz  ÜV 
besitzt,  um  den  Punkt  B.  In  den  Raum  zwischen  den  beiden  Schlitzen 
denke  man  sich  einen  cylindrischen  Stift  mit  kreisförmiger  Basis 
gesteckt,  dessen  Badius  genau  die  Breite  jedes  Schlitzes  hat.    Femer 


1)  4(c«+«*-Kc  f  «))=(cf  «>/  --ac  und  i(6«+o«-c(6+a))=(a+ö).f -ad. 
Wird  mnltiplicirt,  so  ist  in  dem  Prodnct  das  Glied  -|-(a6-(-6c-(-ca)t/E  wegen  des 
Factors  ab-\-bc'i-ea  ohne  Elnflius  anf  den  Wert  der  Determinante  m',  ^  and 
fUlt  mithin  fort. 
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mOgen  die  beiden  EbeDen  durch  eine  starre  Stange  FG  (Fig.  1.) 
gelenkartig  mit  einander  verbanden  sein.  Setzt  man  nun  die  eine 
£bene  in  Rotation,  so  wird  vermittelst  der  Stange  FG  ebenfalls  die 
andere  £bene  in  Drehung  kommen  nnd  der  Mittelpunkt  E  des  Stiftes 
(und  zwar  nur  er  allein  desselben)  eine  bestimmte  Curve,  die  soge- 
nannte Eingriffslinic  beschreiben.  Die  Tangenteoconstruction  an  die 
Eingrifiislinie  ist  bereits  in  der  vorigen  Abhandlung  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden.  Hier  ist  das  Yerhältniss  der  Rotationsgeschwindig- 
keiten der  sich  um  A  nnd  B  drehenden  Ebenen  unmittelbar  ge- 
geben; nennen  wir  nämlich  die  Rotationsgeschwindigkeiten  um  Jund 
Bi  a  resp.  ß  und  bilden  den  Schnittpunkt  Q  von  AB  und  F& ,  so 
ist  bekanntlich: 

AQm  »  BQ.ß 

(Diese  Gleichung  findet  sich  abgeleitet  in  unserm  Aufsatze: 
Theoretische  Untersuchung  einiger  in  der  Praxis  angewandter  kine- 
matischer Cylinderketten.  Jahrgang  1881  der  Yerhandlungen  des 
Vereins  z.  Beförd.  des  Gewerbfl.  Seite  439—440.) 

Aus  der  Gleichung  ergiebt  sich  das  Geschwindigkeitsverhftltniss : 

o^_BQ 

ß'^  AQ 

Um  nun  die  Tangente  an  die  Eingriffslinie  in  £  zu  construiren, 
zeichne  man  zunächst  die  Mittellinien  der  Schlitze  und  lege  daran 
in  E  die  Tangenten.  Vom  Punkte  A  fälle  man  darauf  die  Normale 
auf  die  Tangente  der  Gurve  MN^  letztere  sei  Aa^  ebenso  fälle  man 
von  B  die  Normale  auf  die  Tangente  der  Curve  UV,  dieselbe  sei 
Bb,  Nunmehr  ziehe  man  ab  und  construire  auf  ab  den  Punkt  q  so, 
dasa 

aq        AQ 
bq  ""  AQ 

ist  Endlich  ziehe  man  qE  und  zeichne  zu  qE  den  coordinirten 
Schenkel  EF\  letzterer  ist  die  verlangte  Tangente. 

Man  construire  femer  die  Normalen  der  Curven  MN  und  UV 
in  E^  auf  der  Normalen  der  Curve  MN  nehme  man  den  beliebigen 
Pnnkt  C  an  und  verbinde  denselben  durch  eine  starre  Stange  gelenk- 
artig mit  ^;  ebenso  nehme  man  auf  der  Normalen  der  Gurve  UV 
den  Punkt  D  beliebig  an  nnd  verbinde  denselben  gelenkartig  durch 
eine  starre  Stange  mit  B.  Endlich  verbinde  man  auch  die  Nor- 
malen, die  man  sich  von  C  bis  E  und  von  D  bis  E  als  starre  Stangen 
denkt,  und  E  drehbar  mit  einander.  Man  kann  sich  nun  die  dreh- 
baren Ebenen  mit  ihren  Schlitzen  entfernt  denken  und  man  erhält 
den  Mechanismus  in  der  Figur  2.    Die  von  dem  Punkt  E  beschriebene 
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Gunre  hat  dieselbe  Tangente  als  die  vorher  constmirte  der  Ein* 
griffslinie.  Durch  diese  Tangente  ist  bekanntlich  der  momentane  Be- 
wegungszQStand  der  Stangen  (Glieder)  CE  und  ED  vollkommen  be- 
stimmt 

Der  Mechanismus  in  Fig.  2.,  welcher  als  sechsgliederige  Gy- 
linderkette  in  der  Maschinenwissenschaft  bekannt  ist,  findet  An- 
wendung bei  der  Quintenzwaage,  bei  einer  besondern  Art  der  Stephen- 
son'schen  Locomotivsteuerung,  bei  der  Hart'schen  Geradführong 
Q.  8.  w. 

Man  kann  nun  sagen,  dass  in  Bezug  auf  die  Bewegung  des 
Punktes  E  Mer  Mechanismus  in  Fig.  1.  mit  dem  Mechanismus  in 
Fig.  2.  momentan  identisch  ist.  Sind  die  Punkte  C  und  D  in  beiden 
Figuren  zugleich  die  KrQmmungsmittelpunkte  der  Gurven  MN  und 
UVy  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung  des 
Punktes  E  doppelt  momentan  identisch,  d.  h.  die  von  E  beschrie- 
benen Gurven  beider  Mechanismen  haben  dieselben  Krümmungs- 
radien. Die  Gonstruction  dieser  Krümmungsradien  werden  wir  in 
emer  späteren  Abhandlung  geben.  Sind  endlich  die  Gurven  MN  und 
UV  Kreise  und  die  Punkte  C  und  I)  beider  Figuren  derselben  ihre 
Mittelpunkte,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung 
des  Punktes  E  absolut  und  continuirlich  identisch.  Interessant  ist  der 
Specialfall,  wenn  die  Schlitze  geradlinig  sind,  und  deren  Mittellinien 
durch  die  Punkte  A  und  B  hindurchgehen,  es  fallen  dann  die  Punkte 
C  und  D  in  die  Unendlichkeit  (Fig.  3.)  und  die  von  E  beschriebene 
Gurve  ist  die  feste  Polcui-ve  einer  beweglichen  Ebene,  deren  Punkte 
F  und  G  um  A  und  B  Kreise  beschreiben.  Um  die  Tangente  an 
die  Polcnrve  zu  zeichnen,  braucht  man  nur  EQ  zu  ziehen  und  zu 
EQ  die  Goordinirte  ET  zu  construiren,  letztere  ist  die  verlangte 
Tangente.  Ebenso  werden  wir  in  der  späteren  Abhandlung  den 
Krümmungsradius  der  Polcnrve  finden ;  eine  allgemeine  Lösung  seiner 
Gonstruction  ist  meinem  Wissen  nach  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben 
worden. 

Um,  wenn  auch  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Normale  der 
von  E  beschriebene  Gurve  (Fig.  1.)  zu  finden,  kann  man  auch  fol- 
gendermaassen  verfahren :  Man  bilde  die  Schnittpunkte  L  und  K  der 
Linie  FG  mit  CE  und  ED,  Hierauf  bilde  man  den  Schnittpunkt  P 
der  Geraden  LA  und  KB^  zieht  mau  nun  die  Gerade  FE^  so  ist 
diese  die  verlangte  Normale.  (Diese  Gonstruction  haben  wir  in  der 
vorher  genannten  Abhandlung  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  z. 
Beförderung  des  Gewerbfleisses  (Seite  438 — 139)  gegeben.)  Es  wäre 
wol  interessant,  den  Zusammenhang  dieser  Normalenoonstivction 
mit  der  vorher  gegebenen  Tangentenconstruction  zu  finden. 
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Wir  haben  demnach  für  die  ConstmoUan  der  Nonnale  der  Pol- 
corre  in  Fig.  3.  anch  folgende  Lösung:  Man  errichte  anf  AE  in  E 
die  Nonnale  EL  und  auf  BE  in  E  die  Normale  EK^  bilde  die 
Schnittpunkte  K  und  L  von  FG  mit  den  Geraden  EL  und  EK^  ver- 
binde A  mit  L  und  B  mit  iT,  der  Schnittpunkt  P  dieser  Verbin- 
dungslinien giebt  mit  E  verbunden  die  verlangte  Normale. 

Juli  1882. 

August  Ramisch, 
Lehrer  der  Mathematik  und  Mechanik  in 
Treuenbrietzen. 


3. 
Zur  Lehre  der  quadratischen  Formen. 

Dieser  Aufsatz  beantwortet  die  Frage:  weiche  quadratischen 
Formen  mit  n  Veränderlichen  können  durch  lineare  Transformation 
in  andere  mit  f»(<  n)  Veränderlichen  transformirt  werden? 

Die  Antwort  lautet:  Diejenigen,  deren  Determinante  und 
sämtliche  Diagonalunterdeterminanten  ^)  bis  zum  (m-|-l)-teu  Grade 
incl.  verschwinden,  —  wenn  aber  die  Diagonalunterdeterminanten 
m-ten  Grades  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  kann  die  Form  in 
eine  weniger  als  m  Veränderliche  enthaltende  Form  nicht  trans- 
formirt werden. 

L 

Die  quadratische  Form 

»,  fe—  1,  2,  ...  n 

gehe  durch  die  lineare  Transformation 

Xi  =■  -£<?*y*        (i  —  1,  2,  ...  n) 
Ä:  =  1,  2,  . . .  n 

über  in  die  quadratische  Form 

9h/ i^  y«>  ••  •  yn)  =  ^ikytyk,    (ää  —  bu) 

e,  Ä:  =  1,  2,  ...  n 


1)  DiagonalanterdeteriniDanten   sind   diejenigen,  deren  s&nnliche   H«npt- 
diagonalelemente  snr  Hanptdiagonale  der  ursprflngliehen  Determinante  gehören. 


Digitized  by 


Google 


446 

Mueelkn. 

Die  Derivirten  der  beiden  Formen 

f       1  ^ 

1  h         u 
^'•==2  8^-          ^' 

-1,2,  .. 

sind  darch  die  Relationen  yerbunden: 

giivv  y«,  •.. 

yn)  —  ^fk{sti,  «2,  .. 

.  «•„).«,— 

k^l,2,  ... 

n 

=  2fk{ciiy  ca-,  . 

..  Cnij.sok 

fc-1,  2,  ... 

n 

n) 


Die  transformirte  Form  enthält  yi  nicht,  wenn  gi  =  0,  also 

/*(cii*,  C2i' ,  ...  c«,)  «»0        (Ä;  «  1,  2,  . . .  n) 

sind.    Dann  verschwindet  aber  die  Determinante   der  quadratischen 
Form  /: 

i>=|a»| 

t,  Ä;  —  1,  2,  ...  n 
Hierans  folgt: 

1.  Wenn  D  nicht  —  0  ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Veränder- 
lichen darch  lineare  Transformation  nicht  verringert  werden; 

2.  wenn  />  «  0  ist,  so  ist  die  Reduction  möglich,  nnd  zwar 
können  ebenso  viele  Veränderlichen  weggeschafft  werden,  wie  viele 
linear  von  einander  unabhängige  Lösungen  das  Oleichungssystem: 

A(«i,  a^a,  ...  «n)  «0         (e  «  1,  2,  ...  n) 
znlässt. 

IL 

Es  seien  D  und  die  sämtlichen  Diagonalnnterdeterminanten 
bis  zum  (m-}-l)-ten  Grade  «0,  während  die  Diagonalunterdeter- 
minante m-ten  Grades 

d  =  I  «ft  I 

»,  Ä;  -»  1,  2,  . . .  m 
nicht  verschwinde. 

m  >  0 ,  denn  wenn  die  sämtlichen  Diagonalunterdeterminanten 
zweiten  (auakk  —  anc^)  und  ersten  (a„)  Grades  verschwinden,  so  ver- 
schwinden auch  die  sämtlichen  Elemente  von  D,  dieser  Fall  kann 
aber  ausgeschlossen  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  daß  die  Determinante  (m-|-l)-ten  Grades, 
die  aus  d  hervorgeht  durch  Hinzufügnng  der  ix-ten  Reihe  and  der 
/3-ten  Colonne  von  Z>,  als  (m-|-l)-te  Reihe  resp.  Colonne. 
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Die  sämtlichen  Jaß  verschwinden.  Denn  wenn  a  oder  ßj^m 
ist,  80  sind  zwei  Reihen  resp.  Colonnen  identisch; 

wenn  a  ^  ß';;>  m^  so  ist  daß  eine  Diagonalnnterdeterminante 
(m  +  l)-ten  Grades; 

wenn  a^ß  and  beide  >>msind,  so  verschwindet  die  Deter- 
minante (m-f  2)-ten  Grades,  welche  ans  d  durch  Hinzuffigang  der 
o-ten  and  /3-ten  Reihe  und  Colonne  von  D  entsteht,  mit  ihren  sämt- 
lichen Diagonalanterdeterminanten  erster  Ordnung  nach  der  Vorans- 
seszung,  dann  verschwinden  aber  die  sämtlichen  Unterdeterminanteu 
erster  Ordnung,  nach  einem  bekannten  Satze  über  symmetrische 
Determinanten,  also  ist  auch  Jaß  =  0. 

Hierauf  begründet  kann  es  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  unter 
den  genannten  Umständen  das  Gleichungssystem 

/V(«i»  a^«,  ...  a^n)  —  0        {»  =  1,  2,  ...  n) 

(n — m)  von  einander  lineare  unabhängige  Lösungen  zulässt. 

Es  sei  daß  diejenige  Determinante  m-ten  Grades,  welche  aus  d 

durch  Weglassung  der  a4en  (o^m)  Colonne  und  Hinzufügung  der 

^-ten  Colonne  von  D^  und  des  Zeichens  ( -l)»»+a+»  entsteht 

Dann  sind  die  (n  -m)  Lösungen: 

Xa  =-  da^m-k-ß  («  =  1,  2,  ,. .  W»)  \ 

xm^ß-^d  M/J  —  l,  2,  ...  n— f») 

XmH-0  (y-l,2,...p-l,iH-lv.«-«»)  ' 

Durch  Substitution  ergiebt  sich  nämlich: 

fi(x^X^   ...  Xn)  =  di,m^ß  =  0 

Wenn  also  die  Form  f  durch  die  lineare  Transformation  trans- 
formirt  wird: 

a?o  =  ya+  Sdtt,m^ßym^ß         (o  —  1,  2,  ...  m) 

/J  =  l,  2,  ...  n-m) 
Xm^ß  —  d.yrn^ß         (ß  =>  1,  2,  ...  n—f») 

deren  Determinante  —  d^"*^  nicht  verschwindet,  so  fallen  die  Ver- 
änderlichen ym^ß  (/?  -»  1,  2,  ...  n  — m)  aus  der  transformirten  Form 
w^,  und  die  transformirte  Form  wird 
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y(yii  yi»  •••  y«)  =  ^a^ym 

sein  mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  d.  Die  Anzahl 
der  Veränderlichen  kann  also  dqrch  lineare  Transformation  nicht 
weiter  redncirt  werden. 

Klaasenbarg  (Ungarn)  1887  Jani 

Prof.  Dr.  J.  VÄlyi. 


4. 
Zur  Function  r{x). 

Seien  a  nnd  n  ganze  Zahlen,  dann  wird  offenbar 

lim  r(a-|-n)  —  lim^r(n)        limn  =od 
um 

lim^  =  lim»(n+l) ...  (n-fa-l)  =  limn«  [l+Jj  ...  {i+?^l 

oder 

lim^  •-  limn«       limn  »od 
daraus 

limr(a  "4-  n)  —  Km  n«  r(n)        Jim  n  =  od 
und 

Ersetzen  wir  nun  n  durch  x^  a  durch  dx^  so  wird 

■^ir  -  A-)log- 
Schreiben  wir  nun  nx  an  die  Stelle  von  x^  so  folgt 

/r'inx)  p 

j^dnx2=:J   (log*+logn)n€ir+c 

oder 

10gr(naf)  —  njarlogÄJ  — *}-4-»a:l0gn  +  <? 

und  demnach 

lim ~  {log/'(nar)  —  nx]  —  *logar  —  x         limn  «OD 

Wir  haben  also  durch  ziemlich  einfache  Betrachtungen  eine  Reihe 
von  Sätzen  gewonnen,  die  sonst  auf  einem  viel  umständlicheren 
Wege  abgeleitet  werden. 

Prag,  im  Juni  1887.  W.  Läska. 
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longitndinalen  Elasticitatsmoduls.  Manchen,  Franz'scher  Verl.  iMk. 
70  Pf. 

Erd-  nnd  Himmelskunde« 

Anton,  F.,  specielle  Störungen  n.  Ephemeriden  f.  den  Pla- 
neten (114)  Cassandra  u.  (154)  Bertha.    Leipzig,  Frey  tag.    60  Pf. 

Beobachtungen  d.  kaiserl.  Universitäts-Stemwarte  Dorpat  17.  Bd. 
Leipzig,  Köhler.    15  Mk. 

— ,  deutsche  überseeische  meteorolog.  Gesammelt  u.  hrsg.  v. 
d.  dtschn.  Seewarte.    1.  Hft    Hamburg,  Friederichsen  n.  Co.    7  Mk. 

Emmerig,  A.,  unser  n&chtliche  Sternhimmel.  Bamberg,  Buch- 
ner.   Kart    2  Mk. 

Ergebnisse  d.  meteorol.  Beobachtgn.  im  J.  1886.  Hrsg.  v.  dem 
kgl.  preuss.  Meteorolog.  Institut  durch  W.  y.  Bezold.  Berlin, 
Asher  &  Co.,  Verl.    18  Mk. 

Gautier,  R.,  la  premiöre  com^te  p^riodique  de  Tempel  1867. 
II.    Basel,  Georg,  Verl.    4  Mk. 

Hann,  J.,  Resultate  d.  L  Jahrg.  der  meteorolog.  Beobachtgn. 
auf  d.  Sounblick.    (3095  m).    Leipzig,  Freytag.    60  Pf. 
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Holetschek,  J.,  üb.  die  Bahn  des  Planeten  (111)  Ate.  3.  Tl. 
Ebd.    60  Pf. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches,  f.  1890  m.  Ephemeriden  d. 
Planeten  (1)  —  (265)  f.  1888.  Hrsg.  v.  d.  Rechen-Institute  d.  kgl. 
Sternwarte  zu  Berlin  unter  Leitg.  v.  F.  Tietjen.  Berlin,  DQmra- 
ler's  Verl.    12  Mk. 

Israel-Holtzwart,  E.,  Beiträge  zur  Anwendung  unendl.  Reihen 
im  Gebiete  der  Bahnborechnung  der  Planeten  u.  Kometen.  Wies- 
baden, Bergmann.    2  Mk.  40  Pf. 

Mab  1er,  E.,  astronomische  Untersuchung  ab.  d.  angebl.  Fin- 
sternisB  unter  Thakelath  II.  v.  Aegypten.    Leipzig,  Freytag.     80  Pf. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krüger.  119.  Bd. 
(24  Nrn.)  Nr.  1.    Hamburg,  Mauke  S.    prcplt.  15  Mk. 

Publikationen  d.  astrophysikal.  Observatoriums  zu  Potsdam. 
Nr.  18.    4.  Bd.    5.  Stück.    Leipzig,  Engelmann.    2  Mk. 

Schmidt,  A.,  üb.  die  26t&gige  period.  Schwankg.  d.  erdmagnet. 
Elemente.    Leipzig,  Freytag.    36  Pf. 

T  hu  rein,  H.,  elementare  Darstcllg.  d.  Mondbahn.  Berlin, 
Gärtner.    1  Mk. 

Yiertelljahrsschrift  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  E.  Schön- 
feld n.  H.  Seeliger.  22.  Jahg.  1887.  4.  Hft.  Leipzig,  Engelmann. 
2  Mk. 

Wollweber,  J.  G.,  der  Himmelsglobus,  e.  Mittel  zur  Kennt - 
nisB  des  gestirnten  Himmels.  Freiburg,  Herder.  2  Mk.  20  Pf.; 
Einbd.  30  Pf. 

Physik. 

Adler,  G.,  üb.  eine  neue  Berechnung  der  Anziehung,  die  e. 
Conductor  in  e.  elektrostatischem  Felde  erfährt.  L  IL  Leipzig, 
Freytag.    70  Pf. 

—  üb.  die  elektr.  Gleichgewichtsverhältnisse  v.  Gonductoren  u. 
d.  Arbeitsverhältnisse  elektr.  Systeme  überhaupt.    Ebd.    50  Pf. 

Beetz,  W.  v.,  Leitfaden  d.  Physik.  9.  Afl.,  hrsg.  v.  J.  Henrici. 
Leipzig,  Grieben's  Verl.    3  Mk.  60  Pf 

Beobachtungen,  angestellt  am  astrophysikal.  Observatorium  in 
O'Gyalla  (Ungarn),  hrsg.  v.  N.  v.  Konkoly.  9.  Bd.  enth.  die  Be- 
obachtungen vom  J.  1886.    Halle,  Schmidt    10  Mk. 

Boltzmann,  L.,  zur  Theorie  der  thermo-elektr.  Erscheinungen. 
Leipzig,  Freytag.    70  Pf. 

Everett,  J.  D.,  physikal.  Einheiten  u.  Constanten.  Den  deut- 
schen Verhältnissen  augepasst  durch  J.  Chappius  u.  D.  Kreichgauer. 
Leipzig,  J.  A.  Barth.    3  Mk. 

Hempel,  A. ,  üb.  elektrische  Induktion.  Berlin,  Gärtner. 
1  Mk. 
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Kleyer,  A.,  die  elektr.  Erscheinungn.  a.  Wirkgn.  in  Theorie  a. 
Praxis.    79.  u.  80.  Hft    Stuttgart,  J.  Maier.    h  25  Pf. 

Krebs,  G.,  Omndriss  d.  Physik  f.  höh.  realist.  Lehranstalten. 
2.  Afl.    Leipzig,  Veit  u.  (^o.    6  Mk. 

Liznar,  J.,  die  tägl.  u.  jährl.  Periode  der  magnet.  Inclination. 
Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Medicus,  L.,  Anleitung  z.  Maassanalyse.  3.  u.  4.  Afl.  Tü- 
bingen, Laupp*sche  B.    2  Mk.  40  Pf.;  geb.  3  Mk. 

Müller-Pouillet's  Lehrbuch  d.  Physik  u.  Meteorologie. 
9.  Afl.  Y.  L.  Pfaundler.  3.  Bd.  1.  Abth.  Braunschweig,  Yieweg 
u.  8.    4  Mk.  50  Pf. 

Schulze,  G.  R.,  Leitfaden  1  d.  Unterricht  in  d.  Physik.  Leipzig, 
Gehmigke.    1  Mk.  50  Pf. 

—  Resultate  d.  physikalischen  Unterrichts.    Ebd.    45  Pf. 
Schumann,   F.,   elektromagnet.  Rotationserscheingn.  flüssiger 

Leiter.    Göttingen,  Yandenhoeck  u.  R.    1  Mk. 

Stefan,  J.,  üb.  d.  Herstellung  intensiver  magnet  Felder.  Leip- 
zig, Freytag.    24  Pf. 

Sumpf,  E.,  Anhang  zu  den  Anfangsgründen  d.  Physik.  Hildes- 
heim, Lax.    30  Pf. 

—  Schulphysik.    3.  Afl.    Ebd.    4  Mk.  50  Pf. 
Urbanitzky,  A.,  Ritter  v.,  die  Elektricität  d.  Himmels  u.  d.  Erde. 

12.— 15.  Lfg.    Wien,  Hartieben.    h  60  Pf. 

Weber,  R,  Aufgaben  aus  d.  Elektridtfttslehre.  Berlin,  Sprin- 
ger.   3  Mk. 
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Sitzungsanzeiger  d.  kaiserl.  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Wien. 
Mathematisch-naturwissenschaftl.  Classe.  Jahrg.  1888.  ]Nr.  1.  Leip- 
zig, Freytag.    prcplt.  3  Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-physikal.  Classe  der  k.  b. 
Akademie  d.  Wissenschaften  zu  München.  1887.  3.  Hft.  München, 
Franz'scher  Yerl.    1  Mk.  20  Pf. 

—  dass.    1888.    1.  Hft    Ebd.    1  Mk.  20  Pf. 

—  d.  kaiserl.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Mathematisch- 
naturwissenschaftl.  Classe.  2.  Abth.  Enth.  d.  Abhandlgn.  aus  d. 
Gebiete  d.  Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  u. 
Astronomie.    96.  Bd.    2.-5.  Hft    Leipzig,  Freytag.    20  Mk. 

Yerhandlungen  der  physikal.  Gesellschaift  zu  Berlin  im  J.  1887. 
6.  Jahrg.  Red.  y.  E.  Rosochatius.  Berlin,  G.  Reimer.  2  Mk. 
60  Pf. 
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In  Fr.  Hanke's  Verlag  in  Jens  erschien  und  ist  darch 
jede  Buchbandlang  oder  auch  direkt  zu  beziehe* : 

Die 

Lebensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Briefes  aa  eiae  Preaadia. 

Eine  populäre  Astronomie  der  Fixsterne 

▼on 

M.  WiUu  M^ar. 

Mit  46  Teztillnstr.,  2  Tafeln  u.  1  TitelbUd. 

Beste  Ansstattuiigr« 

Geh.  4  Mk.,  eleg.  geb.  5  Mk. 

Das  Dresdner  Tageblatt  schreibt: 
„Der  beräbmte  Verfasser  hat  nicht  etwa  WUhelm 
V.  Hamboldts  Titel  nnr  adoptirt,  sondern  es  ist  ein  so  er- 
kenntnistiefer, liebenswardiger  Zag  in  dem  ausgezeich- 
neten Buche  vorherrschend,  dass  man  es  ungern 
aus  der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
muss:  das  ist  ein  geistvolles  Werk,  so  unter- 
haltend und  fesselnd  wie  belehrend  und  grössere 
Gesichtspunkte  schaffend.  Wir  empfehlen dat  Buch 
unter  voller  Veranticortung  aufs  wärmete^^ 


Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 

Ton 

Pr«f.  H.  C.  B.  IbrtMS, 

DireUoT  de«  Sophien-Be^lgyiUMiuiiui  in  Berlin. 

Grosse  Ausgabe.  2.  Auflage.    Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 
7  Mk.  60  Pf. 

Dass.     Sehul-Ausgabe.     Mit   80  Figuren  im  Texte.     Geh.     Preii 
2  Mk.  60  Pf. 


Leipzig. 


€.  A«  Koeh's  Verlagsbuchhandlung. 
(J.  Senffbuaeh.) 
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Zur 

Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 

auch  mit  FlrnrentafelH,  halten  wir  den  Herren  Autoren  und  Verlegern 
unsere  fflr  mathematischen  und  Formolsatz  speziell  eingerichtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  correcter,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 

F.  W.  Kunilce, 

Buch-  and  Steindruckerei. 
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K.  Zahradnik 415 

XXr.  Ueber  magische  Quadrate.      Von  Felix  Clauss 424 
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1.    Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Dreiecksebene.     Von 

J.  Hermes *    ....    437 

S.     Momentaner  Bcwegungssustand  eines  in  der  Praxis  viel 
angewandten  Mechanismus.     Von  August  Eamisch      442 

3.  Zur  Lehre  der  quadratischen  Formen«    Von  J.  Vilyi   445 
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OMifawald,  gsdniekt  b«i  F.  W.  Knaiks. 
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Litterarischer  Bericht 

XXI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delie  scienze  matematiche  e 
fisicho.  Pubblicato  daB.  Boncompagui.  Tomo  XIX.  Roma  1886. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  19.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

A.  Favaro:  Ueber  einige  in  der  Biblioteca  Nazionale  zu  Flo- 
renz kürzlich  entdeckte  Gralileianische  Documente.  —  Weitere  Unter- 
suchungen über  das  Leben  und  die  Werke  des  Schweizer  Mathema- 
tikers aus  dem  17.  Jahrhundert,  Bartolomeo  Sovero.  —  Die 
Optik  des  Clandio  Tolomeo  da  Eugeuio,  Admirals  von  Sicilien, 
Schriftstellers  des  12.  Jahrhunderts,  lateinisch  hergestellt  auf  Grund 
der  arabischen  Uebersetzung  eines  unvollkommenen  griechischen 
Textes,  dann  zum  erstenmal  nach  einem  Codex  der  Biblioteca  Am- 
brosiana zur  Beurteilung  von  Seiten  der  königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Turin  veröffentlicht  von  Gilberte  Govi,  Mit- 
glied derselben  Akademie.  Turin,  königl.  Druckerei.  Von  Seite  220 
(XLIX— 171)  mit  neun  Tafeln.  —  Die  -Bibliothek  des  Galileo  Ga- 
lilei, beschrieben  und  erläutert 

A.  Genocchi:  Kurze  Bruchstücke  aus  dem  Leben  des  Inge- 
nieurs Savino  Realis. 

P.  Biccardi:  Zu  einer  vollständigen  Sammlung  der  mathemati- 
schen Werke  von  Lorenzo  Mascheroni. 

Arch.  i.  Math.  n.  Phys.    2.  Beihe,    Teil  VI.  1 
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S.  Bealis:  Giovanni  Plana,  geboren  zn  Voghera  den  8.  No- 
vember 1781,  gestorben  zn  Tnrin  den  29.  Jannar  1864. 

Gh.  Henry:  lieber  einige  nngedmckte  Blätter  von  Lagrange. 
—  üngedmckte  Briefe  von  Eni  er  an  d'Alembert  —  üngedruckte 
Briefe  von  Laplace,  veröffentlicht  mit  einer  ersten  Redaction  seiner 
Methode  die  Kometenbahnen  zu  bestimmen  und  einer  Notiz  über  die 
Manuscripte  von  Pingrd. 

E.  Nardncci:  Üngedruckte  Lebensbeschreibungen  italienischer 
Mathematiker,  verfasst  von  Bernardino  Baldi. 

J.  Dupuis:  Note  Aber  eine  geometrische  Stelle  der  Republik 
des  Pia  ton.  —  Note  ttber  eine  geometrische  Stelle  des  Menon  von 
Piaton.  H. 


Bibliotheca  Mathematica  herausgegeben  von  OustafEnestrOm, 
Stockholm  1886.  E.  u.  6.  Beijer.  Berlin,  Mayer  u.  MttUer.  Paris, 
A.  Hermann.    4^. 

Mit  diesem  Bande  scbliesst  die  erste  Reihe  der  Bibliotheca 
Mathematica,  welche  seit  1884  (s.  litt  Bericht  11.  S.  37)  im  An- 
scbluss  an  die  Acta  Mathematica  und  in  gleichem  Format  mit  den- 
selben erschienen  ist.  Er  besteht  aus  4  Numeru,  deren  jede  fflr 
sich  mit  dem  alphabetischen  Verzeichniss  der  Werke,  Abhandlungen 
und  Noten,  dann  der  Receusionen  beginnt  Die  darin  berflcksich- 
tigten  Journale  sind  in  Nr.  4  aufgeführt.  Hierauf  folgt  ein  sachlich 
eingeteiltes  Register  der  Namen  der  Verfasser  mit  Verweisung  auf 
die  Numern.  Unter  den  vermischten  Notizen  ist  in  Nr.  1.  und  2. 
besonders  zu  nennen  die  Kritik,  welche  B.  Boncompagni  der 
Schrift  von  Maximilien  Marie:  „Snr  Thistoire  des  sciences  math6- 
matiques  et  physiques^^  —  zuteil  werden  l&sst,  indem  er  derselben 
zahlreiche  Ungenauigkeiten  und  M&ngel  in  den  Angaben  nachweist. 
—  L.  De  Marchl  rechtfertigt  die  Namensangabo  „Maurolicio"  statt 
der  gewöhnlichen  „Maurolico^^;  doch  mag  der  Name  von  dem  Mes- 
siner  Mathematiker  selbst  verändert  worden  sein;  man  findet  dafär 
auch  Maruli.  —  Ene ström  stellt  in  Nr.  1.  2.  und  3.  die  in 
Schweden  publieirtcn  Schriften  von  Ausländem  und  schwedische 
Uebersetzungen  ausländischer  Werke  zusammen.  —  S.  Günther  zieht 
den  Anteil,  den  Albrecht  Dttrer  an  der  Begründung  der  Curventheorie 
hat,  ans  Licht  —  P.  Mansion  und  G.  Eneström  geben  histori- 
sche Aufschlüsse  über  Newton's  allgemeine  Interpolationsformel.  — 
Ausserdem  sind  in  den  einzelnen  Numern  mehrere  Fragen  gestellt 
und  1  Beantwortung  gegeben.  H. 
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Bibliotheca  Mathematica.  Zeitschrift  für  Geschichte  der  Mathe- 
matik. Herausgegeben  von  Gustaf  EnestrOm.  Stockholm  1887. 
Neue  Folge  I.    8<>.    32  S. 

Die  neue  Folge  der  Zeitschrift  beruht  auf  dem  Beschlüsse  die 
Fortfuhrung  des  Verzeichnisses  der  Werke  und  Abhandlungen  auf- 
zageben.  Die  Geschichte  der  Mathematik  soll  von  da  an  den  Haupt- 
gegenstand bilden.  Sie  gibt  nun  kurze  historische  Aufsätze  in 
grösserer  Anzahl  als  bisher.  Dann  folgen  Recensionen,  Mitteilung 
neu  erschienener  Schriften  und  Frageu.  Das  1.  Heft  enthält  folgende 
Aufsätze : 

6.  Eneström:  Kurze  Uebersicht  über  die  neuen  Forschungen 
in  der  Geschichte  der  Mathematik.  —  Neue  Notiz  über  eine  Ab- 
handlung von  Chr.  Goldbach  betreffend  die  Summation  der  Reihen, 
1718  in  Stockholm  publicirt 

S.  Ganther:  War  die  Cykloide  bereits  im  16.  Jahrhundert  be- 
kannt? 

P.  Riccardi:  Note  bezüglich  auf  eine  Ausgabe  des  Nuncius 
sidereus  von  Galilei. 

P.  Tanner 7 :  Die  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  nach  Nicolas 
Chuquet. 

G.  All  man:  [Jeber  den  Namen  des  sogenannten  „Theorem  des 
Gnomon.^^  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  Ch.  August 
Vogler,  Professor  an  der  landwirtschaftlichen  Hochschule  zn 
Berlin.  Erster  Teil.  Vorstudien  und  Feldmessen.  Mit  248  Holz- 
stichen und  10  Tafeln.  Braunschweig  1887.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.    688  S. 

Das  Lehrbuch  ist  fflr  Anfänger  der  Geodäsie  bestimmt,  macht 
daher  geringere  Ansprüche  an  Vorkenntnisse  und  Uebung  als  das 
Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie  von  Jordan,  legt  dagegen 
Gewicht  auf  die  strenge  Fehlertheorie  und  Ausgleichungsrechnung. 
Es  behandelt  nach  einander  die  mathematische  Geographie,  die  ge- 
bräuchlichen Masse,  die  Brechung  des.  Lichts  in  kugelförmig  be- 
grenzten Medien,  sämtlich  beschreibend,  die  Instrumente,  Fernrohr, 
Libellen  und  Axen,  Kreis  und  Alhidade  nebst  HülÜBvorrichtungen,  die 
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graphischen  und  mechanischen  Httlfsmittel  der  Rechnung,  die  Theorie 
der  Beobachtnngsfehler,  die  Ansgleicbung  derselben  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadratsnmmen,  das  Feldmessen,  hierzu  das  Absteckeo 
von  Linien  zur  Längeomessang,  die  Winkelabsteckung  zur  Goordi- 
natenanfhahme ,  die  Messtischaufnahme ,  die  Theodolitaufnahme,  Po- 
lygonmessung  und  Triangulation,  die  Bussolcnaufnahme ,  das  Ent- 
werfen der  Situationapläne  und  die  Flächenberechnung,  die  Flächen- 
teilung, das  Abstecken  langer  gerader  Linien,  die  Curvenabsteckung. 

H. 


Anleitung  zur  Berechnung  geodätischer  Coordinaten.  Von  Prof. 
Dr.  Otto  Börsch,  Sectionschef  im  Eönigl.  prenssischen  geodäti- 
schen Institut.  Mit  zwei  Figurentafeln.  Zweite,  vollständig  umge- 
arbeitete und  vermehrte  Auflage.  Cassel  1885.  A.  Freyschmidt, 
leö  S. 

Das  Buch  setzt,  nach  der  Abfassungsweise  zu  urteilen,  ein  ge- 
wisses Mass  mathematischer  und  das  volle  Mass  technischer  Kennt- 
nisse voraus  und  gibt  dem  mit  der  höhern  Geodäsie  Vertrauten  die 
zur  Praxis  erforderlichen  factischen  Angaben  in  Grössen  und  For- 
meln. Obwol  die  Titel  der  Abschnitte:  Mathematische  Hülfslehren, 
£rdsphäroid,  geodätische  u.  zw.  geographische,  rechtwinklig  spbäroi- 
dische,  rechtwinklig  sphärische,  rechtwinklig  ebene  Coordinaten,  Auf- 
lösung einiger  geodätischen  Aufgaben  —  auf  einen  fortschreitenden 
Entwickelungsgang  hindeuten,  so  findet  man  die  entsprechende  Tren- 
nung und  Ordnung  des  Stoffs  in  der  Ausführung  nicht  beobachtet 
Möge  der  Leser  entscheiden,  ob  ihm  die  gegebenen  Erklärungen 
und  die  Anordnung  des  Buchs  zum  Gebrauche  ausreichend  scheinen. 
Die  2.  Auflage  berichtigt  zahlreiche  Fehler,  die  durch  die  notwen- 
dige Eile  in  der  ersten  Abfassung  entstanden  sind.  H. 


Erd-  und  Himmelskonde. 

Elemente  der  theoretischen  Astronomie  für  Studirende  bearbeitet 
von  Dr.  Karl  Israel-Holtzwart,  Realgymnasial-Oberlehrer  zu 
Frankfurt  a.  M.    Wiesbaden  1886.    J.  F.  Bergmann.    711  S. 

Das  Buch  ist  im  echten  Sinne  für  Studirende  verfasst,  d.  h.  es 
gibt  nicht  Unterweisung  in  der  ausübenden  Astronomie,  sondern  de- 
ducirt  die  Lösung  von  deren  Aufgabe  aus  mathematischen  Principien. 
Diese  Lösung  wiederum  ist  nicht  bloss  aus  den  Quellen  zusammen- 
gestellt, sondern  nach  eigner  Methode  des  Verfassers  verarbeitet  und 
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vereinfacht.  Dass  zu  diesem  Zwecke  ein  grosser  Teil  der  Principien 
der  analytischen  Mechanik  und  manche  sehr  bekannte  Gegenstände 
der  Analysis  besonders  vorgetragen  werden,  möchte  wol  bei  natür- 
licher Sachlage  als  überflüssige  Zutat  erscheinen,  da  zu  einem  wirk- 
lichen Studium  der  Astronomie  die  Vertrautheit  mit  diesen  Principien 
selbstverständlich  notwendig  ist.  Wir  können  aber  andrerseits  darin 
ein  Zeugniss  dafür  erblicken,  wie  wenig  der  Verfasser  auf  das  Vor- 
handensein jener  natürlichen  Sachlage  geglaubt  hat  bauen  zn  dürfen, 
wie  überwiegend  die  Astronomie  bisher  ohne  ausreichende  Vorbildung 
getrieben  worden  ist,  und  wie  sehr  es  an  Büchern  gefehlt  hat,  die 
das  Studium  begünstigen.  Hiernach  kann  wol  das  gegenwärtige  Unter- 
nehmen als  ein  erster,  bahnbrechender  Versuch  gelten  eine  wesent- 
Lücke  der  Litteratur  auszufüllen.  Das  gesamte  Werk  besteht  aus 
5  Teilen,  deren  jeder  als  selbständiges  Ganzes  gestaltet  und  einzeln 
käuflich  ist  Der  1.  Teil:  Elemente  der  sphärischen  Astronomie  — 
und  der  2te:  Nachträge  und  Tafeln  dazu  —  behandeln  nur  die  geo- 
metrische Seite  der  Astonomie;  der  3.  und  4.  Teil,  beide  betitelt:  Ele- 
mente der  theorischen  Astronomie  —  die  Dynamik  des  isolirten  Systems 
zweier  Himmelskörper,  die  elliptische  Bahnbestimmung,  Finsternisse, 
Meteorbahnen  u.a.;  der  5.  Teil:  Elemente  der  Astromechanik —- die 
Störungen,  und  zwar  nach  einer  orientirenden  Einleitung  erst  mathe- 
matische Hülfsiehren  (approximative  Integrationsmittel,  Mechanik), 
dann  die  von  den  Bahnexcentricitäten  unabhängigen  —  dann  ab- 
hängigen Störungen  des  Radiusvectors  und  der  Länge,  dann  die 
Störungen  der  Breite,  die  Säcularstörungen  der  Elemente,  dann  die 
Methode,  die  bei  speciellen  Störungen,  wo  die  Convergenz  nicht  ge- 
nügt, anzuwenden  ist,  dann  die  Unveräuderlichkeit  der  mittleren 
Bewegung  der  Planeten.  Ausserdem  enthält  der  5.  Teil  die  Berech- 
nung der  Störungen  der  Rotationen,  schliesslich  die  historische  Ueber- 
sicht  der  Astronomie  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zur  Gegenwart 

H. 


Erdkunde  und  Mathematik  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen. 
Von  Dr.  Siegmund  Günther,  Professor  au  der  k.  technischen 
Hochschule  zu  München.  München  1887.  Theodor  Ackermann. 
30  S. 

Diese  Schrift  soll  beim  Uebergange  des  Verfassers  von  der  mathe- 
matischen zur  geographischen  Lehrtätigkeit  die  Stelle  einer  Antritts- 
rede vertreten  und  seine  Auffassung  von  seiner  Lehraufgabe  darlegen. 
Die  Beziehung  zwischen  Erdkunde  und  Mathematik  ist  die  offen  zu- 
tage liegende,  der  gemäss  die  Erdkunde  die  Dienste  der  Mathematik 
zu  Hülfe  nehmen  muss,  und  letztere  von  ihr  Aufgaben  empfängt; 
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eine  andre  wird  auch  hier  nicht  gesucht.  Die  Geographie  bietet  in 
grosser  Mannichfaltigkeit,  extensiv  nnd  intensiv,  quantitative  Fragen 
dar,  die  der  Mathematik  zufallen.  Es  kam  nur  darauf  an  die  spre- 
chendsten Beispiele  hierzu  in  vielseitigster  Weise  vorzuführen,  was 
denn  auch,  mit  Beginn  in  der  alten  Geschichte  (Name  „Geometrie^ 
als  deutlicher  Beleg)  geschehen  ist.  Wir  wollen  indes  nur  solche 
Punkte  hervorheben,  in  welchen  disputabele  Ansichten  des  Verfassers 
enthalten  sind.  Er  fährt  ans,  dass  mit  der  Bezeichnung  „Geogra- 
phie'^ die  Doctrin  zu  eng  gefasst  und  ihr  durch  Beschränkung  auf  die 
beschreibende  Methode  ein  wesentliches  Bildungselement,  somit  ein 
grosser  Teil  des  Interesses  entzogen  werde;  er  befürwortet  daher 
den  umfassenderen  Namen  „Erdkunde^'.  Da  ist  es  denn  zunftchst 
auffallend,  dass  er  von  der  ,,Geologie''  —  ein  Wort  das  als  solches 
gleichbedentcnd  mit  „Erdkunde"  ist  —  gar  nicht  spricht  Die  gewöhn- 
liche Einteilung  der  Geographie  in  mathematische,  physische  nnd 
politische  wird ,  als  wäre  sie  nur  eben  herkömmlich ,  kaum  berührt, 
und  was  wir  als  Gebiet  der  Geologie  betrachten,  die  Genesis  des 
Erdkörpers,  mit  in  die  zur  Erdkunde  erweiterte  Geopraphie  gezogen. 
Die  bisherige  Spaltung  des  Lehrstoffs  wird  verworfen  ohne  deren 
praktische  Gründe  zu  erwägen.  Dass  jede  Forschung  vor  allen  Er- 
klärungsideen die  Tatsachen  ins  Auge  fassen  muss,  dass  für  die  Erd- 
kunde die  Tatsachen  ein  sehr  weites  Gebiet  umfassen,  und  dass 
dieser  Umstand  uns  nötigt  bei  der  Beschreibung  länger  zu  verweilen 
als  in  andern  Wissenszweigen,  ist  ganz  unbeachtet  geblieben.  Zur 
Rechtfertigung  möchte  man  vielleicht  anführen,  es  handele  sich  nm 
das' Verfahren  an  Hochschulen,  wo  eine  genügende  Eenntniss  der  zu 
beschreibenden  Gegenstände  vorausgesetzt  werden  könne.  Alleia 
einerseits  ist  von  verschiedenem  Verfahren  für  verschiedenen  Stand- 
punkt der  Hörer  gar  nicht  die  Rede;  andrerseits  liegen  zwei  kurze 
Aeusserungen  vor,  die,  da  sie  nicht  näher  erläutert  sind,  ein  sehr 
charakteristisches  Licht  auf  die  Auffassung  zu  werfen  scheinen,  die 
dem  Auftreten  zu  Grunde  liegen  möchte.  Die  Gestaltung  der  Erd- 
oberfläche ist  zum  Theil  Werk  der  Natur,  zum  Teil  Werk  der  Men- 
schen, infolge  dessen  verzweigt  sich  auch  die  derselben  gewidmete 
Doctrin,  und  wendet  sich  der  eine  Zweig  der  Physik,  der  andre  der 
Völkergeschichte  zu.  Der  Verfasser  versucht  nun  auf  Seite  2.  die 
Einheitlichkeit  der  Erdkunde  dadurch  zu  retten,  dass  er  gestützt  auf 
bekannte  und  berüchtigte  Philosopheme  die  menschliche  Tätigkeit 
für  Naturwirkung  ausgibt.  Wir  wollen  auf  den  logischen  Fehler 
jener  Philosopheme,  die  Verwechselung  der  vom  Menschen  geübten 
Combination  der  Natnrkräfte  mit  den  Naturkräften,  nicht  eingehen, 
sondern  fragen  nur,  ob  der  Verfasser,  wenn  nach  seiner  Ansicht  die 
Entstehung  von  Städten  Naturwirkung  ist,  den  Beginn  der  Wissen- 
schaft solange  vertagen  will,  bis  diese  Wirkung  erkannt  ist,  und  die 
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kflnftigen  Städte  nach  bestimmten  Gesetzen  ermittelt  werden  können? 
Offenbar  lag  dem  Verfasser  nur  daran  nicbt  eingestehen  zn  müssen, 
dass  er  sich  in  seinen  Vorträgen  mit  der  historischen  Seite  der  Erd- 
kunde nicht  be&ssen  wollte,  doch  möchte  einer  solchen  Auskunft  das 
offene  Bekenntniss  wol  vorzuziehen  sein.  Die  zweite  Aeusserung  auf 
S.  8.  erwähnt,  dass  unter  gewissen  Umständen  (im  besten  Wortsinne) 
die  bloss  rhetorische  Darstellung  einer  Frage  der  physikalischen  Erd- 
kunde der  analytischen  Untersuchung  gegenüber  gewisse  Vorteile  dar- 
biete, wenn  uämlich  die  Menge  der  zu  berücksichtigenden  Factoren 
eine  allzu  grosse  wird.  Letzteres  ist  meistens  der  Fall,  daher  will 
die  Einschränkung  auf  solche  Umstände  wenig  sagen.  Die  Vorteile 
der  rhetorischen  Darstellung  würden  wir  gern  einräumen,  wenn  wir 
die  Beifügung:  „im  besten  Wortsinne"  —  dahin  deuten  könnten, 
dass  die  Darstellung  nicht  „bloss'*  das  Ziel  der  Rhetorik,  augen- 
blicklichen Eindruck  zu  machen,  sondern  auch  die  Bedingung  didak- 
tischen Vortrags,  intellectuelle  Continuität,  im  Auge  haben  muss,  was 
der  Wortlaut  zu  verwehren  scheint.  Die  Möglichkeit  beides  zu  ver- 
einen sei  unbestritten,  aber  die  gewöhnlichen  Beispiele  rhetorischer 
Behandlung  scientiver  Fragen  geben  nur  Zeugniss  vom  Gegenteil, 
indem  sie  die  Hörer  sprungweise,  ohne  stetigen  Entwickelungsgang, 
wie  auf  einem  Jahrmarkt,  von  einem  Gegenstande  zum  andern  führen, 
80  dass  dieselben  viel  gesehen  haben,  aber  nichts  mit  nach  Hause 
nehmen.  Dies  sind  zwei  Punkte,  die  noch  richtig  zu  stellen  waren, 
im  übrigen  kann  es  uns  eher  auffallen,  dass  manches  erst  versichert 
werden  musste,  was  wir  längst  als  ausgemacht  zu  betrachten  pflegten. 
Einen  wesentlichen  Bestandteil  der  Schrift  machen  die  historischen 
und  litterarischen  Nachweise  zu  bezüglichen  Stellen  aus,  die  am 
Schlosse  zusammengestellt  sind.  Hoppe. 

Practische  Anleitung  zur  Himmelsphotographie  nebst  einer  kurz- 
gefassten  Anleitung  zur  modernen  photographischen  Operation  und 
Spectralphotographie  im  Cabinet.  Von  Nicolaus  vonEonkoly, 
Dr.  phil.,  Ritter  des  eis.  Kronen-Ordens  IH.  GL;  Besitzer  Sr.  Maj. 
des  Kaisers  von  Oesterreich  grosser  goldenen  Medaille  für  Kunst 
und  Wissenschaft;  Mitglied,  resp.  Ehrenmitglied  vieler  wissenschaft- 
lichen und  technischen  Vereine  und  Gesellschaften.  Mit  21S  Text- 
abbildungen.   Halle  a  S.    1887.    Wilhelm  Knapp.    372  S. 

Der  Gebrauch  des  Buches  setzt  vollkommene  Vertrautheit  mit 
der  Chemie  und  Physik,  besonders  der  Optik,  andrerseits  die  Ge- 
legenheit voraus  die  Kunst  in  einem  vollständig  eingerichteten  La- 
boratorium dauernd  auszuüben.  Der  I.  Teil  behandelt  die  Einrich- 
tung des  Laboratoriums ,  namentlich  der  (nur  rot  oder  nur  gelb  be- 
leuchteten) Dunkelkammer,   dann  das  Präpariren  von  Platten;   der 
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II.  Teil  das  helle,  aber  auch  zum  Dunkelmachen  eingerichtete  Ga- 
binet; der  III.  Teil  die  Aufnahme  der  Himmelsobjecte  fiberhanpt, 
dann  im  einzelnen  die  der  Sonne,  des  Mondes,  der  Planeten  und 
Kometen,  der  Fixsterne,  der  Sternschnuppen,  des  Nordlichts,  der 
Blitze,  der  Corona,  Chromosphäre  und  Sonnenflecke,  der  Fixstem- 
spoctra,  und  zwar  werden  sowol  die  Vorschriften  für  das  Verfahren 
als  auch  die  Berichte  über  ausgeführte  Aufnahmen  gegeben.    H. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  Oester- 
reichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteo- 
rologischen Gesellschaft.  Bedigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  W.  Koppen  (Hamburg,  Seewarte).  Dritter  Jahrgang 
1886.  (zugleich  XXI.  Bd.  d.  „Zeitschr.  d.  Oesterr.  Ges.  f.  Met'') 
Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Dieser  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  von  beiden  Gesellschaften 
gemeinschaftlich  herausgegeben  wird  Die  Zeitschrift  erscheint  in 
monatlichen  Heften  (zu  48  Seiten) ,  deren  jedes  erst  3  oder  4  Auf- 
sätze, dann  eine  grössere  Anzahl  kleinerer  Mitteilungen,  dann  einen 
Litteraturbericht  enthält.  Die  Aufsätze  im  vorliegenden  Jahrgange 
sind  folgende. 

A.  Woeikof:  Klima  an  der  Lenamündung  nach  einjährigen 
Beobachtungen. 

0.  Josse:  Die  auffallenden  Abenderscheinungen  am  Himmel  im 
Juni  und  Juli  1885. 

H.  Hildebrandsson:  Die  mittlere  Bewegung  der  oberen 
LuftstrOme. 

F.  Erk:  Der  Föhnsturm  vom  15.  und  16.  Oct.  1885  und  seine 
Wirkungen  im  baierischen  Gebirge. 

A.  Magelssen:  Ueber  Wellenbildungen  in  der  jährlichen  Pe- 
riode der  Lufttemperatur.  —  Temperaturverhältnisse  kommender  Jahre. 

J.  Liznar:  Einfluss  des  Mondes  auf  die  meteorol.  Elemente 
nach  den  Beobachtungn  zu  Batavia.  —  Das  Klima  von  Batavia. 

W.  Schaper:  Ueber  die  Bestimmung  der  magnetischen  Incli- 
nation  mittels  Erdinductor  und  Telephon. 

J.  Hann:  Zur  Kenntniss  der  Verteilung  des  Luftdruckes  auf 
der  Erdoberfläche.  —  Gewitterperioden  in  Wien. 

H.  Hoffmann:  Phänologische  Studien. 

E.  Jhne:  Karte  der  Auf  blühzeit  von  Syringa  vulgaris  in  Europa. 

P.  Schreiber:  Einige  Umformungen  der  Formel  für  barome- 
trische Höhenmessungen  zur  Verwendung  bei  Reduction  von  Baro- 
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meterständen.  —  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Luftballons  durch 
trigonometrische  Messungen. 

W.  Koppen:  Die  Untersuchungen  von  Dr.  J.  van  Bebber  Aber 
typische  Wittemngserscheinungen.  ^  Der  Orkan  vom  14.  Mai  in 
Crossen  a.  d.  0.  —  Der  Orkan  vom  12.  Mai  zu  Madrid. 

J.  M.  Pernter:  Ueber  Langle/s  Untersuchungen  der  Sonnen- 
strahlung. —  Augot's  theoretische  Untersuchungen  über  die  Vertei- 
lung der  Wärme  auf  der  Erde. 

J.  Maurer:  Temperaturleitung  und  Strahlung  der  ruhenden 
Atmosphäre. 

F.  H.  Buchholtz:  Fahrt  des  Militär-Ballons  Barbara  am 
10.  Dec.  1885. 

E.  Bei  mann:  Einiges  ttber  Gewittererscheinungen  im  Biesen. 
gebirge. 

N.  Ekholm:  Ueber  die  tägliche  Variation  des  Luftdruckes 
während  des  nordischen  Winters. 

J.  van  Bebber:  Untersuchungen  von  Elias  Loomis  Aber  die 
Form  und  die  Bewegung  der  Gyklonen.  —  Die  Veröffentlichungen 
des  Egl.  Niederländischen  Instituts. 

E.Brttckner:  Die  Schwankungen  des  Wasserstandes  im  Schwarzen 
Meer  und  ihre  Ursachen. 

F.  Vettin:  Luftströmungen  über  Berlin  in  den  4  Jahreszeiten. 
—  Einvirirkung  der  barometrischen  Maxima  und  Minima  auf  die  Bich- 
taug  des  Windes  und  des  Wolkenzuges. 

Hogo  Meyer:  Gewitter  des  obern  Leinetales  am  I.Juni  1886. 

A.  Hazen:  Thermometer-Aufstellung. 

F.  M.  Draenert:  Verteilung  der  Regenmengen  in  Brasilien. 

A.  Richter:  Tägliche  Drehung  des  Wolkenzuges. 

6.  Hellmann:  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Niederschlagsver- 
hältnisse  von  Deutschland. 

R.  Assmann:  Der  Orkan  vom  14.  Mai  in  Crossen  a.  d,  0. 

F.  Lingg:  Ungewöhnliche  Anomalie  zwischen  gleichzeitigen 
Barometerständen  von  München  und  dem  Wendelstein. 

6.  Schubring:  Reduction  des  Barometerstandes  auf  den  Meeres- 
spiegel mit  Hülfe  einer  graphischen  Tafel. 

K.  Dove:  Der  Orkan  vom  10.  Aug.  1886  bei  Northeim  und 
Cattenburg. 

F.  Busch:  Zur  Polarisation  des  zerstreuten  Himmelslichtes.— 
Beobachtungen  über  den  Gang  der  neutralen  Punkte.  H. 
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Physik. 

Tbermodynamiqae.  Par  J.  Bertrand,  de  rAcaddmic  Fran- 
^86,  Secr^taire  perp6tael  de  rAcadömie  des  sciences.  Paris  1887. 
Gauthier-Yillars.    294  S. 

Eine  nene  Bearbeitung  der  Wärmetheorie  nach  ihrem  heutigen 
Standpunkt  unternimmt  der  Verfasser  aus  dem  Gesichtspunkt  der 
strengst  möglichen  logischen  Kritik.  Er  sagt,  man  kGnnc  in  dieser 
Beziehung  nicht  alles  leisten,  aber  doch  sehr  viel  bessern  und  die 
hauptsächlichen  logischen  Mängel  beseitigen.  Seine  logischen  Grund- 
sätze hat  er  nicht  formulirt  ausgesprochen,  sondern  nur  in  Beispielen 
angedeutet,  aus  denen  sie  sich  einigermassen  abstrahiren  lassen.  Er 
rügt  es,  dass  man  Ideen  als  Axiome  —  sei  es  als  Hypothesen  oder 
als  ursprünglich  gewiss  —  betrachtet,  in  denen  notwendige  Fragen 
gar  nicht  zum  Bewusstsein  gezogen  sind.  Hiermit  ist  in  der  Tat  ein 
herrschender  Fehler  der  Forscbungslogik  ans  Licht  gezogen,  der  sich 
aber  weit  bestimmter  bezeichnon  lässt,  wenn  man  nur  nicht  bei  der 
vagen  Auffassung  des  Wesens  der  Hypothese  stehen  bleibt,  welche 
darin  nichts  als  eine  interimistische  Stütze  einer  noch  unfertigen 
Theorie,  statt  eines  wesentlichen  Elements  alles  exacten  Wiss^s 
sieht  Theorie  hat  nur  Sinn  relativ  zur  Hypothese,  und  uipgekehrt, 
und  apriori  hat  nur  Sinn  in  der  Anwendung  der  (empirisch  be- 
festigten)  Theorie  auf  die  neue  Wirklichkeit.  Die  angebliche  £r- 
kenntniss  apriori,  in  welcher  der  Verfasser  die  Nennung  der  wesent- 
lichen Momente  vermisst,  ist  eben  nichts  als  ungeprüfte  Meinung. 
Mit  Recht  begrüsst  man  den  ersten  verbindenden  Gedanken  (z.  B. 
Descartes:  Erhaltung  der  Kraft,  Schiaparelli:  Identität  von  Kometen 
und  Sternschuppen)  als  grosse  Entdeckung.  Mit  ihm  ist  der  Bacil- 
lus, die  Universal-Ursache  der  Erscheinung  aufgewiesen  und  die 
Hoffnung  auf  ihre  Erklärung  erweckt  Aber  von  da  an  können  Jahr- 
hunderte vergehen,  ehe  es  den  Anstrengungen  der  Forscher  gelingt, 
eine  brauchbare  Hypothese,  d.  h.  nicht  nur  im  allgemeinen  haltbar,  son- 
dern auch  nach  allen  Seiten  ausschliessend  und  nur  soviel  unbestimmt 
lassend,  als  im  Gedanken  durchlaufen  werden  kann,  aufzufinden.  Der 
sehr  verbreitete  Fehler,  um  den  es  sich  handelt,  ist  die  Verwechse- 
.  lung  jenes  verbindenden  Gedankens,  dem  zur  Erklärung  der  Erschei- 
nung das  Notwendigste  noch  fehlt,  mit  der  Hypothese  als  definitiver 
Errungenschaft.  Im  Vorliegenden  geht  der  Verfasser,  nachdem  er 
in  der  Kürze  eine  Uebersicht  über  die  Wärmetheorie  für  vollkommene 
Gase  gegeben  hat,  vom  ersten  verbindenden  Gedanken  aus,  den  er 
Sadi  Carnot  zuschreibt,  entwickelt  zuerst  dessen  Ideen,  dann  die 
Ideen  von  Robert  Mayer  und  geht  dann  zu  Theoremen,   zunächst 
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von  Carnot,  dann  ergänzend  und  berichtigend  von  Clausins  ttber. 
Die  folgenden  Capitel  behandeln  die  Differentialgleichungen,  die  cha- 
rakteristischen Functionen,  einige  Sätze,  einige  Probleme,  einige  An- 
wendungen, die  Condensation  der  Dämpfe  während  des  Anpströmens, 
Cjklus  des  Dampfes  und  Diagramme  der  Maschinen,  nicht  umkehr- 
bare Cyklen,  die  Arbeit  der  Elektricität.  Hoppe. 

Zeitschrift  fttr  den  Physikalischen  und  Chemischen  Unterricht. 
Unter  der  besonderen  Mitwirkung  von  Dr.  £.  Mach,  Professor  der 
deutschen  Universität  zu  Prag,  und  Dr.  B.  Schwalbe,  Professor 
und  Director  des  Dorotheeustädtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin, 
herausgegeben  von  Dr.  Fritz  Poske.  Erster  Jahrgang.  Erstes 
Heft.    Berlin  1887.    Julius  Springer.    4^.    40  S. 

Die  neu  erscheinende  Zeitschrift  setzt  sich  die  Aufgabe,  einer- 
seits eine  Verständigung  ttber  die  leitenden  Principien  wie  Aber  die 
spedelle  Behandlung  des  Unterrichts  herbeizuführen,  und  andrerseits 
es  zu  vermitteln,  dass  die  von  Einzelnen  gewonnenen  Erfahrungen 
und  Einsichten  zu  allgemeiner  Anerkennung  und  Wirkung  gelangen. 
An  erster  Stelle  wird  die  Methode  ins  Auge  gefasst  und  deren  plan- 
mässige  Ausbildung  auf  historscher  und  logischer  Grundlage  ange- 
strebt werden.  In  Hinsicht  auf  den  experimentellen  Teil  des  Unter- 
richts sollen  neue  Unterrichtsmittel  und  Verbesserungen  von  solchen 
beschrieben',  sowie  Anleitungen  zum  Gebrauche  der  Apparate  und 
zum  Anstellen  von  Versuchen  überhaupt  gegeben  werden.  Auch  der 
mathematischen  Seite  des  Unterrichts  wird  Aufmerksamkeit  und  Pflege 
zugewandt.  Namentlich  ist  eine  regelmässige,  nach  rationellen  Ge- 
sichtspunkten ausgeftthrte  Zusammenstellung  von  Aufgaben  in  Aus- 
sicht genommen.  Femer  werden  aus  der  Fachlitteratur  des  In-  und 
Auslandes  Berichte  geliefert,  und  neu  erschienene  Schriften  bespro- 
chen werden.  6  Hefte  bilden  einen  Jahrgang  zu  30  Bogen.  Das 
erste  Heft  enthält  an  grössern  Aufsätzen  E.  Mach :  Ueber  den  Unter- 
richt in  der  Wärmelehre.  A.  Weinhold:  Eine  Influenzmaschine 
ohne  Polwechsel.  M.  Koppe:  Der  Foucault'sche  £endel versuch. 
Fr.  G.  G.  Mttlier:  Ein  Demonstrationsthermometer.  Job.  Berg- 
mann: Ein  neuer  Apparat  zur  Darstellung  einfacher  Schwingungen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Jornal  de  Sciencias  Mathematicas  e  Astronomicas.  Publicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  na  Escola  Polytechnica  do 
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Porto,  Antigo  Professor  na  Universidade  de  Coimbra,  Socio  de  Aca- 
demia  das  Scicocias  de  Lisboa,  etc.  Vol.  VII.  Coimbra  1886.  Im- 
prensa  da  Universidade. 

1>er  7.  Band  enthält  folgende  Abhaodlungon  und  Noten. 

£.  Cesäro:  Arithmetische  Bemerkungen.  —  Auszage  ans  einem 
Briefe  an  Herrn  d'Ocagne.  —  Bemerkungen  über  die  Theorie  der 
Reihen. 

J.  C.  d*01iveira  Ramos:  üeber  die  Zerlegung  der  Kreis- 
fnnciionen. 

Ramos  und  Casimire  J.  de  Faria:  lieber  die  Coefficienten 
der  Formel,  welche  die  Derivirte  beliebiger  Ordnung  der  zusammen- 
gesetzten Functionen  gibt. 

M.  d'Ocagne:  lieber  gewisse  Bestimmungen  von  Grenzwerten; 
mittlere  Grenzwerte  zweier  Zahlen.  —  Auszug  aus  einem  Briefe  an 
F.  Gomes  Tcixeira.  —  üeber  gewisse  arithmetische  Sammationen.  — 
lieber  gewisse  symmetrische  Functionen ;  Anwendung  auf  die  Berech- 
nung der  Summe  gleichhoher  Potenzen  und  Wurzeln  einer  Gleichung. 
—  lieber  die  rectificabeln  EUipsenbogen. 

L.  F.  Marrecas  Ferreira:  lieber  die  Theorie  des  Hyper- 
boloids. 

J.  M.  Rodrigues:  Theorie  der  Rotation. 

H.  le  Pont:  Geometrische  Note.  —  Neuer  Beweis  des  Ch.  Du- 
pin*schen  Satzes.  -  Note  über  die  Bewegung  eines  von  festem  Cen- 
trum  aus  getriebenen  materiellen  Punktes. 

Gino  Loria:  Note  über  die  Moltiplication  zweier  Determi- 
nanten. —  lieber  eine  Eigenschaft  der  Determinante  einer  Ortho- 
gonalsubstitution. 

Rodolpho  Guimar&es:  lieber  einen  Satz  betreffend  die  Ver- 
gleichung  von  EUipsenbogen. 

J.  Bruno  de  Cabedo:  lieber  eine  Formel  von  Taylor. 

F.  Gomes  Teixeira:  Anwendungen  der  Formel,  welche  die 
Derivirten  beliebiger  Ordnung  der  Functionen  von  Functionen  gibt 

Duarte  Leite:  lieber  den  transcendenten  Teil  des  Integrals 
einer  rationalen  Function.  H. 


American  Journal  of  Mathematics.  Simon  New  comb,  Editor. 
Thomas  Craig,  Associate  Editor.  Published  under  the  Auspices 
of  the  Johns  Hopkins  Universily.  Volume  IX.  Baltimore  1887. 
Pnblication  Agency  of  the  Johns  Hopkins  Universify. 
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Der  9.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  J.  Sylvester:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Becipro- 
canten. 

W.  E.  Story:  Eine  neue  Methode  in  der  analytischen  Geometrie. 

F.  N.  Cole:  Elein's  Ikosaeder. 

A.  G.  Greenhill:  Wellenbewegung  in  der  Hydrodynamik. 

A.  S.  Hatheway:  Eine  Abhandlung  in  der  Zahlentheorie. 

n.  B.  Eine:  Ein  Theorem  betreffend  'die  Singaiarit&ten  von 
Curven  mehrfacher  Krümmung. 

H.  Dallas:  Eine  Note  über  Kegelschnittbüschel. 

P.A.  Mac  Mahon:  Beobachtungen  an  Erzeugnngsmethoden  der 
Theorie  der  Invarianten. 

Cayley:  Ueber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 

G.  Faxten  Young:  Notwendige  und  hinreichende  Formen  der 
Wurzeln  uniserialer  Aberscher  Gleichungen. 

W.  Pitt  Durfee;  Symmetrische  Functionen  der  14^«  (s.  Bd.V. 
p.  348). 

M.  D'Ocagne:  Ueber  eine  Glasse  meiicwürdiger  Zahlen. 

M.  Hermite:  Auszüge  aus  2  Briefen  au  M.  Craig. 

F.  Franklin:  Zwei  Beweise  für  Chauchy's  Theorem.     H. 


Journal  of  the  College  of  Science,  Imperial  University,  Japan 
Vol.  I.  part  II.  III.  Tokyo  1887.  Published  by  the  university. 
97+126  S. 

Die  Herausgabe  wird  von  einem  Comitee  der  Universität  besorgt 
bestehend  aus  den  Professoren  D.  Kikuchi,  K.  Mitsukuri,  C.  G. 
Knott  (aus  Edinburgh)  und  S.  Sekiya.  Der  2.  Teil  enthält  eine 
deutsche  Abhandlung: 

Diro  Kitao:  Beiträge  zur  Theorie  der  Bewegung  der  Erd- 
atmosphäre und  der  Wirbelstürme. 

Der  3.  Teil  enthält  ausser  3  zoologisch-physiologischen,  folgende 
physikalische  englische  Abhandlungen: 

Aikitu  Tanakadate:  Ein  Taschen-Galvanometer.  —  Die 
Constanten  einer  Linse. 

B.  Koto:  Vorkommen  von  Piedmontit  in  Japan. 

S.  Sekiya:    Das  starke  japanische  Erdbeben   vom  15.  Januar 

1887. 
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C.  G.  Enott:  Elektrischer  Widerstand  von  Nickel  bei  hohen 
Temperaturen.  ^  Elektrische  Eigenschaften  des  hydrogenisirten  Pal- 
ladiums. H. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsaiiensis.  Seriei 
tcrtiae  Vol.  XIII.    1886. 

Von  den  im  13.  Bande  enthaltenen  11  Abhandlungen  gehört  eine 
der  Mathematik,  eine  der  Physik  an;  diese  sind: 

A.  Berg  er:  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  binomi- 
schen Gleichungen  zur  Summation  einiger  Reihen. 

K.  A^ngström:  Ueber  eine  neue  Methode  absolute  Messnngen 
der  strahlenden  Wärme  zu  machen,  sowie  ein  Instrument  um  die 
Sonnenstrahlung  einznregistriren.  H. 

Annuaire  de  Tobseryatoire  de  Montsouris  pour  l'an  1887.  Me- 
teorologie, agriculture,  hygi^ne.    Paris.    Gauthier-Yillars. 

Der  diesjährige  Band  enthält  ausser  dem  Kalender  die  tabellari- 
schen Resultate  der  in  Paris  und  auf  dem  Montsouris  gemachten 
meteorologischen  Beobachtungen,  insbesondere  betreffend  die  Sonnen- 
strahlung, Kälte,  Wasserdampfspaunung,  Feuchtigkeit,  Lufttemperatur, 
Regenmenge,  Erdmagnetismus  und  den  Wind;  ferner  die  chemische 
Untersuchung  der  Luft,  des  meteorischen  und  fliftssenden  Wassers; 
schliesslich  die  9te  Abhandlung  von  Dr.  Miqnel  über  die  Bacterien 
der  Pariser  Luft  H. 
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Litterarischer  Bericht 

XXU 


Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Theoretisch-praktisehe  Aaleitsiig'  som 
StadiniD  der  Arithmetik  und  Algebra.  Zaiii  Oebraache  an  höheres 
Lehranstalteo,  insbesondere  an  Gymnasien,  bearbeitet  von  Prof.  Dr. 
J.  van  Hengel,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zn  Emme- 
rieh.    Freibnrg  i.  Br.    1887.    Herder.    488  S. 

Das  Bach  macht  weniger  den  Eindruck  eines  Lehrbuchs  als 
vielmehr  der  Darstellung  einer  muntern,  angebundenen  Handhabung 
des  Unterrichts.  Nur  in  diesem  Sinne,  nur  als  augenblickliche  Ein- 
fälle zur  Erhaltung  der  lebendigen  Teilnahme  und  des  Selbstdenkens 
der  Schiller  kann  man  die  Freiheiten  billigen,  die  sieh  dw  Ver- 
fasser nimmt,  indem  er  z.  B.  die  Gleichungen  einteilt  in  richtige 
und  falsche,  Begriffserklärungen  gibt,  die  nichts  sind  als  Setzungen 
eines  Namens  für  den  andern  u.  s.  w.  Ihm  selbst  mag  ersteres  gute 
Dienste  tun  um  zur  Probe  aufzufordern ,  letzteres  um  Bekanntes  za 
vergegenwSxtigen.  Aber  eine  dauernde,  auch  für  andere  Lehrer 
brauchbare  Grundlage  wird  darin  nicht  geliefert,  wenn  wir  auch  ein- 
räumen, dass  alle  jene  Freiheiten  geschickt  genug  angebracht  sind 
um,  selbst  ohne  Kennzeichnung  des  wissenschaftlichen  Kernes,  wel- 
cher in  der  Tat  in  keiner  Weise  hervorgehoben  wird ,  den  zu  er- 
lernenden doctrinären  Inhalt  nicht  zu  verhüllen,  oder  die  Uebersicht 
merklich  zu  beeinträchtigen.  Hiervon  abgesehen  ist  an  der  Lelff- 
methode  eigentümlich  der  Gang  vom  Allgemeinen  zum  Speciellen. 
Während  man  sich  grösstenteils  dafür  entschieden  hat,  dass  die  Be- 
griffe der  Arithmetik  durch  successive  Erweiterung  zu  entwickeln 

Aldi.  i.  Xath.  «.  PliTB.    2.  Beihe,   Teil  VL  % 
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sind,  hat  'der  VerAtfaer  die  entgegengesetste  Wahl  getroffen.    Man 
sollte  meinen,  dass  der  Anafall  der  Bearbeitung  den  Misgriff  dent- 
Uch  genng  an  den  Tag  brächte.    Die  Operationen  werden  erat  ina- 
geaamty  dann  einzeln  behandelt    In  dem  Gapitel  von  der  einzelnen 
wird  eine  alle  Falle  nmfaaaen  sollende  Definition  an  die  Spitze  ge- 
Btellt,  eine  Definition  die  vom  B^griffiBinhalt  gar  nichts  aagt,  aondem  ihn 
nnr  dnrch  Bedingungen  umgrenzt,  flberdiea  anf  keinen  Spedalfftll  an- 
wendbar ist,  aondem  nnr  verachiedene  in  Beziehung  aetzt.   Der  SchOler 
wird  daher  weder  aua  ihr  den  Sinn  der  Operation  veratehen  lernen,  noch, 
wenn  aie  ihm  bereita  bekannt  iat,  £inaicht  gewinnen,  ob  aie  mit  aeinem 
Begriffe  vereinbar,  ob  sie  richtig  oder  vielmehr  —  daaa  aie  fidsch  iat 
Nun  werden  durdi  SpedaliBimng  eine  Beihe  aritlimetische  Sätze  ahi 
'4chte  Folgerungen  ans  der  Definition    gezogen,  endlich  eine  An- 
zahl Beispiele  gerechnet  Letztere  holen  dann  leidlich  das  Veraäumte 
nach  und  können  allenfalla  einen  Begriff  von  der  Operation  geben, 
aogut  er  eben  in  der  elementaren  Bechenachnie  gegeben  wird.    Ein 
Beiapiel  einer  aolchen  Definition  iat  die  folgende.     (S.  32.)     ,,Mnl- 
tiplication  ist  das  Ableite^  einer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr 
Zahlen  (Factoren),  wenn  sie  von  diesen  so  abhängig  iat,  daaa  das 
Beaoltat  0  ist,  wenn  irgend  einer  der  Factoren  0  iat,  und  daaa,  wenn 
an  die  Stalle  irgend  emea  der  Factoren  alle  aeine  Summanden  dn- 
zeln  eintreten,  die  Summe  dieaer  Einzelresultate  gleich  dem  zu 
suchenden  Beaultat  iat'^     Die  Operation  dea  Multiplicirena  bleibt 
hiemach  Problem,  nicht  einmal  eine  Probe  irgend  eines  Besultats 
ist  aufgestellt;  man  weiss  nur,  wenn  mehrere  Resultate  vorliegen 
und  der  Bedingung  nicht  entsprechen,  dass  mindestens  eines  falsch 
aein  muss,  nicht  aber,  welches.     Die  Bedingung  ist  nur  eine  Um- 
schreibung der  Functionsgleichung  A^+y)  ^/C^J+ZC^)  anzuwenden 
auf  jeden  Factor.    Es  ist  klar,  dass  diese  Bestimmung  der  Function 
nicht  ausreicht;  es  muss  auch  ein  Specialwert  gegeben  sein,  und 
hierfOr  ist  der  aufgestellte  Specialwert  f(0)  —  0  gerade  der  einzig 
unbrauchbare;   flberdies  ist  er  ganz   flberflfissig,  da  er  schon  ans 
/(x-]-0)»/(')+AO)  folgt    Demnaeh  bedarf  die  Definition  einer 
zweifachen  Berichtigung.     Allein  mit  der  leichten  Ergänzung  nnd 
Beseitigung  ist  ea  nicht  getan.    Es  mflssten  auch  alle  Folgemngen 
darnach  revidirt  werden.    Unter  den  Beweisen  stützen  sich  manche 
stillschweigend  darauf,  dass  das  Product  durch  die  Factoren  be- 
stimmt wäre,  was  zu  beweisen  gar  nicht  versucht  ist;  ein  Beweis 
(Satz  12.)  ist  geradezu  falsch,  weil  er  das  Zubeweisende  voraussetzt; 
ausserdem  würde  der  Nachweis  des  Zutreffens  des  Spedalwerts  flber- 
all  hinzukommen  mfissen.    Im  ganzen  kann  daher  fast  nichts  stehen 
bleiben.    Im  Vorwort  äussert  der  Verfasser,  die  Algebra  mttsae  den 
Schaler  ihre  Wahrheiten  an  sich  erkennen  lassen.     Gesetzt,  jene 
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Fehler  in  obiger  Definition  nnd  in  ihren  Folgemngen  wftren  berich- 
tigt, was  hat  der  Yer&sser  dazu  getan,  den  Schfller  ihre  Wahrheit 
erkennen  zn  lassen?  Können  wir  nun  auch  dem  Buche  keine  Leistung 
für  den  Unterricht  zu  erkennen,  so  mag  doch  wenigstens  die  eine 
Leistung  fftr  das  Studium  der  Methode  genannt  werden:  die  Bear- 
beitung stellt  aufs  neue  die  Verkehrtheit  von  Orassmann's  Ansicht 
ans  Licht,  wenn  eine  mathematische  Lehre  dem  Anfänger  nicht  ein- 
leuchte, so  sei  sie  nur  noch  nicht  allgemein  genug  aufgefasst 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik  ssum  Schul-  und  Sel&t- 
oBtoniobt  fftr  Lehrer  und  Lehramtskandidaten  sowie  als  Yondiule 
anf  das  eigentlicbe  raathematiscbe  Stadium.    Von  C.  K  Enholta^' 
I.  TheU.    Reine  Arithmetik.    Aarau  1887.    £L  R  Sanerlaender. 

Die  Bearbeitung  des  Buches  deutet  mehr  auf  die  Bestimmung 
hin,  Nichtmathematikern  Kenntniss  von  der  Mathematik  zu  geben,  als 
Anfänger  für  das  eigene  Betreiben  derselben  vorzubilden,  wodurch  die 
Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  Mancher  dadurch  Neigung 
zum  Studium  gewinnt.  Der  Vortrag  ist  vorwaltend  pragmatisch; 
nur  mit  Auswahl  werden  Lehren  in  formulirten  Sätzen  oder  in  syste- 
matischer Stellung  zusammengefasst.  Die  Begriffe  werden  bei  der 
ErläuteruDg  nicht  sonderlich  scharf  gefasst;  es  scheint  als  solle  der 
niedere  Standpunkt  derVerstandesentwickelung  der  Leser  respectirt 
und  conservirt,  aber  ja  niemals  erhöht  werden.  Soweit  indes  dieses 
Princip  es  zuliess,  ist  auf  Correctheit  des  Ausdrucks  sichtlich  Fleiss 
gewandt  worden.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  reichliche  historische 
Angaben  jedem  Abschnitte  folgen.  Gegenwärtig  ist  die  erste  der  3 
Lieferungen  erschienen;  das  Ganze  soll  17  Bogen  stark  werden. 

H. 


Lehr-  und  Uebnagsbueh  der  allgemeinen  Arithmetik  nnd  Alfebra 
fftr  die  untern  Classen  der  Mittelschalen.  Von  Moriz  Bret- 
schneider,  k.  k.  Oberlieutenant  im  Infant  Reg.  Nr.  38,  Lehrer 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Militär-Unter-Bealschnle  zu  Eisenstadt 
I.  Tbeil.  Mit  6  in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Wien  1887. 
Gerold  u.  Comp.    Stuttgart,  Julius  Maier.    118  S. 

Dieser  erste  Teil  umfasst  nur  die  Operationen  an  natllrliehen 
Zahlen,  und  zwar  mit  Einschluss  des  Potenzirens  und  Badicirens, 
mit  Ausschluss  des  Logarithmirens.  Bedeutung  und  Gebrauch  der  Ope- 
rations- und  Grössenbezeichnungen  werden  im  grössten  Umfange 
leichtfasslich,  kurz  und  correct  erklärt,  auch  die  geschiehtücheu 
Angaben  nebst    etymologischer   Erklärung    hinzugefügt     Formelle 
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Dedactionen  and  Beweise  werden  nicht  gefUirt,  Oberhaupt  die  logi- 
sche Tätigkeit  nicht  zum  Bewusstsein  gebracht  Doch  wird  die  Be- 
gründang jeder  Lehre  am  Beispiele  derart  dargetan,  dass  die  Allge- 
meingaltigkeit  vollkommen  einleuchtet  Erläatemngs-  und  Uebangs- 
beispiele  gibt  das  Boch  in  grosser  Anzahl.  Nach  allem  erzielt  es 
vollständige  Eenntinss  and  praktische  Fertigkeit  Anf  das  Stadium 
hat  es  in  keiner  Weise  hingearbeitet;  doch  stehen  die  dadurch  bei- 
gebrachten Begriffe  mit  der  Wissenschaft  im  besten  Einklang. 

H. 


Ke  Elemente  der  Geometiie  ftlr  den  Sdialmterricht  bearbeitet 
von  H.  Seeger,  Director  des  RealgymiiasiaHis  sa  Güstrow.  Mit 
sechs  flgarentafein.    Wismar  1867.    Hinatorf.    211  S. 

Die  Eigentümlichkeit  der  vom  Verfasser  gewählten  Lehrmethode 
gibt  sich  schon  in  der  Anordnung  des  Lehrstoffs  zu  erkennen.  Die 
Haaptabechnitte  sind  nämlich:  Die  geometrischen  Grnndgebilde  und 
ihre  elementaren  Eigenschaften;  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit; 
Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie;  Bruchstück  aus  der 
neueren  Geometrie;  6  Anhänge;  Aufgaben.  Zunächst  findet  man, 
dass  die  Lehre  von  der  Fiächengleichheit  im  Yerzeichniss  ganz  fehlt 
Anf  die  Congrnenz  folgt  sogleich  die  Aehnlichkeit ,  dann  die  rech- 
nende Geometrie.  Offenbar  ergeben  sich  manche  Sätze  über  Fiächen- 
gleichheit von  selbst  aus  der  Inhaltsrecbnung:  Dreiecke  von  gleicher 
Basis  und  Höhe  sind  gleich ,  weil  man  ihren  Inhalt  aus  beiden  be- 
rechnet Dass  indes  der  Verfasser  aus  diesem  Grunde  das  ganze 
Lehrgebiet  der  Verwandlung  der  Figuren  für  überflüssig  gehalten 
haben  sollte,  würde  kaum  glaublich  scheinen,  wenn  nicht  weitere 
Bestätigungen  hinzukämen.  Sehen  wir  erst  zu,  wie  mangelhaft  der 
Bechtfertigungsgrund  ist.  Dass  man  alle  elementaren  Arealrelatiouen 
oachMflich  aus  den  Inhaltaformehi  herleiten  kann,  aei  zagegeben. 
Uiniittelbar  evident  sind  danuu  die  wenigstens.  Soll  aber  dies  der 
dnzifje  Weg  sein,  auf  dem  der  Schüler  die  ersteren  kennen  lernt, 
so  entgeht  ihm  der  einfache  Zasammenhang,  in  welchen  die  con- 
stracliva  Synthesie  die  ganae  Beihe  von  Verwandlungseätzen  mit  der 
Congraenzlehre  bringt,  and  Grfleseabeziehaagen,  die  nach  einander 
dardi  leichte  Folgernngea  hervorgehen,  treten  auf  als  bedingt  durch 
die  Genauigkeit  der  Aasmessang»  deren  Theorie  wieder  basirt  werden 
mosete  auf  die  complicirte  Unterscheidnng  der  commensurabeln  und 
incommensorabeln  Linien;  überdies  entgehen  ihm  die  constructiven 
Verwandlangsaofgaben*  Liest  man  aber  die  Behandlungsweise  des 
Lehrstofls  vom  3.  Abschnitt  an,  so  kann  man  nicht  weiter  daran 
zweifeln,  dass  der  Verfasser  die  Fähigkeit  des  Gonstruirens  wirklich 
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f&r  nichts  achtet  und  das  Ausrechnen  allein  fOr  instractiy  hält  Denn 
mit  der  Einfühmng  der  Proportionen  (deren   Theorie  freilich  arith«* 
metische  Begründung  nicht  entbehren  kann)  wendet  sich  der  fernere 
Lehrgang  ganz  der  Arithmetik  zn.    Einmal  äussert  sich  auch  der 
Verfasser  in  Betreff  gewisser  S&tze  dahin ,  dass  man  sie  zwar  auch 
geometrisch  herleiten  könne,  aber  der  arithmetische  Weg   vorzu- 
ziehen sei;  ein  anderesmal ,  dass  die  Beweise   an  der  Figur  mühe- 
voller zu  lesen  seien,  weil  der  Blick  auf  zweierlei  sich  zu  richten 
gezwongen  werde.     Letztere  Bemerkang  ist  fcfwiss  antreffend ,  doch 
gerade   vom  geringsten  Belang  in  den  Elementen  der  Geonetrie. 
Da  alle  Messong  mit  einem  Fehler  behaftet  ist,  so  pfl^  die  ein- 
seitige   Bevorzngeng    metrischen    Verfahrens    mit  OeriitgichfttBQng 
ideeller  Strenge  verimnden  anfzotreten.    Es  ist  daher  hervoranliebeB, 
dess  das  Lelnrboch  ftber  die  Ferdeningen  ezacter  Logik  nidit  leiohtr 
fwtig  hinweg  geht;   nnr  zeigen  sich  dabei  einige  leicht  an  besei- 
tigende Mangel.    Bei  Begründung  d«r  Proportionslehre  wird  der  Fall 
der  Incommensurabilitit  eingehend  erOrtert,  «nd  die  strenge  Gültig- 
keit der  Oleichsetznng  irrationator,  nnr  dxxtck  OreeaenelnschlieBsmg 
zQ  deflnirender  Verhftltnissiahlen  wenigstens  anagesproehen.   Warum  * 
fehlt  aber  die  indireete  Schlnssf olgervig ,  welche  den  Salz  über  die 
Gienzeneinschliessnng  sofort  in  voller  Ailgemeinbeit  evident  macht? 
Ist  sie  zn  schwer  oder  zn  leicht  zn  versteten?    Von  selbst  versteht 
sie  sich  nicht,  denn  grosse  Mathematiker  sind  dann  vori>eigegangen 
ohne  sie  zu  finden;  wird  sie  aber  riditig  getthrt,  so  versteht  sie 
jeder  Anftnger.     Femer  ist  die  Begriflbbestimmnng  des  Winkels 
richtig  gegeben,  und  der  ParalMensatz,  zwar  nicht  als  Omndsati, 
sendsm  als  Lehrsatz  bezeichnet,  ohne  Versuch  eines  Beweises  ainf 
gestellt    Dagegen  hat  der  Verftsser  im  Anhang»  auf  den  er  Mer 
verweist,  einen  üslsdien  Beweis  von  Bertrand  rein  historisch,  ohne 
eignes  Urteil  anfsefUirt  md  durch  Kennnng  des  Antors  sich  selbst 
von  der  Verantwortlichkeit  frei  gemacht    Seine  eigne  Bemerkung  zu 
dem  Satze  sagt:   der  Beweis  könne  „ohne   Zuziehung  unendlicher 
Flächenräume^^  nicht  geführt  werden.    In  der  Tat  ist  dies  wahr,  der 
Satz,  kann   weder    ohne  noch  mit  Zuziehung  derselben  bewiesen 
werden.    Freilich  verleitet  der  Beisatz  ;zu  falscher  Meinung,  doch 
sind  Meinungen  nicht  Sache  mathematischer  Lehren.    Auch  die  im 
Anhang  vorgetragene  Methode  der  üntersnchnng  von  Linienverhftlt^ 
nissen  anf  Commensnrabilitftt  meidet  ftnsserst  umsichtig  den  im  221. 
litt  Bericht,  S.  6.  gerügten  Irrtum  eines  andern  Lehrbuchs  und  stellt 
die  Folgerungen  in  ezacter  Besehr&nknng  anf.   Ans  der  nenern  syn- 
thetischen Geometrie  sind  die  Lehren  von  den  harmonischen  Pnidi* 
ten,  harmonische  Strahlen,  Pol  und  Polare  am  Kreise,  t^otenzlinie 
zweier  Kreise  und  Kreisberühmngen  an%enommen.       Hoppe, 
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Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Yorstndien  für  die  analytische 
nnd  angewandte  Mechanik  nnd  für  die  mathematische  Physik  an 
Universitäten  nnd  technischen  Hochschulen  sowie  zum  Selbstunter- 
richt Ton  Dr.  Jos.  Finger,  o.  0.  Professorder  reinen  Mechanik 
an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  nnd  Docent  an  der  k.  k.  Uni- 
versität zu  Wien.  Mit  200  Holzschnitten.  Wien  1886.  Alfred 
Holder.    792  S. 

Die  2  Jahre  firther  erschienene  erste  Liderung  ist  im  [2.  litt 
Bericbt  8.  19.  besprochen.  Wie  daselbst  bereits  erwähnt,  ist  als 
oberste  Einteilung  gewählt  die  in  Mechanik  des  Punkts  und  des 
Punktsystems,  dann  erst  eine  jede  in  Statik  und  Dynamik.  Die 
Statik  des  Punktes  wird  erst  fftr  die  Ebene,  dann  fttr  den  Baum 
behandelt,  eine  Zerlegung  die  nicht  weiter  fortgeffthrt  wird,  und  die 
bei  analytischer  Methode  sich  wol  stets  als  uspraktiaeh  erweisen 
möehle.  Weiter  wird  die  Statik  des  Punktes  eingeteik  in  die 
des  fr^n  Punktes  uad  die  fir  feste  Fläche  oder  Linie.  Speciell 
kntpft  sidi  an  die  Statik  der  Schwere.  Die  Dynamik  des  Punktes 
wird  erst  ftkr  geradlinige,  dann  für  krummlinige  Bewegung  be- 
handelt Die  Statik  des  Punktoystems  beschränkt  sich  auf  die 
Kette,  d.  h.  auf  den  Fall,  wo  Spannungen  nur  zwischen  doi  der 
Reihe  naeh  folgenden  Punkten  stattfinden.  In  den  allgemeinen  Piin- 
cipien  der  Mediamir  wird  nachher  Statik  und  Dynamik  in  ununter- 
brochenem Nexus  behandelt,  also  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten nnd  Alembert'scfaes  Prindp  unmittelbar  einander  folgend  ent- 
wickelt Dann  geht  das  Buch  ansfilhrlich  auf  die  Mechanik  der 
starren  Kdrper  ein,  die  sich  in  eine  grössere  Anaahl  allgmneiner 
und  spedeller  Teile  scheidet  Den  Schluss  bilden  die  Prindpieii 
der  Hydromechanik.  Der  Anhang  enthält  die  zum  Verständniss  der 
Mechanik  notwendigen  mathematischen  Grundlagen.  H. 

Methodischer  Leitfaden  der  Physik  und  Chemie.  Fflr  höhere 
Töchterschulen,  Lehrerinnenseminarien  und  Fortbildungsanstalten. 
Bearbeitet  von  Dr.  Karl  Jansen,  Oberlehrer  am  Realgymnasium 
zu  Düsseldorf.     Freiburg  i.  Br.    1887.    Herder.    252  S. 

Das  Buch  ist  in  4  Gurse  geteilt  Von  diesen  umfasst  der  erste 
die  Wärme,  den  Magnetismus,  die  Beibungselektrioität  und  den  Gal- 
vanismus,  der  zweite  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Steile,  die 
Mechanik  der  festen,  der  flflssigen  und  der  gasförmigen  Körper,  der 
dritte  Wellen,  Schall  und  Licht,  der  vierte  ausgewählte  Teile  der 
Physik  und  die  Chemie,  eine  Anordnung  die  sich  der  Stufe  desYer- 
standesentwickelung  ansehtieest.  In  jedem  Gapitel  wird  eine  nu- 
merirte  Beihe  von  Gesetzen  aui^tellt,  auf  das  eine  und  andre  6e- 
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getz  folgen  eine  oder  mehrere  BeBtätigangen  durch  Beohachtongen 
ohne  oder  mit  Experiment,  letzteres  mit  Abbildong.  Die  Gesetze 
werden  grössten  Teils  nnr  von'  ihrer  qualitativen  Seite  aofgefasst, 
die  Quantität  kommt  nnr  vor,  wo  das  Gesetz  wesentlich  darin  be- 
steht, und  dann  auch  meistens  bloss  comparativ  ohne  bestimmte  An- 
gaben. Offenbar  bieten  der  erste  und  dritte  Cnrsus  hinreichend  viele 
qualitativ  charakteristische  Erscheinungen  dar  um  eine  Beschränkung 
auf  dieselben  zuzulassen.  H. 


Natnriehre  im  Anschluas  an  das  Lesebuch  von  Dr.  J,  Bu- 
mftller  und  Dr.  J.  Schuster.  Dlustrirte  Ausgabe,  neu  bearbeitet 
von  Dr.  Max  Wildermann,  Gymnasial-Oberlehrer.  Mit  106  Ab- 
bildungen.   Freiburg  L  Br.    1887.    Herder.    150  8. 

Das  Buch  flberliefert  in  leichtfasslichem,  beschreibendem  Vor- 
trage alle  Kenntnisse,  welche  Jeder  auf  der  Schule  erwerben  muss, 
um  sich  bei  dem,  was  er  wahrnimmt,  soweit  es  der  anorganischen 
Welt  angehört,  Aber  die  darin  enthaltenen  Vorgänge  und  deren  Zu- 
sammenhang deutliche  Bechenschaft  zu  geben.  Die  Abschnitte  sind 
der  Beihe  nach :  Bewegung  und  Gleichgewicht,  Schall^  Wärme,  Licht^ 
Magnetismus  und  Elektricität.  In  gewissem  ümfaiige  werden  auch 
die  technischen  Verwendungen  und  Vorrichtungen  beschrieben  und 
erklärt  Die  zwischen  dem  Text  stehenden  Abbildungen  sind  zur 
Orientirung  sehr  gttnstig  gewählt  H.  \ 


SammlnngeiL 

Beispiele  und  Aufgaben  zur  Algebra.  Für  Gymnasien,  Real- 
gymnasien, Bealschulen  und ^nm  Selbstunterricht  Von  Dr.  G^org 
Lauteschläger.  Zwölfte,  vielfach  vermehrte  Auflage  bearbeitet 
von  Dr.  Fr.  Graefe,  Professor.  Darmstadt  1887.  Arnold  Berg- 
strässer.    132  S. 

Als  Beispiele  sind  bezeichnet  zu  lösende  Gleichungen  1.,  2.,  S., 
4.  Grades  und  höherer  Grade,  bereits  im  Zeichen  gegeben,  deren 
bekannte  GrössMi  Specialzahlen  sind,  als  Au^ben  solche,  die  in 
Werten  aufgestellt  sind  und  vor  der  Lösung  in  Zeichen  umgesetzt 
werden  sollen.  Letztere >  die  den  2.  Teil  des  Buchs  l»lden,  führen 
auf  Gleichungen  1.,  2.  Grades,  diophantische  Gleichungen,  Pro- 
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gresrioneo.  Im  Anhang  steben  Aufgaben  Ar  die  Determinanten- 
lehre,  ht  13.  Auflage  sind  die  „Beispiele*'  sehr  Termehrt,  tmd  ist 
der  Anhang  binzogekommen.    Löanngen  sind  nicht  angegeben.* 

H. 


Dr.  Ernst  Eleinpaolsche  Anweisung  znm  praktischen  Beebnen 
Ein  methodisches  Handbuch  für  den  Unterricht  and  Selbstvnterricht 
im  Rechnen.  Fflnfte,  mngearbeitete  und  erweiterte  Auflage.  Von 
Dr.  F.  M orten s.    Bremen  1886.    H.  Heinsius.    546  S. 

Das  Buch  ist  eine  methodisch  geordnete  Sammlung  ¥on  Fragen 
und  Audgaben  sur  grOndlichen  Erlernung  und  Einttbnng  des  bOiger- 
Beben  Becbnens  filr  Kinder,  bei  denen  man  noch  keinen  Begriff  von 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Auch  der  vorausgeschickte  kldne  Auf- 
satz: „Allgemeine  Gesichtspunkte^^  —  welcher  vielleicht  mit  der  Be- 
zeichnung „Anweisung^'  auf  dem  Titel  gemeint  ist,  sofern  dem  Vor- 
wort zufolge  die  neue  Ausgabe  als  Anweisung  sich  von  dem  Bechen- 
buche  selbst  unterscheiden  soll,  ist  der  Hauptsache  nach  nur  Anf- 
zUilung  der  verschiedenen  Seiten ,  von  welchen  aus  der  Begriff  der 
Zahlen  und  Operationen  zur  Deutlichkeit  zu  bringen  ist,  welche  man 
aber  aus  der  Reihenfolge  der  Uebungen  schon  besser  und  vollstän- 
diger ersieht  Das  Buch  erscheint  in  3  Heften.  Das  erste  schreitet 
in  stufenweiser  Erweiterung  des  Zahlengebiets  bis  5,  10,  20,  100, 
1000  fort  und  fbgt  auf  letzter  Stufe  die  gemeinen  und  Decimal- 
brttche  hinzu.  Das  zweite  Heft  fibt  die  Operationen  an  unbenannten, 
dann  benannten  Zahlen,  dann  Brüchen,  das  dritte  die  bflrgerlichen 
und  kauÜD&nnischen  Rechnungsarten  ein.  H. 


Tabellen. 


vierstellige  logariÜimisch-trigonomeCrische  TafUn.  Von  Theodor 
Wittstein,  Dr.  phil.  und  Professor.  Zweite  Auflage.  Hannover 
1887.    Hahn.    90  8. 

Die  I.Tafel  giebt  auf  4  Seiten  die  Logarithmen  der  Zahlen  100 
bis  1899  aebit  Differenzen,  die  3te  auf  2  Seiton  die  Logarithmen 
der  Summen  und  Diffiarenzen  f&r  die  der  Zahlen,  die  3te  auf  2 
Seiten  die  trigonometrisehen  Functionen  f&r  die  ganzen  und  halben 
Grade,  die  4te  auf  6  Seiten  die  Logarithmen  derselben  durch  die 
Sechstel  Grade,  die  5te  auf  auf  3  Seiten  die  Antitogarithmen. 

& 
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Tafeln  zur  BerechnuBg  der  Mondphasen.  Zum  Ctobrauoh  beim 
Unterricht  in  der  mathematischen  (Geographie  entworfen  nnd  mit  er- 
klärendem Texte  heransgegeben  von  Ch.  Panlns,  Professor  am 
Obergymnasiam  in  Tflbingen.    Tübingen  1885.    Franz  Fnes.    73  8. 

Der  erklärende  Text,  welcher  den  Tafeln  voransgeht,  gibt  über 
die  gesamte  Berechnung  der  Phasen,  sowol  der  einzeln  gefragten, 
als  auch  ihrer  Tabellen,  in  Formeln  Anskanft,  so  dass  der,  welcher 
mit  der  Himmelsmechanik,  nicht  aber  mit  der  astronomischen  Praxis 
bekannt  ist,  über  die  Entwickelnngsmethode  daraus  Belehrung  ent- 
nehmen kann.  Die  Berechnung  ist,  u.  a.  durch  Annahme  des  julia- 
nischen Jahres,  vereinfacht,  nach  Aussage  des  Verfassers  gleichwol 
für  den  Zeitraum  von  800  vor  bis  2000  nach  Chr.  Geb.  bis  auf  1 
Minute  genau.  Werden  nun  auch  selten  Schulen  soviel  Sleit  er- 
übrigen können,  um  die  auf  29  Seiten  gegebene  Erklärung  zumYer- 
ständniss  zu  bringen,  so  wird  dieselbe  doch  einerseits  Autodidakten, 
die  den  Gegenstand  aus  eignem  Interesse  treiben,  gute  Dienste  tun, 
andrerseits  können  auch  Schüler,  ohne  sich  vorher  in  den  Zu- 
sammenhang vertieft  zu  haben,  bloss  nach  den  Tafeln  unter  Bei- 
hülfe des  Lehrers  Beispiele  rechnen.  Hierzu  ist  noch  eine  kurz 
ge&sste  Gebrauchsanweisung  gegeben.  Die  Berechnung  besteht  aus 
2  Teilen:  erst  wird  die  Zeit  der  mittleren,  dann  der  wahren  Phase 
berechnet }  hiemach  vrird  noch  untersucht,  ob  der  Neumond  und  der 
Vollmond  von  Verfinsterung  begleitet  ist  R 


Vermischte  Schriften, 

Bulletin  de  rAcad&me  Bojale  des  sdences,  des  lettres  et  des 
beaux-arts  de  Belgique.  55  —  57  annte,  ^^  sicie,  t.  IX— Xni. 
BruzeUes,  F.  Hayez. 

Mathematischen  Inhalts  sind  folgende  Artikel. 

P.  Mansion:  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate»  9.  ^ 
Ueber  eine  Form  des  Bestes  in  der  Taylor'schen  Formel  und  in  der 
YM  Ch.  Lagrange.  10.  —  Bestimmung  des  Bestes  in  der  Gauss'- 
sefaen  Quadratmformel.  11.  —  Ueber  das  letzte  Theorem  von  Fer- 
mat    18. 

Ch.  Lagrange:  Neue  Formel  filr  die  Entwickelnng  der  Func- 
tionen, insbesondere  der  Integrale.  9.  —  Lösung  des  allgemeinen 
Problems  von  Wronski  nnd  eines  andern  Problems  betrefiend  die 
Intonation  der  Differentialgleichungen.    10, 
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0.  LeiDAQ:  Note  betreffend  die  Untersachimg  der  Biegnngs- 
momente  und  Schwerkräfte  erzeugt  in  einem  Stabe ,  der  in  seinen 
Enden  unterstützt  ist  und  unter  dem  Einflüsse  einer  bewegten  Last 
sich  biegt    9. 

J.  Deruyts:  Ueber  gewisse  Beihenentwickelnngen.  (Bericht). 
9.  —  Deber  die  approximative  Berechnung  gewisser  bestimmten  Inte- 
grale. 11.  —  Ueber  eine  Ciasse  conjugirter  Vielecke  (Bericht).  12. 
—  Ueber  einige  Eigenschaften  der  Semiinvarianten.    13. 

J.  De  Tilly:  Ueber  die  Riccati'sche  Gleichung  und  ihre  dop- 
pelte Verallgemeinerung.    9. 

M.  da  Silva:    Ueber   eine  Frage  der  Theorie  der  elliptiscfaen 
Functionen.    10. 

£.  Catalan:  Aufgaben  unbestimmter  Analytik.  9.  —  Mathe- 
matische Belustigung.  9.  — -  Ueber  eine  Classe  von  Differential- 
gleichungen. 12.  —  Bemerkungen  über  gewisse  bestimmte  Integrale 
(Bericht).  13.  —  Ueber  eine  numerische  Tafel  und  ihre  Anwendung 
auf  gewisse  Transcendenten  (Bericht).  13.  —  Bemerkungen  Aber 
eine  trinomische  Gleichung.    13. 

Jamet:  Theorem  tlber  die  geodätischen  Linien  der  Botations- 
flächen. 

E.  Oestro:  Ueber  das  Studium  der  arithmettschen  B^ben- 
hdten  (Bericht).    11. 

G.  L.  Paige:  Ueber  die  Anzahl  der  Gruppen,  welche  höhere 
Involutionen  auf  demselben  Trflger  gemein  haben.  11.  —  Ueber  die 
Homographien  in  der  Ebene.  12.  —  Untersuchungen  Aber  das  Pen- 
taeder.   13. 

Physikalischen  Inhalts  sind  folgende. 

Hirn:  ExperimeHteUe  und  analytische  Untersuchungen  Aber  die 
Gesetze  des  Ausflusses  und  des  Stoffes  der  Gase  in  Function  der 
Tempesatur  (Bericht).  9.  —  Die  moderne  Kinetik  und  der  Dyna- 
mismus  der  Zukunft  (Bericht).    12. 

G6rard,  Van  Weddingen  und  Jacquet:  3  Mitteilnngen  rar 
Verbesserung  der  Aerostaten  (Bericht).    9. 

P.  De  Heen:  Ueber  die  Spannung  der  gesättigten  Dämpfe. 
Hodificationeu  anzubringen  am  Gesetz  von  Dalton.  9.  *—  Bestim- 
mung des  Compressibilitätscoefficienten  einiger  Flflsaigkeiten  nnd 
Variationen  dieser  Grösse  mit  der  Temperatur.  Theoretisches  Oe- 
aeta  der  Variationen  jenes  Goelftdenten.  9.  — -  Bestimmung  einer 
empirischen  Relation  zwischen  der  Dampfspannung  und  dem  Ooeifi- 
deuten  der  ianem  Reibung  der  Flflssigkeiten.  10.  —  Note  in  Be- 
treff einer  Arbeit  von  Robert  Schiff  ttber  die  speeifische  Wärme  der 
Flüssigkeiten.  12.  —  Bestimmung  der  Variationen  des  Coeffidenten 
der  Innern  Reibung  der  Flflssigkeiten  mit  der  Ten^eratnr.    Theore- 
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tische  BetrachiuDgeD,  welche  aas  der  Beobachtong  dieser  Grösse 
fliessen.  BestimmaDg  einer  theoretischen  Formel,,  welche  die  elasti- 
schen Kr&fte  der  ges&ttigten  Dämpfe  in  Function  der  Temperatur 
aasdrückt  11.  —  Kote  betreffend  das  Gesetz  der  Aasdehnbarkeit 
der  Flüssigkeiten.    11. 

G.  Van  der  Mensbrngghe:  Yersach  über  die  mechanische 
Theorie  der  Oberflftchenspannang,  der  Yerdampfang  der  Flüssig- 
keiten. 9.  —  Ueber  die  NichtStabilität  des  Gleichgewichts  derOber- 
flächenschicht  einer  Flüssigkeit.  11.  12.  -—  Geber  einige  merkwürdige 
WirlLongen  der  Molecnlarkräfte  bei  Berührnng  eines  festen  Körpers 
nnd  einer  Flüssigkeit 

RYan  Anbei:  Experimentelle  üntersnchnngen  über  den  Ein- 
floBB  des  Magnetismus  auf  die  Polarisation  in  elektrischen  Medien. 
10.  12.  —  Transparenz  des  Platins.    11. 

P.  Stroobant:  Nene  Untersuchungen  über  die  scheinbare  Yer- 
grösserung  der  Gesüme,  der  Sonne  und  des  Mondes  am  Horizont  10 

£.  Girard;  Anwendung  des  Telephons  bei  Untersuchung  der 
Yerrückung  der  elektrischen  Linien.    11.  H. 

Annuaire  de  l'Acad^mie  Boyale  des  sdences,  des  lettres  et  des 
beaux-arts  de  Belgique.  1886.  1887.  Cinquante-troisiime  annto. 
Bruxelles,  F.  Hayez. 

Das  Anuaire  enthält  ausser  dem  Kalender  Geschichte  und  Jahres^ 
bericht,  Statuten,  Organisation  und  Eigentum  der  Akademie,  erteilte 
und  ausgeschriebene  Preise  und  Biographien.  H. 


Annales  de  la  Facult6  des  sdences  de  Toulouse  pour  les  Sci- 
ences math^matiques  et  les  sciences  pbysiques»  publitos  par  nn  co- 
mit6  de  'r^daction  compo86  des  professeurs  de  mathimaques,  de 
physique  et  de  chimie  de  la  Facult^,  sous  les  auspices  dunMinisttee 
de  rinstruction  publique  et  de  la  Muniüpaliti  de  Toulouse,  ayec  le 
concours  des  Gonseils  g^n^raux  de  la  Hante-Garonne  et  des  Hautes- 
Pyr6n6es.    Tome  I.    Ann6e  1887.    Paris,  Gauthier-Yillars. 

Diese  neue  Zeitschrift  publicirt  mathematische  und  physikalische 
Abhandlungen,  grösstenteils  verfasst  von  gegenwärtigen  und  früheren 
Professoren  der  Facultät,  und  gibt  zum  Schluss  ein  sachlich  ein- 
geteiltes biliographischesYerzeichniss  beginnend  mit  dem  Jahre  1858. 
Der  erste  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

E.  Picard:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  und  die 
algebraischen  Transformationsgruppen. 

P.  Appell:  Ueber  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  und  nicht 
dehnbaren  Fadens. 
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E.  GoorsAt:  lieber  ein  Problem  besflglich  anf  Gonren  dop- 
pelter Krammang. 

G.  Koenigs:  üeber  die  Form  der  Carven  constanter  Spannnng. 
—  lieber  die  Carven,  deren  Tangenten  einem  linearen  Complex 
angehören.  —  Ueber  die  Anwendung  gewisser  quadratischer  Formen 
in  der  Geometrie. 

P.  Garbe:  Experimentelle  Untersachnngen  Aber  die  Strahlnng. 

H.  Andoyer:  Beitrag  zur  Theorie  der  intermediären  Bahnen. 

M.  Brillonin:  Fragen  der  Hydrodynamik.  H. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  10.  Mit  Inhaltsverzeichniss  der  Bftnde  1—10.  Stock- 
holm 1887.  F.  0.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann. 

Der  10.  Band  enthUt  folgende  Abhandiaogen. 

J.  Hack 8:  Ueber  Snmmen  von  grOssten  Ganzen. 

M.  A.  Stern:  (leber  den  Wert  einiger  Beihen,  welehe  von  der 
Function  E{x)  abhangen. 

E.  Schwering:  Ueber  gewisse  trinomische  complexe  Zahlen. 

M.  Lerch:  Ein  Satz  der  Reihentheorie. 

G.  Eobb:  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punkts  auf 
einer  Rotationsfläche. 

E.  Bohlin:  Ueber  die  Bedeutung  des  Prindps  der  lebendigen 
Eraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme 

B.  Lipschitz:  Zur  Theorie  der  krummen  Obei^ächen.  —  Be- 
weis eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Substitutionen. 

H.  Dobriner:  Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphäri- 
scher Erdmmungslinien. 

8.  Pincherle:  Ueber  gewisse  durch  bestimmte  Integrale  dar- 
gestellte fnnctionale  Operationen. 

0.  Staude:  Ueber  eine  Gattung  transcendenter  Baumcoordi- 
naten. 

L.  Lecornu:  Ueber  die  Flächen,  welche  dieselben  Symmetrie- 
ebenen besitzen  wie  eins  der  regelmässigen  Polyeder. 

G.  Humbert:  Ueber  die  algebraishen  Integrale  der  algebni- 
schoB  Differentiale. 

T.  J.  Stieltjes:  Tafel  der  Werte  der  Summen  A  —  In-^. 

J.  Weingarten:  Zur  Theorie  des  Flächenpotentials. 

H.  Poincar6:  Bemerkungea  über  die  irregulären  Integrale  der 
linearen  Gleichungen. 

G.  Eoenigs:  Ueber  eineClasse  von  Formen  von  Differentialen 
und  über  die  Theorie  der  Systeme  von  Elementen. 

£.  A.  Stenberg:  Ueber  einen  Specialfall  der  Lami'schen  Dif- 
ferentialgleichung. H. 
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Litterarischer  Bericht 

XXIIL 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Carso  de  analyse  infinitesimal.  Por  F.  Gomes  Teixeira, 
Director  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  professor  na  mesma 
Academia,  antigo  professor  na  Universidade  de  Coimbra,  socio  cor- 
respondente  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa,  etc.  (Cal- 
cnlo  differencial).    Porto  1887.    Typographia  Occidental.    356  S. 

Augenscheinlich  ist  das  Bach  zunächst  für  die  Vorlesnngen  des 
Verfassers  an  der  polytechnischen  Akademie  in  Oporto  bestimmt  und 
erwirbt  sich  das  Verdienst  die  Eenntuiss  der  Differentialrechnung  in 
Portugal  namentlich  unter  den  Technikern  zu  verbreiten.  Es  be- 
bandelt in  der  Einleitung  die  Theorie  der  Imaginären,  der  Summen 
und  Producte  unendlicher  Reihen,  der  EettenbrUche  und  der  Func- 
tionen, dann  der  Reibe  nach  die  Begriffe  der  Grenzen  und  Stetig- 
keit, die  Differentiation  der  Functionsclassen,  Anwendungen  auf  Curven 
und  Flächen,  höhere  Differentialqnotienten,  den  Taylor'schen  Satz 
mit  Anwendungen,  u.  a.  auf  Maxima  und  Minima,  geometrische  An- 
wendungen desselben,  Functionen  in  Reihen  dargestellt  und  Func- 
tionen von  Imaginären.  Die  Einleitung  erklärt  und  erörtet  die- 
jenigen Grundbegriffe,  welche  beiUebergang  von  der  niedern  Algebra 
zur  Analysis  hinzukommen.  Die  Art  wie  dies  geschieht  entzieht 
sich  unserer  Benrteilupg,  da  es  uns  nicht  wol  begreiflich  scheint, 
wie  jene  Begriffe,  namentlich  der  der  Irrationalzahlen,  durch  das 
Beigebrachte  zum  Verständniss  gelangen  können.  Wir  müssen  eben 
zu  dem  Verfasser  das  Vertrauen  haben,  dass  er  den  Bildungsgang 

AiclL  d.  Math.  n.  Flija.    a.  Beihe,    TeU  YI.  3 
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der  Portugiesen  besser  kennt  nnd  die  Yerantwortong  dafOr  aof  sich 
nehmen  kann,  dass  seine  Methode  für  seine  Zahörer  die  angemessene 
ist  Der  eigentliche  Garsus  ist  davon  unabhängig  nnd  ohne  Be- 
zugnahme darauf;  er  ist  auf  Uebermitteiung  des  heutigen  Stand- 
punktes der  Theorie  und  besonders  auf  ausübende  Praxis  gerichtet, 
der  Vortrag  leicht  verst&ndlich.  H. 


Gmndriss  der  Differential-  und  Integral-Rechnung.  I.  Theil: 
Differential-Rechnung.  Von  M.  Stege  mann,  Dr.  phil.,  weil.  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Fünfte,  voll- 
ständig umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  mit  66  Figuren  im 
Texte  herausgegeben  von  Dr.  Lndwig  Kiepert,  Professor  der 
Mathematik  an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover  Hannover 
1888.    Helwing.    465  8. 

Das  Buch  gehört  zu  deigenigen  Lehrbüchern,  welche  dem  An- 
fänger das  Lernen  leicht  machen  wollen,  in  der  Tat  aber  es  ihm 
nur  leicht  machen  nicht  zu  lernen,  viel  zu  treiben  ohne  darüber 
ins  Klare  zu  kommen.  Der  Bearbeiter  sagt  zwar,  dass  er  zahlreiche 
Irrtümer,  die  sich  in  den  früheren  Auflagen  befinden,  richtig  zu 
stellen  hatte.  Oleichwol  ist  der  bekannte  elementare  Fehler  unbe- 
rechtigter Umkehrung  stehen  geblieben.  Gleiches  kann  man  für 
Gleiches  setzen,  aber  nicht  umgekehrt:  Grössen  sind  darum  nicht 
gleich,  weil  ihre  Substitution  ein  Resultat  nicht  ändert.  Dem  ent- 
gegen wird  hier  der  Satz  aufgestellt:  endliche  Grössen  würden  durch 
Addition  unendlich  kleiner  nicht  geändert,  und  zwar  geht  zur  Be- 
gründung nichts  voraus  als  eine  kurze  Erörterung  des  Begriffs  des 
Grenzwerts,  so  dass  die  Behauptung  sich  bloss  auf  den  Schluss  von 
lim(a;-|-€)  «lim«  auf  X'\-t=^x  stützt.  Der  Fehler  ist  kein  vor- 
übergehender., der  sich  im  Fortgang  ausgliche;  nein,  in  ebenso 
sorgloser  Weise  geht  es  weiter.  Die  ganze  Theorie  der  Unendiichen 
wird  durch  ausweichenden,  schiefen  Ausdruck  in  ein  für  den  An- 
fänger undurchdringliches  Dunkel  gehüllt.  Gleich  anfangs  wird  auf- 
gestellt, eine  veränderliche  Grösse  werde  unendlich  klein,  unendlich 
gross,  wenn  sie  sich  der  Grenze  0  nähere,  bzhw.  grösser  als  jede 
beliebige  Grösse  werde.  Hiernach  würde  offenbar  die  Grösse  erst 
dann  unendlich  klein,  unendlich  gross  sein,  wenn  die  Grenze  0  er- 
reicht, bzhw.  alle  Grenzen  überschritten  wären,  d.  h.  es  würde  sich 
ergeben:  unendlich  'kleine  Grössen  (die  nicht  null)  und  unendlich 
grosse  sind  überhaupt  undenkbar.  Der  Anfänger  wird  also  sogleich 
in  die  alte  Sackgasse  geführt,  in  welcher  ihm  nichts  übrig  bleibt  als 
auf  Selbstdenkeu  und  Verstehen  der  Theorie  zu  verzichten  und  die 
Schlüsse  des  Lehrers  nachzuahmen.    Dass  wirklich  der  Verfasser  den 
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Begriff  des  Unendlichen  in  das  Jenseit  alles  Denkens  verlegt,  be* 
statigt  überdies  die  Hiozufügung ,  dass  die  Bezeichnang  der  Ideinen 
(grossen)  Grössen,  mit  denen  wir  reebnen,  als  anendlich  klein  (gross) 
ein  abgekürzter  Aosdmck  sei,  bei  dem  man  den  fraglichen  Denk- 
process  als  nachfolgend  im  Bewnsstsein  zn  halten  habe.  Von  jenem 
endlosen  Denkprocess  weiss  die  analytische  Praxis  nichts;  jene  Be- 
griffe sind  hier  in  gleichem  Falle  mit  denen  der  Elementarmathe- 
matik. Es  ist  klar,  dass  ein  einzelnes  Dreieck  ein  allgemeines  Drei- 
eck repräsentirt,  bloss  weil  keine  Besonderheit  aufgestellt  ist.  Ebenso 
reprftsentiren  auch  irgend  wieviele  TeUbogen  einer  Gnrve  nebst 
Sehnen,  solange  die  Zahl  und  Kleinheit  nicht  festgesetzt  ist,  jede 
Zahl  und  Kleinheit.  In  dieser  Eigenschaft,  also  vermöge  der  blossen 
Nichtbestimmung ,  ist  und  heisst  (nicht  symbolisch  oder  abgekürzt, 
sondern  im  einfachen  eigentlichen  Sinne)  die  Zahl  unendlich  gross, 
der  Teilbogen  nebst  Sehne  unendlich  klein,  und  durch  einen  be- 
kannten indirecten  Schluss  (in  welchem  von  fortgesetzter  Teilung 
gar  nicht  die  Rede  ist)  beweist  man  die  genaue  Richtigkeit  der 
Quadratur-  oder  Rectificationsformel.  Gerade  der  Satz  aber,  welcher 
diese  Schlussweise  lehrt,  gerade  das  Fundamentalprincip  der  Infinite- 
simaltheorie fehlt  in  Stegemann*s  Differentialrechnung  und  ist  auch 
vom  Bearbeiter  nicht  ergänzt.  Nach  dessen  Darstellung  muss  der 
Leser  glauben,  die  Formel  werde  erst  genau,  sobald  das  Ziel  der 
Yeränderung  erreicht  sei,  sobald  das  Polygon  mit  der  Curve  zusam- 
men&llt,  also  nie,  weil  das  nie  geschieht.  Durch  Aufweisung  der 
genannten  Fehler  ist  wol  zur  Genüge  gezeigt ,  dass  die  Grundlegung 
der  gesamten  hier  behandelten  Theorie  eine  sehr  mangelhafte  ist. 
Die  Lehrmethode  steht  noch  auf  einem  überwundenen  Standpunkt. 
Dafür  ist  es  keine  Entschuldigung,  dass  das  Buch  für  Techniker  be- 
stimmt ist,  die  kein  intensives  Studium  beabsichtigen.  Denn  die 
exacten  Principien  der  Infinitesimaltheörie  sind  weit  einfacher  als  die 
hier  gegebenen  Erklärungen,  welche  um  die  Sache  herumgehen  ohne 
den  rechten  Punkt  zu  treffen.  Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  ge- 
wöhnliche: ausser  der  Differentiation  der  Functionen  wird  behandelt 
der  Taylor'sche  Satz,  die  Maxima  und  Minima,  Bestimmung  von 
Functionswerten  durch  die  Stetigkeit,  unendliche  Reihen,  Anwen- 
dungen auf  Curven  und  krumme  Flächen,  Theorie  der  complexen 
Grössen.    Zu  jedem  Thema  sind  Uebungsaufgaben  gestellt. 

Hoppe. 

R^sum^  du  cours  d'analyse  infinitesimale  de  Tuniversit^  de  Gand. 
Pai  P.  Mansion,  Professeur  ordinaire  k  Tuniversite  de  Gand, 
Gorr  'spondant  de  TAcad^mie  Royale  de  Belgique,  de  la  Soci6t6  Roy- 
ale dos  Sciences  de  Li6ge  et  de  la  Soci6t£  Math6matique  d'Amster- 
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dam.    Gajciü  difföreatiel  et  principes  de  calcal  integral.    Paris  1M7. 
Gaotbler-Vülars.    300  8. 

Das  Vorliegende  ist  der  Inhalt  der  Yorlesangen  des  Verfassers; 
es  lehrt  dje  Principien  der  Theorie  der  elementaren  Functionen-, 
andere  als  die  in  den  Elementen  vorkommenden  Functionen  sind 
also  ausgeschlossen;  dagegen  werden  die  unabhängigen  Variabein 
allgemein  als  complex  aufgefasst,  ohne  Anwendung  jedoch  der  krumm- 
linigen Integrale  von  Cauchy,  ausgehend  von  der  Definition  ey*==: 
cosy +  »siny;  «'  =  e*  6^»,  wo  «  =  sr+y».  Der  Beweis  für  die  Begel 
der  Derivatiou  der  zusammgesetzten  Functionen  wird  aus  den  be- 
sondern Regeln  bezOglich  auf  Summen,  Producte  und  Exponential- 
fnnctionen  abgeleitet,  ebenso  für  den  Satz  der  Inversion  der  Deri- 
vationen ohne  Becurs  an  ein  Postulat.  Hieraus  Hessen  sich  die  ge- 
samten Formeln  der  Differentialgleichung  in  gleicher  Allgemeinheit 
begranden.  Die  Abschnitte  des  Buchs  sind:  Einleitung,  fundamentale 
Eigenschaften  der  Derivirten,  Integrale  und  Beihen,  Differentiation, 
Eigenschafton  der  Functionen,  Anhang,  ergänzende  Noten.  Die  zwei 
letzten  sind  wegen  der  kurzen  Fassung  der  zwei  ersten  Abschnitte 
hinzugefügt.  Die  drei  ersten  Capitel  des  Anhangs  enthalten  eine 
historische  Skizze  der  Fortschritte  der  Analysis  des  Unendlichen, 
die  Uebersetzung  der  ersten  Artikel  von  Leibniz  und  Newton  über 
die  Differentialgleichung  und  eine  Notiz  über  die  verschiedenen  Auf- 
fassungsweisen  der  Theorie  der  Unendlichkleinen  von  Kepler  bis 
Cauchy,  worin  der  Verfasser  bewiesen  zu  haben  glaubt,  dass  schon 
Leibniz  und  Newton  die  Infinitesimalrechnung  so  verstanden  haben 
wie  150  Jahre  später  Cauchy.  Die  zwei  folgenden  Capitel  beweisen 
das  Fundamen talprincip  der  Grenzmethode:  Eine  beständig  wachsende 
Variable  hat  einen  endlichen  oder  „unendlichen  Grenzwert'S  Die 
Theorie  der  Grenzwerte  ist  schon  vorher  behandelt.  Ein  Capitel 
handelt  vom  Princip  der  Substitution  Uncudlichkleiner  mit  neuer 
Begründung  namentlich  in  Anwendung  auf  Bectification,  Quadratur, 
Kubatur.  In  einem  Capitel  aber  die  fundamentalen  Eigenschaften 
der  Derivirten  und  den  Zusammenhang  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung wird  der  Satz  bewiesen,  dass  Functionen  vOn  gleicher 
Derivirter  constante  Differenz  haben,  und  die  Weierstrass'sche  Func- 
tion ohne  Differential  besprochen.  Bei  Abfassung  des  Buchs  erklärt 
der  Verfasser  die  Lehrbücher  von  Schaar,  Catalan,  Gilbert,  Cauchy, 
Duhamel,  Lipschitz  und  Schriften  von  Genocchi,  Peano  und  Darboux 
zu  Bäte  gezogen  zu  haben.  H. 


Die  Determinanten  in   genetischer  Behandlung  zur  EinilLhniiig 
für  Anfänger.    Von  Adolf  Sickenberger,  Professor  am  k.  Maxi- 
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ttUiansgyninwiam  m  Mflnchen.     Zweiter  Abdruck.     MünoheB  1887. 
Theodor  Ackermann.    80  S. 

Die  Schrift  hat  zwei  verschiedene  Bestimmiingen ,  die  der  Yer- 
£EMser  mit  grossem  Oesehick  zur  Deckung  zu  bringen  bemüht  ist, 
die  wir  aber  der  Beorteilang  wegen  ans  einander  halten  müssen. 
Der  Titel  bestimmt  sie  zur  EinfOhmng  für  Anfänger.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aas  betrachtet  würden  pädagogische  Mängel  das  Vor- 
treffliche ganz  in  Schatten  stellen.  Aber  das  Vorwort  selbst  stellt 
diesen  Zweck  in  zweite  Linie;  es  geht  von  einer  formell  analytischen 
Untersuchung  aus,  deren  Gktng  durch  ihr  Ziel  schon  vorgezeichnet 
ist,  und  fügt  nur  zum  Schluss  die  Aeusserung  bei,  dass  derselbe  Lehr- 
gang auch  für  einen  strebsamen  Schüler  eines  Oymnasiums  verständ- 
lidi  und  nutzbringend  sein  solle.  Die  Ausführung  zeigt  folgenden 
Grundgedanken.  Durch  die  B^zont'sche  Methode  der  Auflösung  hin- 
reichender Systeme  linearer  Gleichungen  wird  jede  Lösung  sogleich 
als  homogene  lineare  Function  der  bekannten  Glieder  dargestellt.  Die 
Goeffieienten  stehen  im  Verhftltniss  von  Unterdeterminanten.  Betrachtet 
man  also  die  Theorie  der  Glcichungssysteme  für  »Gesuchte  als  bekannt, 
so  bietet  sich  hierin  ein  Uebergang  zur  Theorie  für  n+1  Gesuchte. 
Demgemfts;»  wird  hier  nach  einander  die  Theorie  für  2,  dann  3,  dann 
beliebig  viele  Gesuchte  entwickelt  und  dabei  einige  Eigenschaften 
der  Determinanten  hergeleitet.  Um  dies  indes  in  Ausführaog  zu 
bringen,  waren  gar  manche  Discusstonen  und  Beweise  in  Betreff 
der  Identitäten,  der  Vorzeichen  etc.  nötig.  Alle  Deductionen  sind 
mit  ansgezei^neter  Klarheit  und  Präcision  vorgetragen  und  zeugen 
von  ungemeiner  Beherrschung  des  Stoffes.  Fragen  wir  nun,  abge- 
sehe»  vom  didaktischen  Zwecke^  nach  Wert  und  Bedeutung  des  Ge- 
leisteten, so  kann  man  unt^  der  genetischen  Behandlung,  wie  es  der 
Titel  Kennt,  wol  nar  jene  recurrente  DarsteUung  vwstehen,  (tie  statt 
der  gewöhnliehen  independenten  Form  der  Entwickelung  der  Deter- 
minantenlehre  gegeben  worden  ist.  Im  allgemeinen  pflegt  man  der 
indep^draten  Form  vor  der  recurrenten  den  Vorzug  zu  geben;  im 
vorliegenden  Falle  verdient  sie  den  Vorzug  ganz  besonders:  die 
Rechnung  mit  ganzen  Determinanten  ist  elegant  und  durchßchau- 
lich>  mit  Zerlegung  schwerfUlig  und  mit  allerhand  Umständl^chkeiton 
verknüpft;  j^<^^  Zerlegung  annullirt  teilweise^  was  durch  die  Deter- 
minante erreicht  war.  Von  dieser  Seite  aus  betrachtet  lässt  also 
die  veränderte  Behandlungsweise  nur  einen  Rückschritt  erkennen. 
Was  aber  nicht  auf  dem  Titel  steht,  der  Aufbau  der  Determinanten- 
theorie aal '^  Ba^  der  TbCNorie  der  Glei6lilöngSöystimie;iMei^uigstens 
eine,  wenn  auch  willkürlich  selbst  gewählte,  durch  nichts  geforderte, 
doch  originelle  Aufgabe  gegenüber  der  gewöhnlichen,  combinatori- 
sehen  Beg^nfdung,  welcher  die  Lösung  der  Gieichungssysteme  als 
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Anwendung  nachfolgt.  Die  Aasfahmng  bat  gezeigt,  welche  Fragen 
dabei  zn  bebandeln  sind.  Hierin  allein  ist  die  eigentliche  Leistung 
der  Arbeit  zn  sehen;  das  snccessive  Aufsteigen  war  der  Weg,  auf 
dem  der  Verfasser  dazu  gelangte,  vielleicht  der  einzige  mögliche,  wo 
nicht,  wol  kaum  der  empfehlenswerte.  Was  nun  die  Verwendung 
der  Methode  zur  Einführung  der  Anfänger  betrifft,  so  ist  in  vorlie- 
gender Bearbeitung  die  Kenntniss  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen nach  irgend  einem  Verfahren  vorausgesetzt,  das  Ordnungs- 
princip  im  Ausdruck  der  Lösungen  hingegen  soll  eben  erlernt  wer- 
den. Der  Lehrgang  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  am  System 
zweier  Gleichungen,  deren  Zweck  dem  Schfller  verborgen  bleibt.  Im 
Fortschritt  zum  Systeme  dreier  Gleichungen  würde  »r  den  Zweck 
ahnen,  wenn  die  Beobachtungen  analoge  wären.  Allein  hier  wird 
erst  nach  Beductionen  und  Discussionen  das  Ziel  erreicht  flberhanpt 
die  analoge  Form  herzustellen,  deren  Uebereinstimmung  der  Schfller, 
dem  die  Idee  der  Anordnung  fremd  ist,  nicht  wahrnimmt.  Er  hat  also 
wiederum  keine  Aufklärung  erhalten,  muss  Schritt  für  Schritt  dem 
Vortrage  receptiv  folgen  und  hat  für  den  weitern  Fortschritt 
nur  den  Blick  auf  unabsehbar  ausgedehnte  Discussionen.,  die  bei  4 
und  5  Gleichungen  bevorstehen.  Ist  endlich  nach  andauernder  Auf- 
merksamkeit das  Ziel  erreicht,  so  kann  er  gewisse  Eigenschaften  der 
Determinanten  registriren,  ist  aber  in  deren  Gebrauch  zn  den 
einÜBtchen  weitreichenden  Schlüssen  noch  immer  nicht  eingeweiht  und 
wird  sich  bei  Anwendung  mit  Zerlegung  in  Unterdeterminanten  be- 
helfen.  Wenn  man  weiss,  wie  leicht  —  freilich  erst  bei  einiger  Ver- 
trautheit der  Schfller  mit  den  Elementen  der  Combinatorik  und  mit 
Substitutionen  —  sich  sämtliche  Hauptsätze  der  Determinantenlehre 
ohne  alle  Deductionsketten  durch  directe  Schlflsse  entwickeln  lassen, 
so  muss  es  als  eine  unbillige  Zumutung  erscheinen,  dass  sie  sich 
erst  durch  alle  Schwierigkeiten  des  successiven  Aufeteigens  hindurch- 
arbeiten sollen.  Andere  Autoren  haben  bei  Bearbeitung  der  Deter- 
minantenlehre für  den  Schnlgebrauch  den  gleichen  Ausgangspunkt 
wie  in  dieser  Schrift  gewählt,  verbanden  aber  damit  die  Bestimmung 
für  die  Mittelclassen  der  Gymnasien,  um  die  Schfller  der  Algebra 
schon  am  Gewinne  teilnehmen  zu  lassen,  ein  Gewinn  der  für  sie 
offenbar  ganz  illusorisch  ist  Der  Verfasser  hat  nach  allem  nur  die 
höchste  Classe  im  Sinne.  Hoppe. 


Allgemeine  Untersuchungen  Aber  die  unendliche  Reihe 


Digitized  by 


Google 


LäUnurUeher  Beridii  XXJU.  33 

Von  Carl  Friedrich  Gauss.  Mit  Einschluss  der  nachgelassenen 
Fortsetzung  ans  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Dr.  Heinrich 
Simon.    Berlin  1888.    Julius  Springer.    86  S. 

Diese  bei  ihrer  Kürze  so  reichhaltige  Arbeit,  deren  Inhalt  als 
wesentlicher  Teil  jedes  Lehrcnrsus  über  bestimmte  Integrale  allge- 
mein bekannt  ist ,  von  der  vor  nicht  langer  Zeit  nur  wenige  Exem- 
plare existirten,  bis  sie  in  der  Gesamtausgabe  der  Werke  wieder- 
erschien, ist  nun,  weniger  durch  die  Verdeutschung,  deren  das  Oauss'- 
sche  Latein  kaum  bedarf,  als  durch  die  gesonderte  Ausgabe,  dem 
Gebrauche  des  Einzelnen  näher  gerückt,  was  gewiss  dem  Wunsche 
Vieler  entspricht.  Dem  historischen  Interesse  hat  der  (Jebersetzcr 
einerseits  durch  treue  Wiedergabe,  andrerseits  durch  Sonderung  des- 
jenigen Teiles,  welcher  als  Fortsetzung  aus  dem  Nachlass  aufgenom- 
men ist,  Rechnung  getragen  und  am  Schlüsse  des  Ganzen  Anmer- 
kungen litterarischen,  historischen  und  erklärenden  Inhalts  hinzu- 
gefügt Die  Fortsetzung  enthält  die  Entwickelung  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung 2.  Ordnung,  welcher  die  Ganss'sche  Function  F 
genügt  H. 

lieber  zwei  universelle  Verallgemeinerungen  der  algebraischen 
Grundoperationen.  Von  Dr.  Oskar  Simony,  a.  o.  Professor 
an  der  Wiener  Hochschule  fQr  Bodencultur.  Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wissensch.    XCL    Febr.  1885. 

Das  Vorliegende  ist  ein  neuer  Versuch,  imaginäre  Zahlen  von 
höherer  als  zweifacher  Mannichfaltigkeit 

in  die  Rechnung  einzuführen.  Die  Begriffe  der  Operationen,  von 
denen  Addition,  Maltiplication  und  Potenzirung  in  Betracht  gezogen 
werden,  werden  durch  Forderungen  bestimmt,  so  dass  deren  Ver- 
mehrung und  Weglassang  Verengung  und  Erweiterung  des  Begriffs 
bedeuten.  In  der  Wahl  der  Anordnung  leitet  die  Analogie;  Not- 
wendigkeit wird  nicht  beansprucht.  Es  ergibt  sich,  dass  die  Goef- 
ficienten  des  Resultates  jeder  Operation  immer  erst  nach  Hinzu- 
fflgnng  weiterer  beschränkender  Bedingungen  vollständig  bestimmt 
werden  können.  Durch  eine  geometrische  Charakterisimng  soll  dann 
die  Unbestimmtheit  gehoben  werden.  Dies  führt  zur  zweiten  Ver- 
allgemeinemng.    Auf  das  Nähere  einzugehen  würde  zn  weit  führen. 

H. 
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Geometrie. 

Coors  de  g^om^trie  de  la  Facultö  des  Sciences.  Legons  sur  la 
throne  g^Q^rale  des  snrfiEtces  et  las  applications  g^om^triqnes  da 
calcul  infinit^simaL  Far  Gaston  Darbonx,  Membre  de  Tlnstitat, 
Professear  4  la  Facalt6  des  Sciences.  Premixe  partie.  G^n^ralitös. 
Coordonn^  curvilignes.  Sorfaces  minima.  Paris  1887.  Ganthier- 
Villars.    513  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Theorie  der  Cnrven  and  FIftchen  in 
analytisch  kinematischer  Anffassnng ,  and  gehört  hiernach  der  znr 
Zeit  noch  am  wenigsten  vertretenen  Classe  geometrischer  Arbeiten 
an,  die  sich  in  wesentlichem  Gegensatze  gegen  zwei  gegenwärtig  weit 
mehr  im  Yordergrande  stehenden  Classen,  den  synthetischen  and 
algebraischen,  d.  h.  die  Gebilde  als  Constrnction  primitiv  gegebener 
Gleichnngen  betrachtenden,  befindet  and  ihre  verdiente  Beachtaog 
neben  jenen  za  erringen  hat.  Der  kinematische  Aasgangspunkt  ist 
allgemeiner  gewählt,  als  es  für  die  geometrische  Verwendnng  erfor- 
dert wird.  Es  ist  die  momentane  Rotation  eines  Trieders ,  das  mit 
einem  Parameter  variirt.  Sind  p,  g,  r  die  Componenten  der  Rotations- 
geichwindigkeit,  die  sich  bekanntiich  aach  verhalten  wie  die  Rich- 
tangscosinas  der  Rotationsaxe ,  so  sind  fQr  festen  Scheitel  die  Rich- 
tangscosinus  jeder  der  3  Triederkanten  o,  /?,  y  bestimmt  dorch  das 
System  dreier  Differentialgleichnngen 

da       -  dß  dy 

^^ßr-yq-,    gi^=yp-«»-;  dt""^"^^  ^®) 

dessen  vollständiges  Integral  darch  Orthogonalsabstitation  ans  jeder 
speciellen  Lösnng  hervorhebt.  Fttr  varürenden  Scheitel  kommen 
noch  Terme  hinzu,  deren  Berücksichtigang  indes  jener  Integration 
erst  nachfolgt.  Wird  nnn  das  Trieder  von  der  Tangente,  Hanpt- 
aud  Binormale  einer  Carve  gebildet  and  darch  ein  Trieder  von 
gleicher  Stellang  nnd  festem  Scheitel  ersetzt,  so  fällt  die  Rotations- 
axe in  die  eine  Seitenfläche,  q  verschwindet,  nnd  r,  p  verhalten  sich  wie 
die  Coincidenzwinkel  der  Tangente  nnd  Erttmmnngsaxe  (mithin  wie 
Krümmung  und  Torsion).  Die  3  Differentialgleichtmgen  sind  dann  die 
Fundamentalformeln  der  Curventheorie,  und  ihre  Integration  löst  das 
Problem,  ans  der  gegebenen  Relation  von  Ertlmmungs-  und  Torsions- 
winkel die  Carve  zu  finden.  Die  Reduction  des  Problems  auf  eine 
imaginäre  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  war  bekannt.  Hier  wird  sie 
nach  gleicher  Methode  allgemeiner  behandelt.  Zunächst  führt  letz- 
tere die  obigen  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Trieders  auf 
dieselbe  Form  zurück,  und  selbst  diese  werden  vorher  erweitert  au^ 
die  Form 
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da 

^  '^  Att+Bß  +  Cy]      etc. 

Es  folgt  nun  als  Basis  der  Flächentheorie  die  Betrachtang  eines  mit 
2  Parametern  u,  v  variirenden  Trieders.  Yariirt  u  allein,  v  allein, 
so  ergeben  sich  2  Systeme  (8),  ans  denen  3  Bedingnngsrelationen 
zwischen  pqr,  p^qiv^  hervorgehen,  wenn  eine  gleichzeitige  Variation 
von  u,  V  möglich  sein  soll.  Sind  diese  erfüllt,  und  man  hat  eine 
Lösnng  fOr  das  eine  System  (8),  die  dem  andern  nicht  genügt,  so 
ergibt  sich  daraus  eine  zweite  Lösung  fOr  das  erste,  genügt  sie  aber 
dem  zweiten  für  irgend  ein  t«  «  uq,  so  genügt  sie  ihm  für  jedes  u. 
Nach  einigen  Folgerungen  und  speciellen  Anwendungen  werden  dann 
die  Theorien  der  conjugirten  Liniensysteme,  der  Erümmungslinien 
der  asymptotischen  Linien,  der  conformen  Abbildung,  der  Fünfkugel- 
coordinaten  und  der  Krümmnngslinien  in  tangeutiellen  Coordinaten 
entwickelt.  Fast  die  Hälfte  des  Buchs  nimmt  dann  die  Theorie  der 
der  Minimalflächen  ein.  Nach  einer  historischen  Uebersicht  werden 
die  kleinsten  Flächen  in  punctuellen  und  tangeutiellen  Coordinaten, 
ihre  conforme  Abbildung,  die  adjungirte  Fläche  von  Bonnet,  die 
Formeln  von  Monge,  die  algebraischen  Minimalflächen,  die  Formeln 
von  Schwarz,  das  Problem  von  Plateau,  die  Formeln  von  Weierstrass 
und  verschiedene  Anwendungen  bebandelt.  H. 

Ueber  Flächen  zweiter  Ordnung.  Ein  Beitrag  zu  deren  Theorie. 
Von  Wilhelm  Schmidle,  Lehramtspraktikant.  Beilage  zum  Pro- 
gramm des  Gymnasiums  in  Baden.     Baden-Baden  1887.     4^.    15  S. 

In  den  „Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage^^  beweist  von  Staudt 
p.  28.  einen  Säte,  welcher  einen  Teil  der  Flächen  2.  Ordnung  de- 
finirt.  Diesen  wählt  der  Verfasser  als  Ausgangspunkt  fär  eine  Theorie 
der  Flächea  2.  Ordnung ,  discutirt  die  Schnitte  der  Ebenen  mit  der 
Fläche,  indem  er  die  Principien  der  Staudt*schen  Geometrie  ais  be- 
kannt voraussetzt,  und  beweist  rein  geometrisch  26  Lehrsätze. 

H. 


Einführung  in  die  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Znm  Gebräuche 
fär  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heger, 
a.  o.  Honorarprofessor  am  König).  Polytechnikum  und  Oberlehrer 
am  Wettiner  Gymnasium  zv  Dresden.  Mit  Holzscbnitteti  im'  Teite. 
Bresbu  1887.    Eduard  Trewendt.    61  S. 

Der  Lehrgang  nimmt  seinen  Anfang  beim  ebenen  Schnitte  des 
geraitaii  Eegelsi  nsd'  entwickelt  daram  nät  ZiiriliSenBlbne  einlacher 
BädiA»ig>  die  Taagettten-   und  Fbcattheoria    Dan  ent  wiyd^  die 
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OleichiiQg  der  Garve  zugezogen.  Es  folgt  weiter  der  Reihe  nach : 
die  quadratische  Punkt-  and  Strahleninvolution,  der  Kreiskegel,  dessen 
ehene  Schnitte,  projective  Pnnktreihen  and  Strahlbflschel,  die  Kegel- 
schnitte als  Erzeugnisse ,  Flächeninhalt.  Mit  den  einzelnen  Sätzen 
sind  viele  Uebangen  verbanden.  H. 

Methodik  der  stetigen  Deformation  von  zweiblättrigen  Riemann'- 
sehen  Flächen  Von  Fritz  Hofmann.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.    Halle  a.  S.    1888.    Louis  Nebert.    50  8. 

,,Riemann'sche  Flächen"  werden  zur  Abkürzung  die  hier  allein 
in  Betracht  gezogenen  Flächen  genannt,  welche  zugleich  zweiblättrig, 
sowie  geschlossen  sind,  aber  auch  Selbstdurchdringungscurven  be- 
sitzen. Die  erste  hier  gelöste  Aufgabe  lautet:  einfache  Methoden 
anzugeben,  nach  welchen  eine  Riemann*sche  Fläche  durch  stetige 
Verzerrung  identisch  gemacht  werden  kann  mit  andern,  besonders 
charakteristischen  Flächen  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dass 
sich  auf  ihnen  die  Untersuchung  topologischer  Fragen  besonders 
abersichtlich  gestaltet;  für  welche  insbesondere  jener  den  Riemann'- 
schen  Flächen  anhaftende  missliche  Umstand  wegfällt,  dass  die  geo- 
metrische Vorstellung  durch  das  Auftreten  der  Selbstdurchdringungs- 
curven gehindert  wird.  Die  zweite  gelöste  Aufgabe  ist  die  umge- 
umgehrte:  Methoden  anzugeben,  welche  eine  directe  Umwandlung 
einer  beliebig  vorgegebenen  /geschlossenen  Fläche  in  eine  Riemann'- 
sche  Fläche  gestatten.  H. 

Axonometrie  und  Perspektive  in  systematischem  Zusammenhange 
dargestellt  von  Dr.  Christian  Beyel,  Privatdozent  am  eidgenössi- 
schen Polytechnikum  in  Ztlrich  und  Assistent  für  darstellende  Geo- 
metrie. Mit  9  Tafeln  in  Steindruck.  Stuttgart  1887.  J.  B.  Metzler. 
57  S. 

Unter  der  Bezeichnung  „centrische  Axonometrie^'  wird  nach  Vor- 
gang von  Guido  Hauck  die  Axonometrie,  Perspective  und  schiefe 
Parallelperspective  zusammenbegriffen.  Bei  Behandlung  dieses  Lehr- 
gebiets, bestimmt  für  Zeichner,  ist  die  Anwendung  von  Rechnung 
mit  einigen  wenigen  Ausnahmen  vermieden  worden.  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung,  centrische  Axonometrie,  schiefe  Parallel- 
spective.    Der  Klarheit  des  Vortrags  können  wir  kein  Lob  spenden. 

H. 


Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  topologischer  Thatsachen  mit 
neuen  Sätzen  der  höheren  Arithmetik  und  dessen  theoretische  Be- 
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deutang.  Von  Dr.  0 s k ar  Si  m  o n  y,  a.  o.  Professor  an  der  k.  k.  Hoch- 
schule für  Bodencultur  in  Wien.  Mit  2  Tafeln  and  1  Holzschnitt. 
Sitzongsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wissensch.    XGYI.    Juni  1887.    96  S. 

Es  wird  eine  Methode  TorgefUhrt  die  möglichen  Knotenverscblin- 
gungen  eines  undurchdringlichen  geschlossenen  Fadens,  d  h.  solcher 
Gestalten,  welche  aus  dem  kreisförmigen  Faden  durch  keine  stetige 
Deformation  hervorgehen  können,  unter  fassliche  Gesetze  zu  bringen. 
Zuerst  handelt  es  sich  um  gesetzmässige  Erzeugung  solcher  Knoten- 
vcrschlingungen.  Sie  werden  dadurch  zuwege  gebracht,  dass  der 
Faden  zerschnitten,  gewissen  Enden  gemeinsame  Rotationen  erteilt, 
und  die  Enden  nach  verschiedener  Anordnung  verknüpft  werden. 
Ein  dazu  dienender  Apparat  wird  beschrieben  und  abgebildet.  Die 
Berechnung  fahrt  zu  Sätzen  über  die  Primzahlen  und  über  Ketten - 
brüche.  Zu  einem  eingehenden  Bericht  möchte  wol  der  Gegenstand 
zu  complicirt  sein.  H. 
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Geschichte  der  Hatiieinatik. 

Annalcn,  mathematische.  Hrsg.  y.  F.  Klein,  W.  Dyk,  A.  Mayer, 
31.  Bd.    (4  Hfte.)    1.  Uft    Leipzig,  Teubner.    prcplt  20  Mk. 

BoltzmaDD,  L.,  Gnstav  Robert  Kirchboff.  Festrede.  Leipzig, 
J.  A.  Barth.    1  Mk. 
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18  Mk. 
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Pnchta,  A.,  ftb.  e.  Satz  v.  Euler-Brioschi-Genocchi.  Wien, 
Gerold'8  S.    50  Pf. 

Sitzungsberichte  d.  kais.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Mathe- 
matisch-naturwissenschaftl.  Classe.  2.  Abth.  Abhandlgn.  ans  d.  Ge- 
biete d.  Mathematik,  Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  u. 
Astronomie.    96.  Bd.    1.  Hft    Leipzig,  Freytag.    6  Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-physikal.  Classe  d.  kgl.  bayer. 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Mflnchen.  1887.  2.  Hft.  Man- 
chen, Franz'sche  Yerl.    1  Mk.  20  Pf. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik,  hrsg.  y.  0.  Schlömilch, 
E.  Kahle  u.  M.  Cantor.  33.  Jahrg.  1888.  1.  Hft.  Leipzig,  Teub- 
ner.    prcplt.  18  Mk. 
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In  Fr.  Hauke's  Verlag  in  Jena  erschien  und  ist  dnrch 
jede  Bachfaandlang  oder  auch  direkt  zn  beziehen: 

Die 

Lebensgeschichte  der  Gestirne 

in 

Briefe!  aa  eine  FreMdii* 

Eine  populäre  Astronomie  der  Fixsterne 

von 

H.  Wilb.  Heyen 

Mit  46  Textillustr.,  2  Tafeln  u.  1.  Titelbild. 

Bellte  Ansstattnngr. 

Geh.  4  Mk.,    eleg.  geb.  5  Mk. 

Das  Dresdner  Tagreblatt  schreibt: 
„Der  bcrQhmte  Verfasser  hat  nicht  etwa  Wilhelm 
V.  Humboldts  Titel  nnr  adoptirt,  sondern  es  ist  ein  so  er- 
kenntnistiefer, liebenswtlrdiger  Zug  in  dem  ausgezoich- 
neten  Buche  vorherrschend,  dass  man  es  ungern 
aus  der  Hand  legt  und  wirklich  eingestehen 
muss:  das  ist  ein  geistvolles  Werk,  so  unter- 
haltend und  fesselnd  wie  belehrend  und  grössere 
Gesichtspunkte  schaffend.  Wir  empfehlen  das  Bwih 
unter  voller   Verantwortung  aufs  wärmste!'^ 


In  unserem  Verlage  erschien: 

Astronomische  Geographie. 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 

von 

Pr«f.  H.  C.  E.  Nartns, 

Direktor  des  Sophien-RealgymnaBiams  in  Berlin. 

Grosse  Ausgabe.  2.  Auflage.    Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 

7  Mk.  60  Pf. 
Dass.     Schul-Aosgabe.     Mit   80  Figuren  im  Texte.     Geh.     Preis 

2  Mk.  60  Pf. 

Leipzig.  €•  A.  Koch's  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbusch.J 
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Litterarischer  Bericht 

XXIV. 


Mechanik. 

# 

Anaytische  Mechanik.  Von  J.  L.  Lagrange.  Deutsch  her- 
ansgegeben  von  Dr.  H.  Servus.  Berlin  1887.  Julius  Springer. 
640  S. 

Die  erste  Auflage  der  M6canique  analytique  erschien  1788,  Ton 
der  2.  Auflage  der  1.  Band  1811,  der  2te  1815.  Der  1.  Band  und 
die  erste  Hälfte  des  2ten  ist  von  Lagrange  selbst  herausgegeben;  die 
Vollendung  des  2.  Bandes  abernahmen  Prony,  (xarnier  und  Lacroix. 
Eine  dritte,  von  Bertrand  veranstaltete  und  mit  Anmerkungen  ver- 
sehene Ausgabe  erschien  1853—1855.  Der  gegenwärtigen  deutschen 
Uebersetzung  liegt  die  2.  Ausgabe  zugrunde.  Ihr  voraus  geht  die 
Lebensgeschichte  des  Verfassers,  Joseph-Louis  comte  de  Lagrange, 
geboren  in  Turin  am  25.  Januar  1736,  gestorben  in  Paris  am  10. 
April  1813.  Der  Verfasser  derselben  ist  nicht  genannt;  als  Quellen 
sind  angeführt:  Mäm.  de  Tinstitut  1812,  Journal  de  TEmpire  1813, 
Virey  et  Potel  und  Cossali.  Hierauf  folgt  das  Verzeichniss  der 
Schriften.  Lagrange  war  Stifter  der  Turiner  Akademie,  ward  1766 
von  Friedrich  IL  an  die  Akademie  in  Berlin  berufen ,  nach  dessen 
Tode  er  sich  1787  nach  Paris  begab  und  auch  während  der  Revo- 
lution daselbst  verblieb.  H. 


Elemente  der  Statik.  Von  L.  Poinsot.  Autorisirte  deutsche 
Ausgabe.  Nach  der  von  Bertrand  bearbeiteten  zwölften  Auflage 
des  französischen  Originals  herausgegeben  von  Dr.  H.  Servus.  Mit 
4  lithographirten  Tafeln.    Berlin  1887.    Julius  Springer.    173  S. 

Axek.  a.  lUth.  n.  Fhy«.    2.  Beilie,  TeU  VI.  4 
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Das  Werk,  welches  zaerst  1803  erschien,  ist  schon  zweimal  ins 
Deutsche  übersetzt,  nach  der  4.  Auflage  von  Lambert,  nach  der  5  ten 
von  Hartmann.  Es  enthält  in  4  Capiteln  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Eräftepare,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der 
Systeme  von  Kräften,  die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  die  der  ein- 
fachen Maschinen.  Der  Herausgeber  hat  eine  kurze  Lebensgeschichto 
des  Verfassers  vorausgeschickt.  Hiernach  ist  letzterer  am  3.  Januar 
1777  in  Paris  geboren  und  am  15.  December  1859  ebendaselbst  ge- 
storben. Er  war  von  1806  bis  1824  General-Inspector  der  Univer- 
sität, ausserdem  war  er  Lehrer  am  Polytechnikum  und  ward  Mit- 
glied der  Akademie.  Zwei  Entdeckungen,  die  seinen  Ruhm  begründet 
haben,  bezeichnen  wesentliche  Fortschritte  der  Wissenschaft:  die 
Theorie  der  Kräftepare  und  die  der  Nutation  und  Präcession. 

H. 

Neue  Theorie  der  Reibung.  Von  N.  Petroff,  kaiserl.  russ. 
General-Major  des  Genie-Corps,  Professor  an  .der  Militär-Ingenieur- 
Akademie  und  am  technologischen  Institute  zu  St.  Petersburg.  Mit 
Genehmigung  des  Verfassers  aus  dem  Russischen  übersetzt  von 
L.  Wurzel,  kais.  russ.  CoUegienrath,  Ingenieur  des  Ministeriums 
der  Verkehrsmittel.  Von  der  kais.  russ.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  St.  Petersburg  mit  dem  Lomonosowpreise  gekrönte 
Schrift    Hamburg  und  Leipzig  1887.    Leopold  Voss.    187  S. 

Die  Arbeit  zeichnet  sich  aus  durch  die  ungemeine  Beharrlichkeit, 
mit  welcher  der  Verfasser  die  Ursachen  der  grossen  Differenzen 
zwischen  allen  Theorien  und  Beobachtungen  verfolgt  hat  Er  be- 
ruhigt sich  bei  keinem  ungenau  zutreffenden  Ergebniss,  sondern  zieht 
stets  die  Verschiedenheit  der  Umstände,  unter  denen  die  abweichen- 
den Resultate  gewonnen  worden  «ind,  und  alle  möglichen  Einflüsse 
in  die  Untersuchung.  Allerdings  bleiben  bis  zuletzt  unberechenbare 
Elemente  in  den  Formeln,  so  dass  die  Anwendbarkeit  nur  unter 
bestimmten  Beschränkungen  constatirt  werden  konnte;  jedenfalls  sind 
aber  die  Formeln  brauchbarer  als  die,  welche  er  vorfand.  Sein 
eigentliches  Ziel  ist,  die  Reibung  zwischen  ausreichend  geschmierten 
festen  Flächen  zu  bestimmen.  Er  fasst,  wie  es  schon  vor  ihm  ge- 
schehen ist,  den  Vorgang  in  diesem  Falle  als  Reibung  von  Flüssig- 
keiten auf.  Demzufolge  betrifft  der  grösste  Teil  seiner  Unter- 
suchungen die  Reibung  von  Flüssigkeiten,  die  durch  Röhren,  und 
zwar  von  kreisförmigem  Querschnitt,  strömen.  Voraus  geht  die 
Theorie  der  Reibung  zwichen  trockenen  Flächen,  jedoch  nur  der 
Vollständigkeit  wegen  auf  bisherigem  Standpunkt.  Die  hauptsäch- 
lichen Schlussfolgerungen,  die  er  aus  den  Untersuchungen  zieht, 
sind  folgend^.    Sind  die  Maschinenteile  gut  an  einander  geschlossen, 
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reichlich  geschmiert  und  der  Druck  nicht  übermässig,  berühreB  sich 
die  Metallteile  nicht,  so  ist  der  Reibungswiderstand  das  Resultat  der 
inneren  Reibung  der  Schmierschicht,  jede  Ursache  also,  welche  die 
innere  Reibung  dieser  Schicht  ändert,  wird  auch  den  Reibungs- 
widerstand des  Maschinenteils  ändern.  Unter  sonst  gleichen  Be- 
dingungen ist  die  Reibung  der  Maschinenteile  der  Grösse  der  Be- 
rührungsfläche der  sich  reibenden  Teile  proportional.  Der  Reibungs- 
widerstand ist  der  relativen  Geschwindigkeit  der  sich  reibenden 
Flächen  proportional.  Er  steht  in  umgekehrtem  Verhältnisse  zur 
Dicke  der  Schmierschicht.  Letztere  ist  bei  reichlicher  Schmierung 
der  Quadratwurzel  aus  dem  relativen  Normaldrucke  proportional. 
Wird  die  Form  der  Reibungsflächen  durch  die  Belastung  umgestaltet, 
so  verändert  sich  mit  der  Dicke  der  Schmierschicht  der  Reibungs- 
coefflcient.  Der  Verfasser  hat  seine  theoretischen  Resultate  mit  den 
Versuchen  von  Hirn,  Kirchweger,  Böckelberg  und  Thurston  ver- 
glichen und  auch  selbst  umfangreiche  Versuche  angestellt       H. 

Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  nach  der  kinetischen 
Theorie.    Von  Edmund  Toepler,  Dr.  philos.    Wien  1886.    Carl 

Gerold's  Sohn.    24  S. 

• 

Es  wird  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  einer 
Fläche,  unter  der  Annahme,  dass  die  Luftmolecüle  unabhängig  von 
einander  sich  in  allen  Richtungen  bewegen,  berechnet  und  als  Haupt- 
resultat die  Formel  gefunden: 

Tr(t;)-4Po^ 

wo  V  die  Geschwindigkeit  der  Fläche,  Sl  das  arithmetische  Mittel 
der  Geschwindigkeiten  (der  Molecüle?)  bezeichnet.  Wegen  allzu- 
grosser  Häufung  dunkler,  mehrdeutiger  Ausdrücke  und  unvollstän- 
diger Sätze  würden  wir  nicht  im  Stande  sein  mehr  über  die  Schrift 
zu  berichten  ohne  Gefahr  den  Gedanken  des  Verfassers  zu  ver- 
fehlen. H. 


Technik. 

IMe  Wirkungsgesetze  der  dynamo-elektrischen  Maschinen.  Von 
Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der  Universität  Breslau.  Mit 
84  Abbildungen.    Wien,  Pest,  Leipzig  1887.    A.  Hartleben.     2öO  S. 

Entsprechend  dem  wirklichen  geschichtlichen  Entwickelnngs- 
gange,  demgemäss  die  Theorie  der  technischen  Verwendung  folgend 
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tich  in  wenigen  Jahren  zn  einem  nmfBuigreichen  Wissenszweig  ent- 
faltet hat,  wird  aneh  hier  die  Theorie  auf  ihrem  neuesten  Stand- 
punkte im  Anschlnss  an  die  Technik  Torgetragen.  Die  Lehrgegen- 
stände sind  der  Reihe  nach:  BatteriestrOme,  Bewegung  im  magneti- 
schen Felde,  magnetelektrische  Maschinen,  Gesetze  der  Magnete  und 
Elektromagnete,  dynamoelektrische  Maschinen  im  allgemeinen,  Be- 
obachtungen an  solchen,  ihre  Theorie,  Hauptschlnssmaschinen, 
Nebenschlussmaschinen,  Gompoundmaschinen,  specielle  Probleme.  Die 
Abbildungen  sind  weiss  auf  schwarzem  Grunde.  Voraus  geht  mn 
Namen-  und  Sachregister  und  eine  Zusammenstellung  der  litteratur. 
Das  Buch  bildet  den  38.  Band  Ton  des  Verlegers  „elektrotechnischer 
Bibliothek.''  H. 


Die  Construction  der  magnetelektrischen  und  djnamoelektrischen 
Maschinen.  Von  Gustav  Giaser-De-Gew.  Fflnfte,  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflage  von  Dr.  F.  Auerbach,  Privatdooent  an  der 
Universität  Breslau.  Mit  80  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887. 
A.  HarÜeben.    253  S. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist:  Principien  und  historische  Entwicke- 
lung,  Maschinen  flOr  Wechselströme,  Maschinen  für  gleichgerichtete 
Ströme,  und  zwar  Ringmaschinen,  Trommelmaschinen,  verschiedene 
Systeme,  TTnipolarmaschinen,  femer  Gönstrnctionsdetails  und  Halfs- 
apparate,  Anwendung  der  elektrischen  Maschinen  zur  Erzeugung  des 
elektrischen  Lichtes,  verschiedene  andere  Anwendungen,  nämlich  zur 
Galvanoplastik,  zum  Schmelzen  und  zur  Reinmetallgewinnung,  zum  Tele- 
graphiren, fOr  Laboratorien  nnd  medicinische  Zwecke  und  zur  Kraft- 
flbertragung.  Der  Anhang  enthält  Formeln  zur  Construction  von 
Elektromagneten.  Aus  den  frühem  Auflagen  ist  der  Abschnitt  Ober 
die  physikalischen  Gesetze  weggeblieben,  der  jetzt  durch  die  ge- 
sonderte Ausgabe  des  vorher  besprochenen  Buchs  „Wirkungsgesetze 
etc."  —■  vertreten  wird.  H. 


Vademecum  für  Elektrotechniker.  Praktisches  Hilfs-  und  Notizbuch 
{Vit  Ingenieure,  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Mechaniker  u.  s.  w. 
Herausgegeben  von  £.  Rohrbeck,  Ingenieur  fftr  Elektrotechnik, 
unter  Mitwirkung  des  Herrn  E.  Grünwald,  Ingenieur.  Fünfter 
Jahrgang  des  Kalenders  für  Elektrotechniker.  1888.  Mit  vielen 
Holzschnitten.    Halle  a.  S.    Wilhelm  Knapp.    252  S. 

Soviel  sich  bei  blosser  Durchsicht  des  Buches  ohne  eignen  Be- 
trieb urteilen  lässt,  ist  darin  in  umsichtigster,  vielseitigster  Weise  für 
alle   erdenklichen   Anwendungen   durch  praktisch  geordnete,    aus- 
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reichende  Angaben,  beginnend  mit  der  abstracten  Wissenschaft  und 
eingehend  anf  die  speciellen  Erfordernisse  der  Praxis,  gesorgt.  An- 
zeigen  eventnelier  Desideraten  zur  Ergänzung  für  spätere  Jahrgänge 
wQrden  sonach  nur  Sache  derer  seien,  die  das  Buch  gebrauchen. 

H. 


Zeitschrift  für  Elektrotechnik.  Organ  des  Elektrotechnischen 
Vereins  in  Wien.  Redactenr:  Josef  Kare is.  lY.  Jahrgang  1886. 
Wien  1886.    Selbstverlag. 

Der  4  Jahrgang,  der  erste  welcher  im  Selbstverlage  des  Vereins 
erscheint,  enthält  folgende  Abhandinngen  nnd  Vorträge: 

A.  V.  Waltenhofen:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Gesetze  des 
Elektromagnetismus.  —  Torsionsgalvanometer.  —  Accnmulatoren 
von  Farbaky.  —  Magnetisirungscurve  bei  verschiedenen  Eisensorten, 
Anwendung  zur  Bestimmung  der  Härte.  —  Fröhlich'sche  Theorie  der 
dynamoelektrischen  Maschinen. 

J.  Sack:  Die  elektrischen  Uhren. 

W.  Peakert:  .Berechnung  der  Elektromagnete  bei  Componnd- 
Maschinen.  —  Transformation  der  Wärme  in  elektriBche  Energie. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrades  eines  Transformators.  —  Mittlere 
Intensität  des  magnetischen  Feldes  bei  Dynamomaschinen. 

Bysselberghe:  Telephonie  auf  lange  Distanz. 

Hammerl:  Verhalten  ringförmiger  Magnete. 

B.  V.Fischer-Treuenfeld:  Militär-Telegraphie. 

J.  Zacharias:  Elektridtät  als  Motor  ftr  Land-  und  Wasser- 
fiahrzeuge. 

M.  Burstyn:  Elektrische  Zündung. 

H.  V.  Jüptner:  Universal-Elektricitätsmesser. 

J.  Stephan:  Charakteristik  einer  Wechselstrommaschine. 

M.  Jüllich:  Best.  d.  Intens,  per.  veränd.  elektr.  Ströme. 

D.  Tumlirz:  Blitzableitersystem  von  Melsens. 
G.  Zickler:  Magnetisirungscurve. 

R.  Lewandowski:  Neuerungen  an  Inductionsapparaten. 

E.  G^rard:  Selbstinduction  in  elektrischen  Leitern. 

H.  Sack:  Spedfische  Inductionsconstanten  von  Stahlstäben. 

J.  Kolbe:  Magnetische  Kraftlinien. 

G.  Grawinkel:  Ersatz  von  Telegr.  Batterien  durch  elektrisdie 
Maschinen.  —  Stromarbeit  in  oberird.  Telegraphenleitnngen. 

Kleiner  und  Hofmeister:  Helligkeit  und  Arbeits  verbrauch 
elektrischer  Glflhlampen. 

J.  Kessler:  Normalinstrument  für  abs.  Messungen. 

F.  Bechtold:  Elektrische  Feuermelder. 
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F.  Dreiler:  Elektrische  Mesiinstnunente. 
J.  Moser:  Elektr.  a.  therm.  Eigensch.  t.  SateldsungeiL 
Streintz  und  Aulinger:  Galvanische  Polarisation  des  Bleies. 
Aosserdem  viele  kflrzere  AoMtze.  H. 


Erd-  and  Himmelskande. 

9 

Oeonomie  (mathematische  Geographie)  gestutzt  anf  Beobachtung 
und  elementare  Berechnung.  Ffir  Lehrer,  Studirende  und  zum  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Real- 
schule „Philantropin''  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  166  Holzschnitten  im 
Teit  und  18  Figurentafeln,  wovon  12  mit  Sternbildern  auf  blauem 
Grunde.    Wien  1885.    Carl  Gerold's  Sohn.    576  S. 

Der  Name  „Geonomie'^  soll  der  bezeichneten  Doetrin  die  Stel- 
lung des  besondern  Teils  der  Astronomie  geben,  der  sich  auf  die 
Erde  als  Astron  bezieht  Eine  eigentflmliche  AufHusung  möchte 
dadurch  kaum  ausgedrflckt  sein,  da  die  mechanische  Theorie  fOr  ^e 
Erde  keine  andre  ist  als  für  die  andern  Planeten,  die  tellurischen 
Vorgänge  nicht  ohne  Zuziehung  der  übrigen  Himmelskörper  erkl&rt 
werden  können,  bei  Begrenzung  des  Lehrstoffs  aber  die  gleiche  Frei- 
heit bleibt  wie  in  jeder  mathematischen  Geographie.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buchs  sind:  Hülfsmittel  und  Vorbereitungen,  Gestalt 
und  Grösse  der  Erde,  Bewegung  der  Sonne,  Uebergang  zum  Cop- 
percanischen  System,  der  Mond,  geonomische  Physik,  in  welchem 
letzten  auch  Ebbe  und  Flut  behandelt  ist  Besonders  ausführlich  ist 
über  die  Messungen  Auskunft  gegeben:  es  werden  nicht  bloss  die 
Hülfsmittel  und  Berechnung  erklärt,  sondern  mehr  noch  die  facti- 
schen  Messungen,  ihre  Schicksale  und  Erfolge  mitgeteilt.  Die  An- 
wendungen der  Mathematik  beschränken  sich  auf  die  elementare 
der  Schule,  welche  durch  Vortrag  einiger  Lehren  von  den  Coordi- 
naten  und  von  der  Ellipse  erweitert  wird.  Dagegen  sind  alle  Gegen- 
stände der  Himmelsdynamik,  also  auch  die  Planetenbahnen  nur  qua- 
litativ in  Betracht  gezogen,  die  Eepler'schen  Gesetze  gar  nicht  er- 
wähnt H. 


Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik. Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus,  Direktor  des  Sophien-Real- 
gymnasiums in  Berlin.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Zweite  Auflage, 
mit  vielen  Zusätzen.    Leipzig  1888.    C.  A.  Koch.    388  S. 
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Die  1.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegen- 
wärtige 2.  Auflage  bringt  mehrere  Yerbesseningen  und  viele  Zusätze, 
unter  andern  eine  Yeranschanlichung  der  KrOmmnng  der  Erdober- 
fläche; auch  sind  viele  geschichtliche  Bemerkungen  hinzugefügt,  fär 
welche  die  Geschichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf  (in  Bern) 
hauptsächlich  als  Quelle  benutzt  worden  ist  Da  der  Gesamtstoff 
für  ein  Halbjahr  bei  4  wöchentlichen  Lehrstunden  als  zu  gross  er- 
achtet ward,  so  hat  der  Yer&sser  darauf  gerechnet,  dass  das  Capitel 
fiber  das  Erdsphäroid  in  einem  andern  Halbjahre  im  Anschlnss  an 
das  stereometrische  Gebiet  behandelt  werden  könnte.  H. 


Hydrologische  Studien.  Von  Heinrich  Grav6,  behördlich 
autorisirter  und  beeideter  Zivil-Ingenieur,  Architekt,  Mitglied  mehrerer 
gelehrten  Gesellschaften  und  wissenschaftlichen  Vereine,  Korrespon- 
dent der  k.  k.  geologischen  Beichsanslalt,  etc.  I.  Heft  Wien  1887. 
Alfred  Holder.    59  S. 

Diesem  1.  Hefte  soll  eine  noch  nicht  begrenzte  Reihe  weiterer 
Hefte  folgen.  Die  darin  enthaltenen  Arbeiten  gehen  aus  dem  im 
Vorwort  dargelegten  Gedanken  hervor,  dass  künstliche  Anlagen  zur 
Gewinnung  von  Naturprodncten  und  zur  Bekämpfung  verderblicher 
Elemente  noch  grossenteils  ohne  gehörige  Eenntniss  der  Wege,  auf 
denen  die  Natur  dem  Menschen  ihre  Gaben  zuführt  und  die  Schäden 
mässigt  und  ausgleicht,  unternommen  werden,  dass  daher  der  mo- 
mentane Gewinn  beträchtlichen  Schaden  für  die  Zukunft  nach  sich 
ziehen  kann.  Die  einzelnen  Artikel  sollen  nun  der  Untersuchung 
dahin  einschlagender  Fragen  gewidmet  sein.  Das  1.  Heft  enthält  2 
Artikel.  Der  erste  gibt  eine  Uebersicht  über  die  Höhenmes- 
sungen in  einem  Teile  Oesterreichs,  namentlich  ausgehend  auf  die 
Bestimmung  der  Höhen  der  Pegel  österreichischer  Flüsse,  und  stellt 
die  Resultate  zusammen.  Der  zweite,  „Studien  über  die  Bildung 
und  Ergibigkeit  der  Quellen",  geht  hauptsächlich  auf  den  Durch- 
gang des  Wassers  durch  Steinarten  ein  und  erörtert  die  Verände- 
rungen, welche  der  natürliche  unterirdische  Wasserlauf  durch  künst- 
liche Ableitung  des  Wassers  erleiden  muss.  H. 

Wetter-Telegraphie  und  Sturmwarnungen  in  Nordamerika.  Von 
J.  G.  Hagen,  ^.  J.  Separat- Abdruck  aus  den  „Stimmen  aus  Maria- 
Laach".    Freiburg  i.  Br.    1886.    Herder.    49  S. 

Die  Schrift  berichtet  über  die  Veranstaltungen,  welche  von  Seiten 
der  Vereinigten  Staaten  zum  Schutze  der  Landesproduction ,  des 
Handels  und  der  Seefahrt  gegen  zerstörende  Wettervorgänge  durch 
Anwendung  der  Telegraphie  und  der  Signale  getroffen  worden  sind. 
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Ihre  3  Abschnitte  behandeln  einzeln  geschichtliche  Entwickelang  des 
Wetterdienstes,  dessen  Organisation  nnd  Tätigkeit  Die  Schatz- 
massregeln begannen  1819,  mehrten  nnd  erweiterten  sich,  bis  1870 
anf  Betrieb  des  Brigade-Generals  Albert  J.  Myer  eine  Organisation 
ins  Leben  trat,  welche  ganz  anter  militftrischer  Yerwaltang  stand, 
aber  aach  von  vielen  andern  Seiten  Untersttltzong  &nd.  Von  ihr 
giengen  täglich  3  mal  Wetter-Bnlletins  aus,  die  anfangs  an  24  Städte 
telegraphirt  worden,  bald  nachher  aach  Wetterprognosen;  das  Ein- 
treffen angesagter  Stürme  stieg  von  70  proc.  mit  der  Zeit  aaf  88 
proc.  Die  Tätigkeit  der  Institation  dehnte  sich  bald  anf  immer  mehr 
Ziele  ans:  auf  dem  Wiener  Meteorologen-Gongress  1873  gewann 
Myer  die  Mitwirknng  aller  europäischen  Staaten  und  Culturstaaten 
aller  Erdteile  zu  dem  Plane  gleichzeitige  Beobachtungen  anzuordnen. 
Die  neueste  Oeschichte  meldet  von  Rückgang  der  Erfolge,  an  dem 
die  Wendung  der  öffentlichen  Meinung  zunächst  gegen  die  Nordpol- 
fahrten, dadurch  vermittelt  gegen  alle  Unternehmungen  zugunsten 
der  Institution  schuld  war.  Die  2  letzten  Abschnitte  enthalten  Spe- 
dalien.  H. 

Astronomischer  Wandkalender  für  das  Jahr  1888.  Gezeichnet 
von  P.  Manojlovits,  königl.  serbischer  Yice-Consul.  Text  von 
Dr.  E.  Zelbr.    Wien  1888.    Carl  Gerold's  Sohn. 

Die  Gesamttafel  besteht  aus  3  Himmelskarten,  die  sich  Aber  die 
Zone  der  Ekliptik  erstrecken  und  die  Bahnen  der  Sonne,  der  Pla- 
neten und  die  Oerter  des  Voll-  und  Neumondes ,  bei  festen  Fixster- 
nen, im  Laufe  des  Jahres  1888  darstellen.  Tabellarisch  stehen  dar- 
unter die  Himmelserscheinungen  für  jeden  Tag.  H. 

Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  Oester- 
reichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteoro- 
logischen Gesellschaft  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  Dr.  W.  Koppen  (Hamburg,  Seewarte).  Vierter  Jahr- 
gang 1887  (zugL  XXH;  Bd.  d.  Zeitschr,  der  Oesterr.  Ges.  für  Met.) 
Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 

Biermann:  Zum  Elima  der  Kanarischen  Inseln. 
Kleiber:  Periodische  Schwankungen  der  Atmosphäre  zwischen 
beiden  Halbkugehi  der  Erde. 

Lang:  Beobachtung  der  Schneebedeckung. 
Grossmann:  Zur  synoptischen  Karte  d.  nordatlant  Oc. 
Obermayer:  Beobachtongsstationauf  dem  Gipfel  deß  SonnbIic]£. 
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Hann:  Geschichte  der  met  Station  aaf  dem  Sonnblick.  —  Be- 
obachtangen  daselbst.  —  Beobachtangen  der  österr.  Polarstation  anf 
Jan  Mayen. 

£rk:  Yerticale  Yerteilung  des  Niederschlags  am  Nordabhange 
der  bairischen  Alpen. 

Ekhelm  und  Hagström:  Höhe  der  Wolken  im  Sommer  zu 
Upsala. 

Draenert:  Küstenklima  der  Provinz  Pemambuco. 

Hellmann:  Jährliche  Periode  der  Niederschläge  in  den  deut- 
schen Mittelgebirgen. 

L&ska:  Gewitter  in  Prag. 

Hugo  Meyer:  Untersuchungen  über  das  Sättigungsdeficit.  — • 
Häufigkeit  gegebener  Temperaturgruppen  in  Norddeutschland. 

Hoff  mann:  Phänologie  und  Wetterprognose. 

Fritz:  Resultate  der  Polarlichtbeobachtungen. 

Woeikof:  Zum  ELlima  von  Korea. 

R  ei  mann:  Gewittererscheinungen  im  schlesischen  Gebirge. 

Neumayer:  Magnetische  Landesaufnahme  von  Frankreich. 

Koppen:  Einiges  über  Wolkenformen.  --Gewitter  vom  13.  bis 
17.  Juli  1884.  —  Hann's  Atlas  der  Meteorologie. 

Yettin:  Einwirkung  der  bar.  Minima  und  Maxima  auf  die  Rich- 
tung des  Wolkenzuges. 

üpton:  Met.  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen. 

Brückner:  Ueber  die  Zählung  der  Regentage. 

Ule:  Beob.  der  Wassertemperatur  in  der  Saale  bei  Halle. 

Thirring:  Zum  Klima  von  China. 

Weihrauch:  Met.  Beob.  zu  Fort  Rae. 

Seidl:  Temperaturverteilung  im  Gebiete  der  Karawanken. 

Müller:  Ueber  Yerluste  äusserer  Energie  bei  der  Bewegung 
der  Luft. 

Linss:  Ueber  einige  die  Wolken-  und  Luftelektricität  betref- 
fende Probleme. 

Wachlowski:  Die  Niederschlagsverhältnisse  in  der  Bukowina. 

Brandis:  Regen  und  Wald  in  Indien. 

Buys-Ballot:  Ueber  simultane  Beobachtungen. 

Yolger:  Quellentheorie  auf  meteorologischer  Basis. 

Augustin:  Jährliche  Periode  des  Windes. 

Werner  Siemens:  Zur  Frage  der  Lufstströmung.        H. 


Vermischte  Schriften. 
Mitteilungen  der  Mathematischen  GeselhMdiaft  in  Hamburg.  Nr.  5. 
ausgegeben  1886.    Redigirt  von  Krüss,  Ahlborn  und  Bock.  Nr. 7. 
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ausg.  1887.  Red.  v.  Wagner,  Koldewey  und  Bock.  Nr.  8. 
ausg.  1888.    Red.  v.  Koldewey,  Hoppe  nnd  Bock. 

Der  Inhalt  von  Nr.  6.  ist  im  15.  litt.  Ber.  S.  38.  aufgeführt 

In  Nr.  5.,  7.  und  8.  sind  folgende  Vorträge  (Referat)  und  Ab- 
handlungen mitgeteilt. 

Hoppe:  Historische  Mitteilungen  zur  Elektricitätslehre  und 
Potentialtheorie.    5. 

F.  H.  Reitz:  Ueber  den  Mareograph  fflr  den  Hafen  von  Mar- 
seille.   5. 

Kopeke:  üeber  die  Reihe  £üxi{n\xn),    5. 

Bock:  Hydrodynamik  nach  dem  Hamilton'schen  Princip.  5.  — 
Ueber  eine  neue  zahlentheoretische  Function.    6.  7. 

Schulze:  Zur  Geschichte  der  hypergeometrischen  Reihe.    5. 

Keferstein:  Beitrag  zur  Theorie  des  Billardspicles  5  — 
Eine  Methode  zur  Bestimmung  der  primitiven  Wurzeln  der  Gon> 
gruenz  ^-^  =  1  modp,  fttr  einen  reellen  Primzahlmodul  p.    8. 

P.  Jaerisch:  Zur  Theorie  der  Lame'schen  Functionen.    7. 

Köpke:  Ueber  das  Princip  von  der  Condensation  der  Singu- 
laritäten bei  Hankel  und  Dini.    8. 

Koldewey:  Ueber  einige  Entwickelungen  aus  der  Theorie  der 
Deviation  der  Compasse  an  Bord  eiserner  Schiffe     8. 

E.  Liebenthal:  Das  Potential  des  EUipsoids.    8.  H. 


Proceedings  of  the  Canadian  Institute,  Toronto.  Being  a  con- 
tinuation  of  the  „Canadian  Journal'^  of  science,  literature  and  hi- 
story.  Third  series  Vol.  IV.  [Wholo  No.  Vol.  XXII.  No.  146.] 
Toronto  1887.    The  Copp.  Clark  Company,  limited. 

Der  4.  Band,  bestehend  aus  2  Heften,  enthält  die  in  21  Sitzungen 
gehaltenen  Vorträge.  Keiner  derselben  berührt  mathematische  oder 
physikalische  Gegenstände.  H. 

Bulletin  de  la  Soci^t6  Math6matique  de  France.  Publik  par  les 
Secr^taires.  (Red.  G.  Humbert)  Tome  XV.  Paris  1887.  Au  siöge 
de  la  Soci^t^. 

Der  15.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

0.  Callandr eau:  Ueber  die  Entwickelung  der  Functionen  in 
Reihen  nach  der  Maclaurin'schen  Formel  im  Falle  einer  reellen 
Variabein. 

Demartres:  Ueber  die  Totalkrttmmung  der  Flächen.  —  Ueber 
einen  Punkt  der  Flächentheorie. 
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Jamet:  lieber  das  anharmoniscbe  Yerhältniss  einer  Carve  3. 
OrdnuDg. 

A.-C.  Laisant:  Krümmungsradien  in  den  isogonalen  Trans- 
formationen. —  Neuer  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Theorie 
der  Gleichungen.  —  Ueber  die  nicht-isogonalen  ebenen  Transfor- 
mationen. —  Trigonometrische  Sätze. 

L.  Neu:  Articulirtes  System  um  zu  einer  gegebenen  Gurve  be- 
zQglich  auf  eine  Axe  die  symmetrische  zu  zeichnen. 

R.  Perrin:  Ueber  das  System  von  4  simultanen  binären  For- 
men, deren  2  linear,  2  quadratisch. 

A.-E.  Pellet:  Abhandlung  ttber  die  algebraische  Theorie 
der  Gleichungen. 

E.  Goursat:  Note  über  einige  pseudo-elliptische  Integrale. 

A.-H.  Anglin:  Sätze  über  die  Determinanten.  —  Ueber  die 
Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  in  gewissen  Fntwickelungen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  eine  Quelle  von  Identitäten.  —  Integration 
einer  recurrenten  Reihe,  welche  in  einer  Wahrscheinlichkeitsaufgabe 
auftritt.  —  Ueber  einen  in  der  Algebra  und  Analysis  nützlichen 
Begriff. 

E.  Collignon:  Eine  graphische  Methode  der  Integration. 

G.  Fouret:  Bemerkung  über  gewisse  numerische  Determinanten. 

E.  Picard:  Ueber  die  hyperfuchsischen  Functionen,  welche  aus 
den  hypergeometrischen  Reihen  mit  2  Yariabeln  hervorgehen.  — 
Bemerkung  über  die  linearen  Gruppen  endlicher  Ordnung  mit  3 
Variabein. 

Garvallo:  Darlegung  einer  Caspar/schen  Methode  der  Unter- 
suchung von  Curven  im  Räume.  —  Note  über  die  vom  Duhamel 
und  Lam6  erhaltenen  Ausdrücke  für  den  Uebergang  von  Wärme  in 
nicht-isotrope  Körper. 

Lerch:  Neuer  Beweis  der  Fnndamentaleigenschaft  des  euler'- 
schen  Integrals  1.  Gattung. 

de  Presle:  Beweis  des  Trägheitsgesetzes  der  quadratischen 
Formen.  —  Entwickelung  der  Jacobi'schen  Functionen  9  und  H  in 
Producte  und  Untersuchung  der  Functionswerte  bei  Division  der 
Periode  durch  eine  ganze  Zahl. 

D68ir6  Andr6:  Satz  über  die  quadratischen  Formen. 

H.  Poincar^:  Ueber  die  fundamentalen  Hypothesen  der  Geo- 
metrie. H. 


Mathesis,  recueil  math6matique  ä  l'usage  des  6coles  speciales  et 
des  Etablissements  d'instrnction  moyenne.  Publik  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordinaire  ä  l'UniversitE  de  Gand,  Correspondent  de  TAca- 
d^mie  royale  de  Belgique,  etc.,  etJ.  Neuberg,  Professeur  jtl'Um- 
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yenit^  de  Li^,  Membre  de  la  Soci^  royale  des  sdeoees  de  Li^, 
avec  la  collaboration  de  plusieurs  Professenn  beiges  et  6trmog»v. 
Tome  septi^me,  ann^  1887.  Gand  1887.  Ad.  Hoste.  Paris,  Gan- 
thier-Yillars. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Aufsätze. 

Mister:  Eigenschaften  der  Agnesi'schen  Gorven. 

E.  Yigari^:  Ueber  die  complementaren  Punkte. 

Tucher:  Ueber  den  triplicatorischen  Kreis. 

J.  Casey:  Eigenschaften  dreier  ähnlichen  Figuren. 

Ges&ro:  Bemerkungen  zur  infinitesimalen  Geometrie. 

P.  H.  Schonte:  Ueber  die  Normalen  des  Winkeb  a. 

E.  Gatalan:  Ueber  die  Dividirbarkeit  der  Zahlen. 

£.  Lucas:  Ueber  die  nennte  vollkommene  ZahL 

L  a  i  8  a  n  t :  Verschiedene  Formulimngen  einer  einzigen  Eigenschaft. 

A.  Servis:  Ueber  die  Umkehrbarkeit  der  linearen  Transfor- 
mation. —  Geometrische  Interpretation  der  quadratischen  birationalen 
Transformation.  —  Geometrische  Interpretation  der  speciellen  qua- 
dratischen birationalen  Transformation.  —  Ueber  die  vollkommenen 
Zahlen. 

G.  deLongchamps:  Ueber  die  Rectification  einiger  bemerkoia- 
werten  Gurven. 

G.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

J.  Neu  borg:  Roberts'sche  Kugel.  —  Transmutationen  eines 
Dreiecks. 

M.  d'Ocagne:  Die  cyklischen  Coordinaten.  Einige  Eigen- 
schaften des  Dreiecks. 

Van  Dorsten:  Anwendung  der  Eigenschaften  dreier  ähnlichen 
Figuren. 

M'Cay:  Ueber  die  Kieperfsche  Hyperbel. 

P.  Mansion:  Weierstrass'sche  stetige  Function  ohne  Differen- 
tial.   (Auszug.) 

Fr.  Deruyts:  Lineare  Erzeugung  einiger  Gurven  zuviel&chen 
Elementen. 

Emmerich:  Constructionsprobleme  bezüglich  auf  die  Geometrie 
des  Brocard'schen  Kreises. 

Schoentjes:  Ueber  eine  Erzeugungsweise  der  hyperbolischen 
Spirale. 

Hierzu  kommen  zahbreiche  Lösungen  in  diesem  Journal  gestellter 
Au^ben.  H. 

Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  GCLXXXIY.  1887. 
Serie  quarta.  Bendiconti  pubblicati  per  cura  dei  Sogretari.  Volume 
in.    JEtoma  1887.    V.  Salvucci. 
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Der  3.  Band  enhält  folgende  mathematiscbe  Arbeiten. 

Ricci:  lieber  die  covariante  Derivation  za  einer  quadrati- 
schen Differential-Form. 

Yisalli:  üeber  die  Correlationen  (in  2  Räumen  von  3  Dimensio- 
nen), welche  12  Elementar-Bedingnngen  genügen.  ^  lieber  die  von 
2  Fnndamentalformen  2.  Gattung  erzengten  Figuren,  unter  denen 
eine  vielfache  Correspondenz  besteht. 

Pieri:  Ueber  das  Gorrespondenz-Princip  in  einem  beliebigen 
linearen  n  dimensionalen  Räume. 

Brie 8 Chi:  Ueber  die  hyperelliptischen  Functionen  <r. 

Bianchi:  Ueber  die  doppelt  unendlichen  Strahlensysteme.  — 
Ueber  Weingarten's  Systeme  in  den  R&umen  constanter  Krümmung. 

Pincherle:  Construction  neuer  geeigneter  analytischer  Aus- 
drücke zur  Darstellung  von  Functionen  durch  eine  unendliche  An- 
zahl einzelner  Punkte.  —  Ueber  die  Yergleichung  der  Singularit&ten 
zvireier  analytischen  Functionen. 

Vol  terra:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen.  —Ueber 
die  Functionen,  welche  von  anderen  Functionen  abhangen.  —  Ueber 
eine  Erweiterung  der  Riemann'schen  Theorie  der  Functionen  com- 
plexer  Yariabeln. 

Abetti:  Begriffe  der  christlichen  Kophten  und  Abessinier  vom 
Kalender. 

Cantoni:  Conjecturen  über  die  Wirkung  in  die  Feme. 

Segre:  Ueber  die  algebraischen  Mannich&ltigkeiten,  die  von 
einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  R&umen  gebildet  werden. 

Besso:  Einige  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Siacci:  Ueber  die  Winkel  des  weitesten  Wurfes  (bei  Luft- 
widerstand). H. 

Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  Science  of  Phila- 
delphia. Published  under  the  direction  of  the  Faculty.  Vol.  I. 
Philadelphia  1887. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  der  Erforschung  des  Inlandes  in  Hin- 
sicht auf  Zoologie,  Botanik  und  Geologie  gewidmet  Das  Institut  ist 
1855  von  William  Wagner  (gestorben  im  Jan.  1885)  gegründet  und 
wird  verwaltet  von  einem  Curatorium  und  einer  Facultät  bestehend 
ans  4  Professoren,  die  seit  1885  regelmässig  Vorlesungen  für  freies 
Publicum  halten.  H. 


Annuaire  pour  Tan  1888,  publik  par  le  Bureau  des  Longitudes. 
Avec  des  notices  scientifiques.  Prix:  1  fr.  50  c.  Paris  1888. 
Oauthier-Villars  et  Fils. 
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Depnis  le  7  messidor  an  JU,  le  Boreaa  des  Longitades  n*a 
Jamals  laisB^  passer  ane  annte  sans  pnblier  son  Annnaire.  Oatre 
les  donn4es  pratiques  qni  forment  le  fonds  invariable  de  ce  recneil, 
celoi  qni  yient  de  paraitre  contient  des  artides  beancoup  plns  dtendas, 
de  viritables  Trait^s,  sur  les  Monnaies,  la  Statistiqne,  la  Mineralogie, 
la  Meteorologie,  etc.  II  renferme  de  plns  nne  eioqnente  et  magistrale 
etnde  de  M.  Janssen  snr  P Age  des  etoiles ;  nne  Notice  dans  laqaelle 
M.  TAmiral  Mouchez,  Directenr  de  TObservatoiro ,  a  rdnni  toas  les 
renseignements  relatifs  ä  Texecntion  de  la  Carte  photograpbiqae  dn 
Giel,  dont  il  a  ete  le  promotear;  dos  Notes  de  M.  Cornu  sar  les 
Calendriers  et  snr  la  Gonstrnction  des  cadrans  solaires;  eofin,  le 
captivant  r^cit  d'nn  yoyage  accompli  par  M.  d'Abbadie  en  Orient, 
pour  mesnrer  des  coordonnees  magnetiques,  en  d6pit  des  ignorances 
et  des  manvais  vonloirs  rencontrds  dans  cette  lointaine  expedition. 

Ganthier-Villars  et  Fils. 
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